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Abstract: Let R be a commutative noetherian ring and I be an ideal of R. The aim of this paper is
to establish the local-global principle for the artinianness dimension aI(M,N), where aI(M,N) is the
smallest integer such that the generalized local homologymoduleHI

i (M,N)، is not artinian. For a finitely
generated R-module M and a linearly compact R-module N with the set CoassR(HI

aI(M,N)(M,N))

finite, we show that
aI(M,N) = inf{aIRp(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.
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موضعͬ همولوژی مدول های برای سراسری موضعͬ اصل
تعمیم یافته

۱ خانͬ حاتم مرضیه
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بیان مقاله، این از هدف باشد. آن از ایدەالͬ I و جابجایی و نوتری حلقەای R کنید فرض چͺیده:
کوچͺترین ،aI(M,N) که است aI(M,N) آرتینͬ بعد برای موضعͬ⁃سراسری اصل اثبات و
نشان نیست. آرتینͬ ،HI

i (M,N) تعمیم یافته موضعͬ همولوژی مدول که است i صحیح عدد
بەطوری که ،N نیمەگسسته خطͬ فشرده مدول −R و M ͬ مولد متناه مدول −R براي ͬ دهیم، م

آنگاه باشد، متناهͬ CoassR(HI
aI(M,N)(M,N)) مجموعەی هرگاه باشد، آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN

aI(M,N) = inf{aIRp(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.

.

خطͬ. فشرده مدول های تعمیم یافته، موضعͬ همولوژی مدول های آرتینͬ، بعد کليدي: واژەهاي

مقدمه ۱

،R اول ایدەال های مجموعه ،Spec(R) است. آن از ایدەالͬ I و جابجایی نوتری حلقەای R مقاله، این سراسر در
نسبت M موضعͬ کوهمولوژی مدول i⁃امین ،M R⁃مدول برای هستند. V(I) = {p ∈ Spec(R)|I ⊆ p} و

بصورت I به
H i

I(M) = lim−→
t

ExtiR(
R

I t
,M)
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آنگاه باشد، d بعد از ناصفر ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M و موضعͬ حلقەای (R,m) اگر شود. مͬ تعریف
[۱] (مرجع .H i

m(M) = ۰ ،i > d برای و نیست ͬ مولد متناه Hd
m(M) که حالͬ در است، ͬ مولد متناه H۰

m(M)

راببینید.)
عدد این ͬ کند. م ایجاب را نیست ͬ مولد متناه H i

m(M) که صحیحͬ عدد کوچͺترین بررسͬ انگیزه نتایج، این
بەصورت ،I به نسبت M متناهͬ بعد کلͬ بەطور ͬ شود. م نامیده ،m به نسبت M متناهͬ بعد صحیح،

fI(M) = inf{i ≥ نیست|۰ ͬ مولد متناه H i
I(M)}

ͬ شود. م تعریف
کوهمولوژی مدول های برای فالتینگ موضعͬ⁃سراسری اصل موضعͬ، کوهمولوژی در مهم قضایای از ͬͺی
اصل این شد. مطرح ،[۵] در فالتینگ توسط میلادی ۱۹۸۱ سال در بار اولین برای که است متناهͬ بعد با موضعͬ
تنها و اگر است ͬ مولد متناه i ≤ r هر ازای به H i

I(M) R⁃مدول ،r مثبت صحیح عدد هر برای که ͬ کند م بیان
از نتیجەای بەعنوان باشد. ͬ مولد متناه i ≤ r هر ازای به H i

IRp
(Mp) Rp⁃مدول ،p ∈ Spec(R) هر ازای به اگر

داریم فالتینگ قضیه
fI(M) = inf{f i

IRp
(Mp)|p ∈ Spec(R)}

ͬ شود. م نامیده متناهͬ بعد برای موضعͬ⁃سراسری اصل که
تابعگون شد. معرفͬ ۱۹۷۴ سال در [۱۰] ماتلیس توسط موضعͬ کوهمولوژی از دوگانͬ بەعنوان موضعͬ، همولوژی

موضعͬ همولوژی مدول i⁃امین و ͬ شود م ΛI(M)تعریف = lim←−
t

M

I tM
بەصورت ،M مدول کامل سازی ͷادی⁃I

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت M

HI
i (M) = lim←−

t

Tori(R/I t,M).

کوهمولوژی با مشابهͬ ͬ های ویژگ روش، این با شده تعریف موضعͬ همولوژی که کردند ثابت [۳] در نم و کونگ
،M هرگاه مثال برای دارد. آرتینͬ R⁃مدول های رستەی در بەویژه خطͬ فشرده R⁃مدول های رستەی در موضعͬ،
[۷] (مرجع .HI

i (M) = ۰ ،i > magR(M) هر برای و است آرتینͬ نیز HI
۰ (M) آنگاه باشد، آرتینͬ R⁃مدولͬ

راببینید.)
به نسبت M,N R⁃مدول دو برای HI

i (M,N) تعمیم یافته موضعͬ همولوژی مدول i⁃امین ،[۱۲] مرجع در
بەصورت ،I ایدەال

HI
i (M,N) = lim←−

t

Tori(M/I tM,N)

به نسبت N موضعͬ همولوژی i⁃امین ،HI
i (R,N) = HI

i (N) ،M = R خاص حالت در است. شده تعریف
است. I

I به نسبت M,N از aI(M,N) آرتینͬ بعد ،N خطͬ فشرده R⁃مدول و M ͬ مولد متناه R⁃مدول برای
ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت

aI(M,N) := inf{i ∈ N۰|نیست آرتینͬ HI
i (M,N)}.

قضیەی دقیقتر، بەطور است. تعمیم یافته آرتینͬ بعد برای موضعͬ⁃سراسری اصل اثبات و بیان هدف، مقاله این در
ͬ کنیم: م ثابت را زیر



۱۵۹ یافته تعمیم موضعͬ همولوژی مدول های برای سراسری موضعͬ اصل

بەطوری که باشد نیمەگسسته خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M کنید فرض .۱ .۱ قضیه
این صورت در باشد، متناهͬ CoassR(HI

aI(M,N)(M,N)) مجموعەی و باشد آرتینͬ N/
∩
t>۰

I tN

aI(M,N) = inf{aIRp(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.

J⁃بعد ،R از J ⊆ I ایدەال های و N نیمەگسسته خطͬ فشرده R⁃مدول و M ͬ مولد متناه R⁃مدول برای
،cJI (M,N) := inf{i ≥ نباشد|۰ آرتینͬ هم − J,HI

i (M,N)} بەصورت ،I به نسبت M,N هم⁃آرتینͬ
سراسری موضعͬ اصل آنگاه ،aI(M,N) ̸= cJI (M,N) اگر که ͬ شود م ثابت سوم، بخش در ͬ شود. م تعریف

دقیقتر بعبارت ͬ باشد، م برقرار

aJI (M,N) = inf{aJRp

IRp
(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.

کمیت این بین ارتباط ،۱۱ .۳ قضیەی در و شده معرفͬ cogradeN(M) نماد و هم⁃منظم دنبالەهای مفهوم ادامه در
ͬ شود. م اثبات و بیان تعمیم یافته آرتینͬ بعد با

که ͬ شود م داده نشان و شده معرفͬ FM≤n مدول های ردەی انتها، در

gIn(M,N) = inf{i ∈ N۰|نیست نمایش پذیر p(HI
i (M,N)); p ∈ Spec(R), dim

R

p
≥ n}

آن در که
gIn(M,N) = inf{i ∈ N۰|HI

i (M,N) /∈ FM≤n}.

اولیه مفاهیم ۲

ͬ کنیم. م یادآوری را بعد بخش در استفاده مورد لم های و تعاریف برخͬ بخش این در
ͬ های ͽهمسای از پایەای هرگاه ͬ شود م نامیده خطͬ ͷتوپولوژی ،M ͷتوپولوژی R⁃مدول ͷی ،[۸] به توجه با
هرگاه ͬ نامیم م خطͬ فشرده را M خطͬ ͷتوپولوژی R⁃مدول ͷی باشد. داشته زیرمدول ها شامل M صفر عضو
اشتراک آنگاه دارد، متناهͬ اشتراک خاصیت که M در F بستەی مدول های زیر همدستەهای از خانواده ͷی برای
عضو ͬ های ͽهمسای تمام اشتراک هرگاه ͬ شود م نامیده هاسدورف M R⁃مدول باشد. ناتهͬ F در همدستەهای
M مدول زیر هر اگر ͬ شود م نامیده نیمەگسسته M ͬ هاسدورف خط ͷتوپولوژی R⁃مدول ͷی باشد. صفر صفر،
خطͬ فشرده گسسته توپولوژی با آرتینͬ مدول های −R بنابراین است. نیمەگسسته گسسته، مدول هر لذا باشد. بسته

هستند. خطͬ فشرده و گسسته نیز ͬ مولد متناه مدول های کامل، موضعͬ حلقه ͷی روی همچنین هستند.
بعد بخش قضایای از برخͬ اثبات در که را تعمیم یافته موضعͬ همولوژی مدول های اساسͬ خواص از ͬͺی زیر لم

ͬ کند. م بیان را ͬ رود م بەکار

،i ≥ ۰ هر برای آنگاه باشد، خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M اگر ([۱۸]) .۱ .۲ لم
است. خطͬ فشرده مدولͬ HI

i (M,N)

ͷبەطوری که ی است p اول ایدەال های تمام مجموعەی ،CosuppR(M) مجموعەی M R⁃مدول ͷی برای
مدول ͷکه ی ͬ کنیم م یادآوری .([۱۷]) AnnR(L) ⊆ p که باشد داشته وجود M از L هم⁃دوری قسمت خارج

باشد. E(R/m) از مدولͬ زیر ،m ∈ MaxR ماکسیمال ایدەال برای هرگاه است هم⁃دوری
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وجود M از L هم⁃دوری قسمت خارج ͷی هرگاه ͬ شود م نامیده M R⁃مدول هم⁃وابسته ایدەال ،p اول ایدەال
ͬ دهیم م نشان CoassR(M) با را M هم⁃وابستەی ایدەال های مجموعەی .([۱۷]) p = AnnR L که باشد داشته

.CoassR(M) ⊆ CosuppR(M) داریم و

خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M کنید فرض .([۸ .۳ ،۱۳] ۳. ۱۳]و ،۱۴]) .۲ .۲ لم
،i ≥ ۰ هر برای دراین صورت باشد.

CosuppR(H
I
i (M,N)) ⊆ SuppR(M) ∩ CosuppR(N) ∩ V(I).

بەصورت M بزرگͬ

magR(M) = sup{dim R

p
|p ∈ CoassR(M)}

([۱۷]) .magR(M) = −∞ ͬ دهیم م قرار ،M = ۰ اگر ͬ شود. م تعریف
ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد بعد بخش قضایای از ͬͺی اثبات در است، اثبات قابل بەآسانͬ که زیر لم

و ͬ ها R⁃همریخت و R⁃مدول ها از دقیقͬ دنبالەی ،L −→ M −→ N ،R از ایدەالͬ J کنید فرض .۳ .۲ لم
صحیح عدد اینصورت در .mag(JsN) < n و mag(J tL) < n بەطوری که باشند نامنفͬ صحیح اعداد n, s, t

بەطوری که دارد وجود l نامنفͬ
mag(J lM) < n.

است. اثبات قابل بەراحتͬ مدول ͷی بزرگͬ تعریف از استفاده با اثبات.

یا و پوشا یا ،M روی R از x عضو هر با ضرب درون ریختͬ اگر ͬ شود م نامیده ثانویه M ناصفر R⁃مدول

نمایش ͷی ͬ شود. م نامیده ثانویه −p ،M و است p اول ایدەال ͷی M پوچ ایدەال این صورت در و باشد پوچتوان
نمایشͬ چنین اگر . است ثانویه مدول های از متناهͬ جمع بەصورت M از نمایشͬ ،M R⁃مدول ͷی برای ثانویه

.([۹] ) است نمایش پذیر M گوییم باشد داشته وجود
−R ͷی سازی هم⁃موضعͬ ،[۱۱] به توجه با باشد. R از ضربی بستەی زیرمجموعەی ͷی S کنید فرض
SM باشد، آرتینͬ R⁃مدول ͷی M اگر ͬ شود. م تعریف SM = Hom(RS,M) مدول ،S به نسبت M مدول
ایدەال p کنید فرض .([۵ .۲ ،۳]) است. خطͬ فشرده مدول −R ͷی SM اگرچه، ،([۱۱]) نیست آرتینͬ لزوما

ͬ شود. م استفاده pM نماد SM بەجای این صورت در ،S = R− p و R از اولͬ

M کنید فرض باشد. R از ایدەالͬ I و ضربی بستەی مجموعەی زیر ͷی S کنید فرض .([۱۳ .۳ ،۱۴]) .۴ .۲ لم
داریم ،i ≥ ۰ هر برای این صورت در باشد. خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی

S(H
I
i (M,N)) ∼= HIRS

i (MS,S N)

نتایج ۳

ͬ دهد. م ارایه تعمیم یافته موضعͬ همولوژی مدول های بودن آرتینͬ برای ͬͺمح زیر لم

بەطوری که باشد نیمەگسسته خطͬ فشرده NیRͷ⁃مدول و باشد ͬ مولد متناه MیRͷ⁃مدول کنید فرض .۱ .۳ لم
معادلند: زیر شرایط دراین صورت .s ∈ N کنید فرض باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN



۱۶۱ یافته تعمیم موضعͬ همولوژی مدول های برای سراسری موضعͬ اصل

.I ⊆
√
(۰ : HI

i (M,N)) ،i < s هر برای .۱

است. آرتینͬ HI
i (M,N) ،i < s هر برای .۲

کنید. مراجعه [۶] مرجع از ۱ .۳ قضیەی به (۱⇒ ۲) اثبات برای اثبات.
،i < s هر برای این صورت در است. آرتینͬ HI

i (M,N) ،i < s هر برای کنید فرض :(۲ ⇒ ۱)
،i < s هر برای بنابراین .CosuppR(H

I
i (M,N)) ⊆ V((۰ : HI

i (M,N))) ⊆ V(I)

I ⊆
√
I ⊆

√
(۰ : HI

i (M,N)).

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت تعمیم یافته آرتینͬ بعد ،۱ .۳ لم به توجه با

باشد نیمەگسسته خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و باشد ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M کنید فرض .۲ .۳ تعریف
بەصورت ،I به نسبت M,N آرتینͬ بعد دراین صورت .s ∈ N کنید فرض باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که

ͬ شود: م تعریف زیر

aI(M,N) := inf{i ∈ N۰|نیست آرتینͬ HI
i (M,N)}

= inf{i ∈ N۰|I ⊈
√
(۰ : HI

i (M,N))}.

داریم: را زیر تعریف فوق، مفهوم از تعمیمͬ بەعنوان

R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،J ⊆ I بەطوری که R ایدەال دو I, J کنید فرض .۳ .۳ تعریف
بەصورت را aJI (M,N) ،I به نسبت M,N آرتینͬ بعد −J باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته

ͬ کنیم: م تعریف زیر

aJI (M,N) := inf{i ∈ N۰|J ⊈
√
(۰ : HI

i (M,N))}

= inf{i ∈ N۰|magR J tHI
i (M,N)) ≥ ۰ ; ∀t ∈ N}.

ͬ آید. م بەدست mag ۰ = −۱ رابطەی از دوم تساوی که

داریم: فوق تعریف به توجه با .۴ .۳ ملاحظه

.J ⊆ I ⊆
√
(۰ : HI

۰ (M,N)) زیرا، است بینهایت یا و مثبت صحیح عددی همواره aJI (M,N) .۱

.aII(M,N) = aI(M,N) که است روشن .۲

R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،J ⊆ I بەطوری که R ایدەال دو I, J کنید فرض .۵ .۳ تعریف
ͬ دهیم: م قرار ،n طبیعͬ عدد هر برای باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته

aJI (M,N)n := inf{i ∈ N۰|magR(J
tHI

i (M,N)) ≥ n ; ∀t ∈ N}
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و
aJI (M,N)n := inf{aJRp

IRp
(Mp,p N)|p ∈ Spec(R), dim

R

p
≥ n}.

ͬ کنیم. م بررسͬ را aJI (M,N)n و aJI (M,N)n بین رابطەی ادامه در

نیمەگسسته خطͬ فشرده NیRͷ⁃مدول و ͬ مولد متناه MیRͷ⁃مدول ،R ایدەال دو J ⊆ I کنید فرض .۶ .۳ لم
،n طبیعͬ عدد هر برای این صورت در باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد

aJI (M,N)n ≤ aJI (M,N)n.

بەطوری که دارد وجود t صحیح عدد لذا .s < aJI (M,N)n کنید فرض و s = aJI (M,N)n دهید قرار اثبات.
،dimR/p ≥ n که p اول ایدەال هر برای ،[۱۷] مرجع از ۱۶ .۲ نتیجەی طبق .mag(J tHI

s (M,N)) < n

داریم
p(J

tHI
s (M,N)) = ۰.

.(JRp)
tH

IRp
s (pM,Np) = ۰ ،[۲] مرجع از ۶ .۳ قضیەی طبق لذا است، خطͬ فشرده مدولͬ HI

s (M,N) چون
است. تناقض که aJI (M,N)n > s بنابراین

ͬ دهیم م قرار .n ∈ N۰ و باشد Spec(R) از زیرمجموعه ͷی T کنید فرض

(T )≥n = {p ∈ T | dim R

p
≥ n}.

نیمەگسسته خطͬ فشرده NیRͷ⁃مدول و ͬ مولد متناه MیRͷ⁃مدول ،R ایدەال دو J ⊆ I کنید فرض .۷ .۳ لم
مجموعەی ،n طبیعͬ عدد برای اگر باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد

(CoassR(H
I
aJI (M,N)n

(M,N)))≥n

این صورت در باشد، متناهͬ

aJI (M,N)n = aJI (M,N)n.

و s = aJI (M,N)n کنید فرض اثبات.

(CoassR(H
I
s (M,N)))≥n = {p۱, · · · , pk}.

هر برای بنابراین .s < aJI (M,N)n کنید فرض .s ≥ aJI (M,N)n کنیم ثابت کافیست ،۶ .۳ لم به توجه با
بەطوری که دارد وجود li لذا .s < a

JRpi
IRpi

(Mpi ,pi N) ،۱ ≤ i ≤ k

(JRpi)
liH

IRpi
s (piM,Npi) = ۰.

،۱ ≤ i ≤ k هر برای این صورت در .l = max{l۱, · · · , lk} دهید قرار

(JRpi)
lH

IRpi
s (piM,Npi) = ۰.
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قضیەی از استفاده با بنابراین .pi(J lHI
s (M,N)) = ۰ لذا است، خطͬ فشرده مدولͬ HI

s (M,N)) چون حال
است. تناقض که ،s < aJI (M,N)n یعنͬ این و mag J lHI

s (M,N)) < n ،[۱۳] مرجع از ۸ .۳

برای موضعͬ⁃سراسری اصل ،aJI (M,N) = aJI (M,N)۰ اینکه به توجه با و ۷ .۳ لم در n = ۰ دادن قرار با
ͬ آید. م بەدست زیر بەصورت تعمیم یافته، آرتینͬ بعد

خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،R ایدەال دو J ⊆ I کنید فرض .۸ .۳ قضیه
باشد، متناهͬ CoassR(H

I
aJI (M,N)

(M,N)) مجموعەی و باشد آرتینͬ N/
∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته

این صورت در
aJI (M,N) = inf{aJRp

IRp
(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.

این صورت در ،I = J اگر بەویژه

aI(M,N) = inf{aIRp(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.

،TorRi (
R

I
,M) CosuppR(M)و ⊆ V(I) هرگاه نمود تعریف I⁃هم آرتینͬ Mرا R⁃مدول ،[۱۳] منبع در نم

ͬ کنیم م تعریف باشد. آرتینͬ i ≥ ۰ هر برای

cJI (M,N) := inf{i ≥ نباشد|۰ −هم آرتینͬ J,HI
i (M,N)}.

تعمیم یافته آرتینͬ بعد برای موضعͬ⁃سراسری اصل اینکه برای را دیͽری شرط بعد نتیجەی ،۸ .۳ قضیەی به توجه با
ͬ دهد. م ارائه باشد، برقرار

خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،R ایدەال دو J ⊆ I کنید فرض .۹ .۳ نتیجه
این صورت در ،aI(M,N) ̸= cJI (M,N) اگر باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته

aJI (M,N) = inf{aJRp

IRp
(Mp,p N)|p ∈ Spec(R)}.

ͬ دهیم م نشان ابتدا اثبات.

aI(M,N) = min{aJI (M,N), cJI (M,N)}.

و J ⊆ I ⊆
√

(۰ : HI
i (M,N)) داریم i < s هر برای .s = aI(M,N) دهید قرار

مدولͬ ،HI
t (M,N) این صورت در ،t = cJI (M,N) < aI(M,N) اگر حال .aI(M,N) ≤ aJI (M,N)

هم آرتینͬ −J R⁃مدولͬ ،HI
t (M,N) لذا ،CosuppR(H

I
t (M,N)) ⊆ V(I) ⊆ V(J) که ازآنجا است. آرتینͬ

لذا و aI(M,N) ≤ cJI (M,N) بنابراین است. تناقض که است

s ≤ min{aJI (M,N), cJI (M,N)}.

بەطوری که دارد وجود n صحیح عدد این صورت در s < min{aJI (M,N), cJI (M,N)} اگر حال

،HI
s (M,N) پس ،s < cJI (M,N) چون .HI

s (M,N) ∼=
HI

s (M,N)

JnHI
s (M,N)

بنابراین ،JnHI
s (M,N) = ۰
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HI
s (M,N) که ͬ دهد م نتیجه بالا یͺریختͬ پس است. آرتینͬ HI

s (M,N)

JnHI
s (M,N)

لذا و است هم آرتینͬ −J R⁃مدولͬ

این رو از است. تناقض که است آرتینͬ

aI(M,N) ≥ min{aJI (M,N), cJI (M,N)}.

aI(M,N) = و aI(M,N) < cJI (M,N) ͬ دهد م نتیجه که ،aI(M,N) ̸= cJI (M,N) فرض، به توجه با طرفͬ از
ͬ آید. م بەدست [۲] مرجع از ۵ .۴ قضیەی و ۸ .۳ قضیەی از حͺم حال .aJI (M,N)

.aM = M هرگاه ͬ شود م نامیده M⁃هم منظم ،a ∈ R عضو .۱ .۱۰ .۳ تعریف

هرگاه ͬ شود م نامیده M⁃هم منظم دنبالەی ͷی R اعضای از a۱, a۲, ..., an دنباله .۲

,AnnM(a۱؛ a۲, ..., an) ̸= ۰ (آ)

است. ,AnnM(a۱⁃هم منظم a۲, ..., ai−۱) عضو ͷی ai ،۱ ≤ i ≤ n هر برای (ب)

N⁃هم منظم دنباله هر طول باشد. آرتینͬ R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M کنید فرض .۳
به توجه با مفهوم این کنید توجه ͬ دهیم. م نشان cogradeN(M) با را AnnR(M) در مشمول ماکسیمال

است. خوش تعریف ،[۱۵] مرجع از ۱۰ .۳ قضیه

خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،R ایدەال دو J ⊆ I کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه
داریم: n نامنفͬ صحیح عدد هر برای این صورت در باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته

.aJ(M,N)n ≥ cogradeN(
M

JM
) آنگاه ،aJI (M,N)n ≥ cogradeN(

M

JM
) اگر .۱

است. برقرار نیز (۱) عکس آنگاه ،aJI (M,N)n = aJI (M,N)n باشیم داشته اگر بعلاوه .۲

حͺم .aJ(M,N)n ≥ s ͬ دهیم م نشان ،aJI (M,N)n ≥ s و cogradeN(
M

JM
) = s کنید فرض اثبات.

s − ۱ برای نتیجه و s > ۰ کنیم فرض است. واضح حͺم s = ۰ برای ͬ کنیم. م ثابت s روی استقرا به را

چون بعلاوه است. N روی x هم منظم عضو ͷی شامل J لذا ،cogradeN(
M

JM
) > ۰ که آنجا از باشد. برقرار

.mag(J tHI
i (M,N)) < n ،i < s هر برای که دارد وجود t مانند صحیحͬ عدد پس ،aJI (M,N)n ≥ s

کوتاه دقیق دنبالەی از بنابراین

۰ −→ (۰ :N xt) −→ N
.xt

−→ N −→ ۰,

،i < s− ۱ هر برای بەطوری که دارد وجود l صحیح عدد ،۳ .۲ لم از استفاده با و
ͬ دهد م نتیجه استقرا فرض بنابراین .aJI (M, (۰ :N xt))n ≥ s− ۱ لذا و mag(J lHI

i (M, (۰ :N xt))) < n

این صورت در .i < s و dim
R

p
≥ n ،p ∈ Spec(R) کنیم فرض حال .aJ(M, (۰ :N xt))n ≥ s − ۱ که

.xt
p(H

I
i (M,N)) = ۰ لذا و p(J

tHI
i (M,N)) = ۰ نیز و است آرتینͬ p(HI

i (M, (۰ :N xt))) تعریف، طبق
را زیر دقیق رشته ،[۱۳] مرجع از ۲ .۳ لم به توجه با حال .p(HI

i (M,N)) = (۰ :
p(HI

i (M,N)) x
t) داریم پس

داریم:

p(H
I
i (M,N))

f−→p (H
I
i (M,N))

g−→p (H
I
i−۱(M, (۰ :N xt)))
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ͬ آید: م بەدست زیر دقیق رشتەی بنابراین .ker g = im f = ۰ لذا و است f = xtid
p(HI

i (M,N)) آن در که

۰ −→p (H
I
i (M,N))

g−→p (H
I
i−۱(M, (۰ :N xt)))

نیز p(H
I
i (M,N)) ،i < s هر برای لذا است، آرتینͬ p(HI

i−۱(M, (۰ :N xt))) ،i < s هر برای اینکه به توجه با
.aJ(M,N)n ≥ s تعریف، طبق لذا و p(a

J(M,N)) ≥ s نتیجه در است. آرتینͬ

خطͬ فشرده R⁃مدول ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،R ایدەال دو J ⊆ I کنید فرض .۱۲ .۳ نتیجه
بەطوری که باشد نامنفͬ صحیح عدد ͷی n کنید فرض و باشد آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته

این صورت در باشد، متناهͬ CoassR(HI
aJI (M,N)

(M,N)) مجموعەی و aJI (M,N)n ≥ cogradeN(
M

JM
)

cogradeN(
M

JM
) ≤ min{aJI (M,N)n, aJ(M,N)n}.

ͬ آید. م بەدست ۷ .۳ لم و ۱۱ .۳ قضیەی از حͺم اثبات.

باشد. صحیحͬ عدد n کنید فرض .۱۳ .۳ تعریف

ردەی به M R⁃مدول ͷی است: شده تعریف زیر بەصورت R⁃مدول ها از FM≤n ردەی ،[۱۶] مرجع در .۱
M

N
و magR N ≤ n بەطوری که باشد داشته وجود M از N مانند زیرمدولͬ هرگاه دارد، تعلق FM≤n

باشد. آرتینͬ

ͬ دهیم: م قرار باشند. مدول −R دو M,N کنید فرض .۲

gIn(M,N) = inf{i ∈ N۰|HI
i (M,N) /∈ FM≤n}.

است. R⁃مدول ها رستەی از سر رستەی زیر ͷی FM≤n ردەی ،n صحیح عدد هر برای .۱۴ .۳ لم

کنید. مراجعه ۴ .۳ لم ،[۱۶] مرجع به اثبات.

p ∈ Spec(R) هر برای این صورت در .L ∈ FM≤n و باشد خطͬ فشرده مدول −R ͷی L کنید فرض .۱۵ .۳ لم

است. نمایش پذیر مدولͬ pL ،dim R

p
> n که

کنید فرض است. آرتینͬ L

N
و magR N ≤ n بەطوری که دارد وجود L از N مدول زیر تعریف، طبق اثبات.

است. نمایش پذیر مدولͬ −Rp ،p(
L

N
) ،[۱۱] مرجع از ۲ .۳ قضیەی به توجه با .dim R

p
> n که p ∈ Spec(R)

داریم را زیر دقیق رشتەی ،[۱۳] مرجع از ۲ .۳ لم به توجه با طرفͬ از

۰ −→p N −→p L −→p (
L

N
) −→ ۰.

نمایش پذیر مدولͬ ،pL ͬ کند م ثابت که ،pL ∼=p (
L

N
) بالا، دقیق رشتەی به توجه با لذا و pN = ۰ فرض، به توجه با

است.
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برای را موضعͯ⁃سراسري اصل که ͬ کنیم، م اثبات و بیان را بخش این قضایای مهمترین از ͬͺادامه ی در
ͬ کند. م بیان FM≤n ردەی به متعلق تعمیم یافته موضعͬ همولوژی مدول های

ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،R از ایدەالͬ I و موضعͬ نیمه حلقەای R کنید فرض .۱۶ .۳ قضیه
صحیحͬ اعداد n, s کنید فرض و باشد آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته خطͬ فشرده R⁃مدول

معادلند: زیر گزارەهای این صورت در باشند.

.HI
i (M,N) ∈ FM≤n ،i < s هر برای .۱

است. نمایش پذیر مدولͬ ،p(HI
i (M,N)) ،dim R

p
> n که p ∈ Spec(R) هر برای و i < s هر برای .۲

۱۵ .۳ لم از حͺم لذا و است خطͬ فشرده مدولͬ HI
i (M,N) ،i هر برای ،۱ .۲ لم به توجه با :(۱ ⇒ ۲) اثبات.

ͬ آید. م بەدست
،[۴] مرجع از ۱ .۷ قضیەی به توجه با .s = ۱ کنیم فرض ͬ کنیم. م ثابت s روی استقرا به را حͺم :(۲ ⇒ ۱)

داریم: را زیر دقیق دنبالەی
۰ −→

∩
t>۰

I tN −→ N −→ ΛI(N) −→ ۰.

از ۷ .۲ لم طبق حال است. آرتینͬ R⁃مدولͬ که ΛI(N) ∼= N/K این صورت در ،K :=
∩
t>۰

I tN ͬ دهیم م قرار

داریم [۳] مرجع

HI
۰ (M,N) = lim←−

t

(R/I t ⊗R M ⊗R N) ∼= lim←−
t

(M ⊗R N/I tN) ∼= M ⊗R ΛI(N).

نتیجه استقرا فرض از .s > ۱ کنیم فرض .HI
۰ (M,N) ∈ FM≤n لذا و است آرتینͬ HI

۰ (M,N) بنابراین
HI

s−۱(M,N) ∈ کنیم، ثابت کافیست اینرو از .HI
i (M,N) ∈ FM≤n ،i < s − ۱ هر برای ͬ شود م

مرجع از ۲ .۱ قضیەی از استفاده با این صورت در .a :=
∩
CoassR(H

I
s−۱(M,N)) ͬ دهیم م قرار .FM≤n

،۲ .۲ لم طبق حال است. ͬ مولد متناه aeHI
s−۱(M,N) بەطوری که دارد وجود e ≥ ۱ صحیح عدد ،[۱۹]

از ۲ .۳ قضیەی طبق طرفͬ از است. ͬ مولد متناه IeHI
s−۱(M,N) لذا و CoassR(H

I
s−۱(M,N)) ⊆ V (I)

ثابت حͺم و HI
s−۱(M,N) ∈ FM≤n بنابراین .HI

s−۱(M,N))/IeHI
s−۱(M,N) ∈ FM≤n ،[۶] مرجع

ͬ شود. م

ͷی N و ͬ مولد متناه R⁃مدول ͷی M ،R از ایدەالͬ I و نیمەموضعͬ حلقەای R کنید فرض .۱۷ .۳ نتیجه
این صورت در باشد. آرتینͬ N/

∩
t>۰

I tN بەطوری که باشد نیمەگسسته خطͬ فشرده R⁃مدول

gIn(M,N) = inf{i ∈ N۰|نیست نمایش پذیر p(HI
i (M,N)); p ∈ Spec(R), dim

R

p
≥ n}.
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