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Abstract: In the present study, a new and applicable method is presented to analyze and decompose the
weights set in the weighted summethod. To do this, at first a linear programming (LP) problem is designed
for each extreme point of the expanded outcome space. Then, it is shown that the extreme optimal solutions
of the presented LPs are the gradient vectors of the defining (weak) non-dominated hyperplanes of the ex-
panded outcome space. Then, the set of eligible weights in the weighted sum method is comprehensively
studied. In fact, the polyhedral and structural analysis of the weight set, i.e., the geometric arrangement
of facets, edges, and vertices of the set of all weights can be meticulously checked and as a consequence,
some structural insights related to the properties of the set of (weak) non-dominated solutions are surveyed.
Finally, the advantage and validity of the method is discussed by a numerical example.
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ریاضͬ پژوهش های

۱۵۵–۱۳۷ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

ͷی مجموع وزن دار روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی
چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله

(۲) اهل شاهسون پور سحر و ۱ (۱) وکیلͬ جواد

ایران. تبریز، تبریز، دانشͽاه کامپیوتر، علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺده کاربردی، ریاضͬ گروه (۲),(۱)

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاریخ ۱۴۰۴̸۱۰̸۵ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳̸۶̸۱ دریافت: تاريخ

وزن ها مجموعه تحلیل و تجزیه برای کاربردی و جدید روش ͷی حاضر، مطالعه در چͺیده:
مشͺل از دیͽر روش های اکثر برخلاف شده ارائه روش ͬ شود. م ارایه وزن دار مجموع روش در
نقطه هر برای (ⅬP) خطͬ برنا مەریزی مساله ͷی ابتدا این، انجام برای ͬ برد. نم رنج تباهیدگͬ
بهینه جواب های که ͬ شود م داده نشان سپس ͬ شود. م طراحͬ توسعەیافته نتیجه فضای رأسͬ
فضای تعریف کننده (ضعیف) نامغلوب ابرصفحەهای گرادیان  بردارهای شده، ارایه ⅬPهای رأسͬ
وزن دار مجموع روش در واجد الشرایط وزن های مجموعه ادامه، در ͬ باشند. م توسعەیافته نتیجه
هندسͬ ترتیب یعنͬ، چندوجهͬ، ساختار حقیقت در ͬ گیرد. م قرار مطالعه مورد جامع بەصورت
نتیجه، ͷی بەعنوان و ͬ شود م بررسͬ دقیق بەصورت وزن ها همه مجموعه رئوس و یال ها رویەها،
بررسͬ مورد (ضعیف) نامغلوب جواب های مجموعه خواص به مربوط ساختاری دیدگاه تعدادی
ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد روش مزایای و اعتبار عددی، مثال ͷی ارایه با سرانجام، ͬ گیرد. م قرار

تجزیه. وزن ها، مجموع وزن دار، روش ،(ⅯOⅬP) چندهدفه خطͬ برنامەریزی کليدي: واژەهاي

مقدمه ۱
وجود امر این دلیل است. کرده جلب بەخود را پژوهشͽران از بسیاری توجه (ⅯOP) ۲ چندهدفه برنامەریزی
ارائه بەعنوان باشد، داشته واقعͬ جهان در زیادی کاربرد مبحث این ͬ شود م باعث که ͬ باشد م هدف تابع چندین
و حمل ،[۲۱ ،۱۰] سرطان درمان در مبحث این کاربرد به ͬ توان م چندهدفه بهینەسازی کاربرد برای مهم مثال چند
ذخیره بەمنظور [۲۶ ،۶] محیطͬ زیست پایداری و [۲۳] انرژی مدیریت ،[۱۸] مهندسͬ طراحͬ ،[۲۰ ،۱۹] نقل
بلͺه ͬ  باشد، م جالبی بسیار مطالعاتͬ زمینه چندهدفه بهینەسازی تنها نه تئوری، نقطەنظر از برد. نام زمان و پول
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۱۳۹ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

.[۱۱ ،۱۰ ،۷] ͬ شود م دوچندان آن ارزش استوار، بهینەسازی و تصادفͬ بهینەسازی اقتصاد، با آن ارتباط بەدلیل
مسائل در واقع در کرد. رجوع [۹] به ͬ توان م مختلف زمینەهای در چندهدفه بهینەسازی کاربرد بر مروری برای
کیفیت بهترین در را هدف تابع بتواند که نقطەای کردن پیدا از است عبارت مساله حل از منظور تک هدفه بهینەسازی
ͬ باشند، م نزاع در همواره که تابع چندین وجود بەدلیل تک هدفه برخلاف چندهدفه بهینەسازی در ولͬ دهد، قرار
(یا کارا نقاط بحث مسائل این در لذا کند، بهینه همزمان را هدف ها توابع همه که کرد پیدا را نقطەای ͬ توان نم
و نامغلوب یا کارا نقاط نبودن منحصربفرد چندهدفه بهینەسازی در مشͺل بزرگ ترین ͬ  آید. م پیش (۱ نامغلوب
جواب های مجموعه یعنͬ کارا جواب های همه کردن پیدا بەدنبال ͬ شود م سبب که ͬ باشد م آنها بودن غیرمقایسەپذیر

باشیم. کارا

ͬͺی عملͺرد بخواهیم اگر بەطوری که است چندهدفه بهینەسازی مساله برای شدنͬ نقطه ͷی کارا جواب ͷی
بدتر هدف ها توابع از دیͽر ͬͺی حداقل عملͺرد ͬ شود م باعث ببخشیم، بهبود نقاط نوع این در را هدف  توابع از
هدف فضای به که ͬ شود م نامیده نامغلوب نقطه ͷی هدف)، توابع نگاشت (تحت کارا نقطه ͷی تصویر شود.
فرض با شود ذکر باید منظور، کردن بیان واضح تر جهت واقع در ببینید.). را [۱۴] بیشتر جزئیات (برای دارد تعلق
کارا نقطه ͷی x̂ ∈ X و باشند چندهدفه بهینەسازی مساله ͷی هدف توابع fp(x) ،. . . ،f۲(x) ،f۱(x) اینکه
ͷی f(x̂) = (f۱(x̂), f۲(x̂), . . . , fp(x̂)) یعنͬ، هدف، تابع نگاشت تحت نقطه این تصویر این صورت در باشد،
آن در که ͬ باشد م ŷ = Cx̂ همان تصویر این خطͬ، چندهدفه بهینەسازی در که ͬ شود م نامیده نامغلوب نقطه
،cr, r = ۱, ۲, . . . , p و بوده متغیرها تعداد n و هدف تابع تعداد p ͬ باشد، م هدف تابع ماتریس C ∈ Rp×n

ͬ باشند. م C ماتریس سطرهای
نمایش Cx = (c۱x, c۲x, . . . , cpx) بەصورت کلͬ حالت در خطͬ، چندهدفه بهینەسازی در هدف توابع واقع، در
این تبدیل آنها مهم ترین از ͬͺی که دارد وجود چندهدفه بهینەسازی مسائل حل برای زیادی روش های ͬ شوند. م داده
معروف ۲ اسͺالرسازی به روش ها این که ͬ باشد م مسائل این حل سپس و تک هدفه بهینەسازی مسائل به مسائل نوع
روش این در که ͬ باشد م ۳ وزن دار مجموع روش اسͺالرسازی، روش مهم ترین شاید و مهم ترین از ͬͺی هستند.
تک هدفه مساله ͷی به منجر که ͬ کنند م جمع باهم را آنها سپس و ضرب λi نامنفͬ وزن ͷی در را هدف تابع هر
جواب های همه کردن پیدا و وزن دار مجموعه مسأله حل برای ͬ شود. م min

x∈X
{λTCx} پارامتری اسͺالرسازی یا

و است آغازین کاملا آنها تجزیه و وزن ها تغییر ایده .[۲۵] شوند مشخص پارامترها) (یا وزن ها همه باید کارا،
مزایا دارای هرکدام که است شده ارائه وزن دار مجموع روش در وزن ها این تعیین و کردن پیدا برای روش  تعدادی
را روشͬ [۱] در کاستا و آلوز بیشتر، جزئیات در مقالات این بررسͬ برای .[۲۲ ،۱۵ ،۸ ،۱] ͬ باشند م معایبی و
خطͬ برنامەریزی مسائل برای وزن دار مجموع اسͺالرسازی روش در وزن ها فضای از مجموعەای زیر محاسبه برای
این که روشͬ ͬ دهد. م کاربران به نیز را حساسیت تحلیل امͺان که ͬ دهد م ارائه مختلط⁃صحیح و صحیح چندهدفه
بهتر را نتایج روی وزن ها تغییر تاثیر ͬ کند م ͷکم تصمیم گیرندگان به ͬ دهد، م ارائه وزن ها فضای بررسͬ برای مقاله
بهینەسازی مسائل روی تمرکز با آن نوآورانه تصویری رویͺرد به ͬ توان م شده ارائه روش این مزایای از کنند. درک
علاوه مقاله این حال، این با است. گرفته قرار توجه مورد دیͽر روش های در کمتر که کرد اشاره پیچیده چندهدفه
سروکار به آن پیچیدگͬ دلیل مهم ترین که ͬ باشد م بالایی پیچیدگͬ دارای هدف، تابع سه فقط به بودن محدود بر
تفسیر در تخصص به نیاز ضمن در ͬ گردد. م بر مختلط⁃صحیح و صحیح چندهدفه بهینەسازی مسائل با آن داشتن
بهینەسازی مفاهیم با کافͬ آشنایی نیازمند هندسͬ، روش از استفاده آن در که است مرجع این معایب دیͽر از نتایج
پوشش عدم به آن عیب مهم ترین سرانجام، و باشد دشوار غیرمتخصص کاربران برای است ممͺن و است چندهدفه
محاسباتͬ نظر از خطͬ چندهدفه بهینەسازی مسائل برای آن از استفاده ضمن در ͬ شود. م مربوط وزن ها فضای کامل
مقاله، این در ͬ پردازند. م وزنͬ حسابی میانگین دقیق تجزیه روش های بررسͬ به نویسندگان ،[۸] در نیست. بەصرفه
بەگونەای هستند، وزنͬ میانگین های تحلیل و تجزیە برای تفسیر قابل و دقیق رویͺرد ͷی ارائه بەدنبال نویسندگان
مقاله، هدف و محتوا خلاصه کرد. مشاهده بەوضوح را نهایی میانگین بر مختلف اجزای از ͷی هر تأثیر بتوان که
تجزیه این در دقت تضمین و اجزا از جمعͬ بەصورت وزنͬ حسابی میانگین تجزیه برای تحلیلͬ روش ͷی معرفͬ

1Non-dominated
2Scalarization
3Weighted sum method



۱۵۵−۱۳۷ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجله ̸ اهل شاهسون پور سحر و وکیلͬ جواد ۱۴۰

بتوان آن در که ͬ دهد م ارائه چارچوبی مقاله همچنین باشد. کلͬ میانگین با برابر اجزاء جمع که بەطوری ͬ باشد م
تفسرپذیری آن، بالا ی دقت به ͬ توان م روش مزایای از کرد. تحلیل جداگانه را بخش هر مقادیر و وزن ها تغییر اثرات
ͬ توان م نیز آن محدودیت و معایب از و کرد اشاره تصمیم گیری از ͬ اش پشتیبان و حساسیت تحلیل در آن کاربرد آن،
برد. نام را دقیق دادەهای به نیاز و غیرخطͬ موارد در کاربرد کاهش نظری، محدودیت های محاسباتͬ، پیچیدگͬ
این ͬ پردازد. م مختلط چندهدفه برنامەریزی های در نامغلوب نقاط کردن پیدا برای دقیق روش های بررسͬ به [۲۲]
روش ͷی ارائه ͬ رغم عل و ͬ کند م پیدا وزن دار مجموع روش در وزن ها کردن تجزیه با را نقاط نوع این همه روش
در ارائەشده روش که است این آن عیب مهم ترین نامغلوب، نقاط مجموعه تعیین سپس و وزن ها تجزیه برای دقیق
صرفه به مقرون محاسباتͬ نظر از چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسائل در وزن دار مجموع روش برای وزن ها تجزیه
وزن ها تجزیه برای موثری روش  بالا مراجع در واقع در که داشت اظهار ͬ توان م بالا مراجع بررسͬ با بنابراین نیست.
به رسیدن جهت مؤثر روشͬ فقدان و ندارد وجود چندهدفه خطͬ بهینەسازی مسائل در وزن دار مجموع روش در

ͬ شود. م احساس مفید عملͬ و نظری مباحث و نتایج

متناظر وزن مجموعه نامغلوب تصویر هر که شود گفته باید نامغلوب نقاط و وزن ها بین ارتباط با رابطه در
نتیجه را نامغلوب تصویر همان وزن دار مجموع اسͺالرسازی روش که وزنͬ بردارهای همه مجموعه (یعنͬ، خودش
مجموعه مولفەهای از ͬ نیمالͬ م گردایه که ͬ شوند م گرفته طوری معمولا وزن ها مجموعه تجزیه دارد. را ͬ دهد) م
و یو کار به وزن دار مجموع  اسͺالرسازی برای وزن تجزیه روش های ͬ پوشانند. م را وزنها مجموعه که باشند وزنͬ
به را پایەای جواب های و ͬ کنند م معرفͬ تعمیم یافته سیمپلͺس روش ͷی منظور این برای که ͬ گردد م بر [۲۴] زلنͬ
دوهدفه مساله برای ͬ کند. م مرتبط متناظر پایه ماتریس وسیله به شده تعریف چندوجهͬ مخروط در وزن ها مجموعه
.[۱۲ ،۲] ͬ کنند م محاسبه را ۱ رأسͬ حمایت شده نامغلوب نقاط همه حقیقت در معروف دوبخشͬ جستجوی روش
رأسͬ حمایت شده و رأسͬ نامغلوب نقاط بین را ارتباطͬ ͷی و ͬ دهند م توسعه را ایده این [۵ ،۴] سان و بنسون
شایان ͬ دهند. م ارایه وزن ها مجموعه برای افرازی بنابراین و ͬ آورند م بەوجود چندهدفه خطͬ بهینەسازی مساله ͷی
و شدنͬ ناحیه با مسایل مورد در مجموع  وزن دار اسͺالرسازی روش در وزن ها محاسبه روش های بیشتر است، ذکر

ͬ کنند. م کار گسسته شدنͬ ناحیه تصویر

خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها مجموعه تجزیه برای جدید روشͬ مقاله، این در
فضای رأسͬ نقطه هر برای ابتدا روش این در بەطوری که ͬ شود، م ارایه پیوسته فضای در (ⅯOⅬP) ۲ چندهدفه
همه آنها، حل با سپس و ͬ شود م ارائه خطͬ بهینەسازی مسأله ͷی یافته، گسترش شدنͬ مجموعه تصویر یا نتیجه
همان مسائل این بهینه رأسͬ نقاط که ͬ شود م ثابت ادامه در ͬ آوریم. م بەدست را مسائل این رأسͬ بهینه جواب های
بسیار وزن دار مجموع روش وزن های تجزیه در ͬ توانند م که ͬ باشند م نتیجه فضای تکیەکننده ابرصفحەهای گرادیان
وجوه محاسبه برای را روشͬ تنها نه مقاله این واقع، در کنند. بازی تجزیه این در را مرزها نقش و باشند تعیین کننده
مولفەهای وجوه، یا ابرصفحەها این از استفاده با بلͺه ͬ دهد، م ارائه تعریف کننده نامغلوب یا کارا ابرصفحەهای) (یا
ͬ کند. م تجزیه وزن ها فضای در را مجموعه این و آورده بەدست شده وزن دار مجموع روش در را وزن ها مجموعه
بحث آن گرفتن قرار استفاده مورد چͽونگͬ همچنین و شده ارائه روش درستͬ و اعتبار عددی مثال ͷی با سرانجام
ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها مجموعه تجزیه جهت مقاله این در شده ارائه روش است درست ͬ شود. م
نتایج حال این با ͬ باشد، م NP⁃سخت (ضعیف) نامغلوب یا کارا نقاط همه محاسبه همچنین و ⅯOⅬP مسأله
مفید بسیار چندهدفه خطͬ بهینەسازی مسائل تحلیل و تجزیه در ͬ توانند م که ͬ شود م ارائه مقاله این در مباحثͬ و
برای روش ها اکثر همچنین، گیرد. صورت مفیدتری بحث های آینده در تا کند هموار ͬ تواند م را راه و شوند واقع
نمایی محاسباتͬ پیچیدگͬ از اینکه بر علاوه معمولا˟ نامغلوب یا کارا تعریف کننده ابرصفحەهای همه آوردن بەدست
اولیه چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله قیدهای با مشابه قیدهای با مدل هایی از استفاده بەدلیل همچنین برخوردارند،
مسائل حل در مفهومͬ و محاسباتͬ مشͺلات ایجاد باعث عامل این که ͬ باشند م شدید یا بالا بسیار تباهیدگͬ دارای
بودن آسان ضمن ولͬ ͬ باشد، م نمایی محاسباتͬ پیچیدگͬ دارای اگرچه مقاله، این در ارائەشده روش اما ͬ شود. م
ارائه روش مزیت این به توجه با لذا ندارد. را مسائل حل در تباهیدگͬ مشͺل دیͽر روش های برخلاف آن، پیادەسازی
مسأله ͷی نامغلوب ابرصفحەهای همه آوردن بەدست برای خوبی راهͺار ͬ تواند م دیͽر روش های به نسبت شده

باشد. مسائل این وزن دار مجموع روش در وزنها تجزیه همچنین و چندهدفه خطͬ برنامەریزی
1Extreme supported non-dominated point
2Multi Objective Linear Programming



۱۴۱ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

مفاهیم مرور ضمن دوم بخش و ͬ باشد م مقدمه شامل اول بخش ͬ شود. م سازمان دهͬ زیر بەصورت مقاله این
کارای ابرصفحەهای محاسبه برای روشͬ بخش این در و است مقاله این در شده ارایه اصلͬ روش شامل مقدماتͬ،
ارائه مجموع وزن دار روش در وزن ها تجزیه چͽونگͬ آنها روی از سپس و ͬ شود م ارائه شدنͬ ناحیه تعریف کننده
شامل چهارم بخش نهایت در و ͬ شود م ارائه عددی مثال ͷی مباحث، بررسͬ جهت سوم بخش در همچنین ͬ شود. م

است. مقاله جمع بندی و نتیجەگیری

وزن ها فضای تجزیه برای پیشنهادی روش ۲
چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسائل از نیاز مورد اساسͬ تعاریف و اطلاعات از برخͬ ارائه به ابتدا بخش، این در
برای ͬ دهیم. م توضیح را پیشنهادی روش سپس و ͬ پردازیم م هستند، نیاز مورد اصلͬ نتایج ارائه در که (ⅯOⅬP)

بͽیرید، نظر در را زیر ⅯOⅬP یا چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله مباحث، این ارائه

(ⅯOⅬP) : Ⅿin Cx
s.t. Ax = b

x ≥ ۰,
(۱ .۲)

بردار ͷی b ∈ Rm و ͬ باشند م شده مشخص مرتبەهای از ماتریس هایی A ∈ Rm×n و C ∈ Rp×n آن در که
نشان X با Rn ۱ تصمیم فضای در شدنͬ ناحیه ͬ باشند. م C ماتریس سطرهای cr, r = ۱, ۲, . . . , p و ͬ باشد م

بەصورت و شده داده
X =

{
x ∈ Rn|Ax = b,x ≥ ۰

}
⊆ Rn

همچنین، ͬ باشد. م کران دار مجموعه ͷی X ͬ شود م فرض اینجا در ͬ شود. م تعریف

Y = C(X ) =
{
Cx|x ∈ X

}
زیر Y و X که فضایی واضح تر، بەصورت ͬ باشد. م Rp هدف فضای در هدف تابع نگاشت تحت X تصویر
محدب مجموعه ͷی X چون که کنید توجه ͬ شوند. م نامیده هدف و تصمیم فضای بەترتیب ͬ باشد، م آنها مجموعه

زیرا، است، محدب مجموعه ͷی نیز Y لذا ͬ باشد، م

∀y۱,y۲ ∈ Y , λ ∈ (۰, ۱) =⇒ ∃x۱,x۲ ∈ X s.t. y۱ = Cx۱,y۲ = Cx۲.

داریم، این صورت در

λy۱ + (۱ − λ)y۲ = λCx۱ + (۱ − λ)Cx۲ = C(λx۱ + (۱ − λ)x۲),

نتیجه، در .λx۱ + (۱ − λ)x۲ ∈ X پس ͬ باشد، م محدب مجموعه ͷی X چون آن، در که

λy۱ + (۱ − λ)y۲ ∈ Y .

ͬ باشند، م نزاع در همواره که تابع چندین وجود بەدلیل تک هدفه بهینەسازی مسائل برخلاف چندهدفه بهینەسازی در
(یا کارا نقاط بحث مسائل این در لذا کند، بهینه همزمان را هدف ها توابع همه که کرد پیدا را نقطەای ͬ توان نم

ͬ باشند. م زیر تعریف دارای نقاط این از نوع دو که ͬ  آید، م پیش نامغلوب)

وجود x ∈ X مانند نقطەای هیچ اگر ͬ شود م نامیده (۱ .۲) مسأله ۲ ضعیف کارای نقطه ͷی x̂ ∈ X .۱ .۲ تعریف
نقطه را ŷ = Cx̂ این صورت در باشد، ضعیف کارای نقطه x̂ ∈ X اگر .Cx < Cx̂ بەطوری که باشد نداشته

ͬ نامند. م ضعیف نامغلوب
1Decision Space
2Weak



۱۵۵−۱۳۷ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجله ̸ اهل شاهسون پور سحر و وکیلͬ جواد ۱۴۲

بەطوری که باشد نداشته وجود x ∈ X مانند نقطەای هیچ اگر ͬ شود م نامیده کارا نقطه ͷی x̂ ∈ X .۲ .۲ تعریف
ͬ نامند. م نامغلوب نقطه را ŷ = Cx̂ این صورت در باشد، کارا نقطه x̂ ∈ X اگر .Cx ̸= Cx̂ با Cx ≤ Cx̂

YWN و YN ،XWE ،XE با بەترتیب را ضعیف نامغلوب و نامغلوب ضعیف، کارای کارا، نقاط مجموعه
که کنید توجه ͬ دهند. م نشان

XE ⊆ XWE, YN ⊆ YWN .

نقطه هیچ اگر ͬ باشد م A ضعیف) نامغلوب (یا نامغلوب نقطه ͷی ŷ ∈ A ،A ⊆ Rp مجموعه هر برای واقع در
و AN اینکه فرض با نیز، این صورت در .(y < ŷ) y ̸= ŷ با y ≤ ŷ بەطوری که باشد نداشته وجود y ∈ A

.AN ⊆ AWN داریم دهد، نشان را A مجموعه  ضعیف نامغلوب و نامغلوب نقاط مجموعه بەترتیب AWN

دورشونده جهت هیچ X مجموعه لذا ͬ باشد. م ۱ کراندار مجموعه ͷی X که است این بر فرض مقاله این در
رأسͬ نقاط همه x۱,x۲, . . . ,xk که کرد فرض ͬ توان م شود وارد خللͬ برهان کلیت به آنکه بدون و ندارد رأسͬ ۲

داریم، خطͬ برنامەریزی در ۳ نمایش قضیه طبق این صورت در ͬ باشند. م X مجموعه

x ∈ X ⇐⇒ x =
k∑

j=۱

λjx
j,

k∑
j=۱

λj = ۱, λj ⩾ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k.

که کرد بررسͬ ͬ توان م بەراحتͬ همچنین

y ∈ Y ⇐⇒ y =
k∑

j=۱

λjy
j,

k∑
j=۱

λj = ۱, λj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k.

بەکار Y مجموعه برای توانیم مͬ را نمایش قضیه اینکه اثبات برای .yj = Cxj, j = ۱, ۲, . . . , k آن در که
داریم باشد، y ∈ Y کنید فرض ببریم،

∃x ∈ X s.t. y = Cx.

که دارند وجود طوری
k∑

j=۱
λj = ۱ با λj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k این صورت، در

x =
k∑

j=۱

λjx
j,

که است واضح لذا ͬ باشند. م X مجموعه رأسͬ نقاط همه x۱,x۲, . . . ,xk آن در که

y = Cx = C
k∑

j=۱

λjx
j =

k∑
j=۱

λjCxj =
k∑

j=۱

λjy
j,

بالا بحث مثل ͬ توان م بەراحتͬ نتیجه در و است برگشت پذیر بالا اثبات .yj = Cxj, j = ۱, ۲, . . . , k آن در که
مراجعه آن ۹ فصل بەویژه و [۱۷] منبع به ͬ توان م بیشتر مطالعه برای ضمن در برد. بەکار Y برای را نمایش قضیه

کرد.
که کرد ثابت ͬ توان م بەوضوح توسعەیافته، هدف فضای بەعنوان P = Y + Rp

≧ گرفتن نظر در با

P = {y ∈ Rp|y ≥
k∑

j=۱

λjy
j,

k∑
j=۱

λj = ۱, λj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k}.

1Bounded
2Recession direction
3Representation theorem



۱۴۳ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

(۱ .۲) چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ۱ ایدەآل نقطه که، ͬ دانیم م دیͽر، طرف از .YN = PN کنید توجه
آن در که ،yI = (yI۱, y

I
۲, . . . , y

I
p)

T از است عبارت

yI
k = min

{
yk|y ∈ YN

}
= min

{
yk|y ∈ Y

}
.

آورد. بەدست را ایدەآل نقطه ͬ توان م بەراحتͬ بهینەسازی مسأله p حل با ایدەآل، نقطه تعریف به توجه با یعنͬ

نامغلوب نقطه تنها yI این صورت غیر در زیرا ،yI /∈ Y که است این بر فرض مقاله این در کنید توجه .۳ .۲ نکته
یا Y کننده تعریف کارای یا نامغلوب ابرصفحە های کردن پیدا مورد در بحث برای جایی نتیجه در و بود خواهد Y
بی معنͬ وزن دار مجموع  روش در وزن ها تجزیه ͬ شود، م نامیده بدیهͬ حالت که حالت این در و ͬ ماند نم باقͬ X

است.

که کرد بررسͬ ͬ توان م بەراحتͬ حال

V := P − {yI} =
{
v ∈ Rp|v ≥

k∑
j=۱

λjv
j,

k∑
j=۱

λj = ۱, λj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k
}
⊆ Rp

≧.

.vj = yj − yI , j = ۱, ۲, . . . , k جایی که
بەمنظور نیز کار این که ͬ باشد م −yI نقطه بەاندازه P مجموعه انتقال یافته V واقع در و بوده P شبیه کاملا́ V
که است واضح مثال بەعنوان گردد، حاصل P مورد در لازم نتایج تا گرفته صورت P اعضاء همه کردن نامنفͬ
در Tv (PPS ) ۲ تولید امͺان مجموعه همان مجموعه این است واضح ،V ریاضͬ فرم گرفتن نظر در با .PN = VN

،vj, j = ۱, ۲, . . . , k آن در که است (ⅮEA) ۴ دادەها پوششͬ تحلیل در (VRS) ۳ متغیر مقیاس به بازده حالت
p دارای ⅮⅯUها این از کدام هر بەطوری که دارند را شده مشاهده (ⅮⅯUهای) ۵ تصمیم گیری واحدهای نقش
ادامه در که مطالبی بررسͬ و ⅮEA مورد در مطالعه (برای ندارند ۷ خروجͬ هیچ که بەطوری ͬ باشند م ۶ ورودی
۸ اولیه مسأله و بͽیرید نظر در را vq ∈ V بحث، شروع برای حال شود). رجوع [۱۳] مرجع به شد، خواهد گفته

بͽیرید. نظر در زیر بەصورت را (۳ .۲) مسأله یعنͬ ،vq با متناظر ۹ دوگان و (۲ .۲)

θq = min θ

s.t.
k∑

j=۱
λjv

j ≤ θvq,

k∑
j=۱

λj = ۱,

λj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k,

(۲ .۲)

θq = max uq

s.t. uTvj − uq ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k,
uTvq = ۱,
u ≥ ۰, uq علامت در .آزاد

(۳ .۲)

1Ideal
2Production possibility set
3Variable returns to scale
4Data envelopment analysis
5Decision making unit
6Input
7Output
8Primal
9Dual



۱۵۵−۱۳۷ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجله ̸ اهل شاهسون پور سحر و وکیلͬ جواد ۱۴۴

مشابه بەترتیب (۳ .۲) و (۲ .۲) مسأله دو کنید توجه ͬ دهد. م نشان را ترانهاده ”T” بالا اندیس (۳ .۲) مدل در
قضیه .[۱۳] ͬ باشند م ⅮEA در متغیر مقیاس به بازده با ۲ ورودی ماهیت در BⅭⅭ ۱ مضربی و پوششͬ مدل های

داریم. بالا مسائل مورد در را زیر مهم

.۰ ⩽ θq ⩽ ۱ آنگاه ،( q ∈ {۱, ۲, . . . , k} آن در (که vq ∈ {v۱,v۲, . . . ,vk} اینکه فرض با .۴ .۲ قضیه

که است واضح ˠاولا اثبات.

λj = ۰, j = ۱, ۲, . . . , k, j ̸= q, λq = ۱, θ = ۱

کوچͺتر آن بهینه مقدار پس است، ͬ نیمم سازی م نوع از مسأله چون نتیجه در ͬ باشد، م (۲ .۲) مسأله شدنͬ جواب ͷی
فرض خلف برهان به منظور، این برای .۰ ≤ θq کنیم ثابت کافیست حال .θq ≤ ۱ یعنͬ بود، خواهد ͷی مساوی یا
.j = ۱, ۲, . . . , k هر برای vj ̸= ۰ و vj ≥ ۰ لذا ،yI /∈ Y چون ˠاولا .θ < ۰ ،(λ, θ) شدنͬ نقطه در که کنید

vj ≥ ۰ چون ولͬ .
k∑

j=۱
λjv

j ≤ ۰ نتیجه، در ،θ < ۰ و vq ̸= ۰ و vq ≥ ۰ اینکه به توجه با این صورت در

k∑
j=۱

λj = ۱ با متناقض که λj = ۰, j = ۱, ۲, . . . , k باید پس ،j = ۱, ۲, . . . , k هر برای vj ̸= ۰ و

ͬ باشد. م

ͬ باشد. م برقرار بالا قضیه هم باز ،vq ∈ V اگر که کرد ثابت ͬ توان م بەراحتͬ .۵ .۲ نکته
اینکه بر علاوه اگر و ͬ باشد م V ضعیف نامغلوب نقطه ͷی vq این صورت در ،θq = ۱ اگر که داد نشان ͬ توان م
دیͽر، بەعبارت یا باشند، تساوی بەصورت

∑k
j=۱ λjv

j ≤ θvq قیدها ی (۲ .۲) مسأله بهینه جواب هر در ،θq = ۱
بود. خواهد V نامغلوب نقطه ͷی vq این صورت در باشد، صفر زیر مسأله بهینه مقدار اگر

βq = max eTs

s.t.
k∑

j=۱
λjv

j + s = vq,

k∑
j=۱

λj = ۱,

λj ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k

(۴ .۲)

در را ۳ جمعͬ مدل حͺم (۴ .۲) مدل کنید توجه ͬ باشد. م ͷی مولفەهای همه با Rp در برداری e ،(۴ .۲) مسأله در
این صورت در باشد، صفر βq یعنͬ ،vq ∈ V برای (۴ .۲) مسأله بهینه مقدار اگر و دارد VRS حالت در ⅮEA
بهینه مقدار اینکه بر علاوه ،(۳ .۲) مسأله در اگر که کنید توجه همچنین .vq /∈ VN این صورت غیر در ،vq ∈ VN

.vq ∈ VN لذا ،u∗ > ۰ آن در که باشیم داشته (u∗, u∗
q) بهینه جواب ͷی باشد، ͷی برابر

uTvj+uq ≥ ۰, j = قیدهای از ͬͺی حداقل ،(۳ .۲) مسأله بهینه جواب هر در که است واضح دیͽر، طرف از
وجود بەدلیل ، (۲ .۲) مسأله بهینه جواب هر در که زیرا ͬ باشد، م تساوی) (بەصورت ۴ فعال بهینگͬ در ،۱, ۲, . . . , k

نتیجه خطͬ، برنامەریزی در ۵ زائد مͺمل قضیه طبق پس ͬ باشد، م مثبت λjها از ͬͺی حداقل ،
k∑

j=۱
λj = ۱ قید

این ͬ باشد. فعال م یعنͬ تساوی بەصورت بهینگͬ در ،(۳ .۲) مسأله یعنͬ دوگان، مسأله در آن متناظر قید که ͬ گیریم م
1Multiplier
2Input-oriented
3Additive model
4Active
5Complementary slackness theorem



۱۴۵ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

حداقل H(u∗, u∗
q) = {v ∈ Rp|u∗Tv − u∗

q = ۰} ابرصفحه ،(u∗, u∗
q) بهینه جواب برای که است معنͬ بدان

چون، همچنین و ͬ گذرد م vj, j = ۱, ۲, . . . , k نقاط از ͬͺی از

u∗Tvj − u∗
q ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k,

،v ∈ V هر برای که است واضح لذا

u∗Tv − u∗
q ≥

k∑
j=۱

λj(u
∗Tvj − u∗

q) ≥ ۰.

نقاط از ͬͺی از حداقل ابرصفحه این چون و ͬ شود م واقع H(u∗, u∗
q) ابرصفحه طرف ͷی در V ͬ دهد م نتیجه این

کرد، ثابت ͬ توان م بەراحتͬ همچنین ͬ باشد. V م بر ۱ تکیەکننده ابرصفحه ͷی H(u∗, u∗
q) پس ͬ گذرد، م نیز V

ابرصفحه ͷی H(u∗, u∗
q) ابرصفحه این صورت در باشد، (۳ .۲) مسأله بهینه جواب ͷی (u∗, u∗

q) اینکه فرض با
۲ دگرین بهینه جواب های وجود صورت در که کرد بررسͬ ͬ توان م بود. خواهد θqvq در فعال V بر تکیەکننده
متناهͬ تعداد فقط آنها بین از که کرد پیدا V بر تکیەکننده ابرصفحەهای نامتناهͬ تعداد ͬ توان م ،(۳ .۲) مسأله برای

ͬ باشد. م V تعریف کننده ابرصفحەهای عنوان به ابرصفحه

نقطه در این صورت غیر در ͬ باشد، م فعال vq در H(u∗, u∗
q) این صورت در ،θq = ۱ اگر کنید دقت .۶ .۲ نکته

بود. خواهد فعال vj, j = ۱, ۲, . . . , k نقاط از ͬͺی در حداقل همچنین و V از θqvq

ابرصفحه ͷی H(u∗, u∗
q) ابرصفحه این صورت در باشد، (۳ .۲) مسأله بهینه جواب ͷی (u∗, u∗

q) اگر بەعلاوه،
ناحیه رأسͬ نقطه ͷی (u∗, u∗

q) و u∗ > ۰ اگر تنها و اگر بود خواهد θqvq از گذرا V نامغلوب کننده تعریف
Qq =

{
(u, uq) ∈ Rp

≧ × R|uTvj − uq ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , k,uTvq = ۱
}

یعنͬ، ،(۳ .۲) مسأله شدنͬ
مورد در بیشتر جزئیات آوردن بەدست برای که ͬ کنیم م بیان کلͬ حالت در اثبات بدون را زیر قضیه واقع در باشد.

ببینید. را [۱۷] بالا، مباحث و قضیه این

{v ∈ Rp|u∗Tv−u∗
q = ۰} این صورت در باشد. (۳ .۲) مسأله بهینه جواب ͷی (u∗, u∗

q) کنید فرض .۷ .۲ قضیه
شدنͬ ناحیه رأسͬ نقطه ͷی (u∗, u∗

q) و u∗ > ۰ اگر تنها و اگر ͬ باشد م V نامغلوب تعریف کننده ابرصفحه ͷی
باشد. Qq

را (۳ .۲) مسأله ،V نامغلوب تعریف کننده ابرصفحەهای همه کردن پیدا برای که ͬ دانیم م ،[۱۶] به مراجعه با
مسأله این برای را u∗ > ۰ با آن بهینه رأسͬ نقاط همه و گرفته نظر در q ∈ {۱, ۲, . . . , k} طوری که به vq برای

اینکه فرض با ͬ کنیم. ضبط م و آورده بەدست

(uj, u
j
q), j = ۱, ۲, . . . , s

این صورت در باشد، q ∈ {۱, ۲, . . . , k} همه برای u∗ > ۰ با (۳ .۲) مسأله بهینه رأسͬ نقاط همه

{uT
j v − uj

q = ۰|j = ۱, ۲, . . . , s}

دیͽر، بەعبارت ͬ باشد. م V نامغلوب تعریف کننده ابرصفحەهای همه مجموعه

V ⊆ {v ∈ Rp|uT
j v − uj

q ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , s}.

ابرصفحەهای با همراه که آورد بەدست را V نامغلوب کننده تعریف ابرصفحەهای همه ͬ توان م بالا روش با واقع در
با ابرصفحەهایی یعنͬ ͬ باشند)، م مختصات محورهای موازی که (ابرصفحەهایی V ضعیف نامغلوب تعریف کننده

معادلات
ui = ۰, i = ۱, ۲, . . . , p

1Supporting
2Alternative
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که کرد فرض ͬ توان م شود وارد خللͬ کلیت به آنکه بدون که ͬ دهند م تشͺیل را V تعریف کننده ابرصفحەهای کلیه
بەعبارت ،l > s آن در که باشد V تعریف کننده ابرصفحەهای همه مجموعه {uT

j v− uj
q = ۰|j = ۱, ۲, . . . , l}

دیͽر
V = {v ∈ Rp|uT

j v − uj
q ≥ ۰, j = ۱, ۲, . . . , l}.

بردار از استفاده با ادامه در بنابراین، داریم، را V کننده تعریف ابرصفحەهای همه معادله اینکه به توجه با حال
توضیح برای ͬ دهیم. م ارائه وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای را روشͬ ابرصفحەها این نرمال یا گرادیان
در (۱ .۲) چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله برای را زیر وزن دار مجموع مسأله ابتدا روش، ارائه و جزئیات در بیشتر

بͽیرید. نظر
ⅬP(w) : min wTCx

s.t. Ax = b
x ≥ ۰

و
ⅬP۱(w) : min wTy

s.t. y ∈ Y

اگر تنها و اگر است ((۱ .۲)) مسأله (ضعیف) کارا̸نامغلوب نقطه ͷی ŷ ∈ Y / x̂ ∈ X ،[۱۴] به توجه با
جواب ͷی ŷ / x̂ ،(w ≥ ۰) w > ۰ برای که باشد داشته وجود طوری w ∈ Λ = {w ∈ Rp|۱Tw = ۱}
(ضعیف) نامغلوب نقطه ͷی v̂ = ŷ−yI ∈ V که است واضح همچنین باشد. ⅬP۱(w) / ⅬP(w) مسأله بهینه
مسأله بهینه جواب v̂ ،(w ≥ ۰) w > ۰ برای که بەطوری باشد داشته وجود w ∈ Λ اگر تنها و اگر است V

باشد، (۵ .۲)

min wTv
s.t. v ∈ V (۵ .۲)

در وزن های همه باید ضعیف، نامغلوب نقاط همه آوردن دست به برای که است معنͬ بدین بالا بحث حقیقت، در
صورت بدین و کرده حل پارامترها این همه بەازای را (۵ .۲) مسأله و گرفته نظر در را {w ∈ Rp

≥|۱Tw = ۱}
ͬ تواند م ذکر مورد فضای در وزن ها تجزیه لذا ͬ آید. م بەدست متناظرشان وزن های و ضعیف نامغلوب نقاط همه
مورد، این در روشͬ ارائه برای حال باشد. وزن دار مجموع روش با چندهدفه بهینەسازی مسأله حل در بحث مهم ترین
که ͬ کنیم م بیان اثبات بدون را ͬ باشد، م وزن ها تجزیه برای ما روش اساس که خطͬ برنامەریزی از زیر قضیه ابتدا
تنها و اگر است بهینه نقطه ͷی که صورت بدین است، خطͬ برنامەریزی در ۱ KKT شرایط از نتیجەای واقع در
آن در فعال ابرصفحەهای گرادیان  بردارهای توسط شده تولید مخروط در هدف تابع گرادیان بردار نقطه آن در اگر

.[۳] گیرد قرار نقطه

که باشد شده داده وزن برای (۵ .۲) مساله بهینه رویه F∗
w ⊆ V و باشد شده داده w وزن کنید فرض .۸ .۲ قضیه

اگر تنها و اگر ͬ باشد م بهینه F∗
w رویه این صورت، در .JF∗

w
= {j|uT

j v − uj
q = ۰, ∀v ∈ F∗} آن در

w ∈ pos{(uj)|j ∈ JF∗
w
}

ابرصفحەهای گرادیان بردارهای نامنفͬ ترکیبات همه شامل یا نامنفͬ پوسته pos{(uj)|j ∈ JF∗} که کنید (توجه
ͬ باشد). م F∗

w نقاط همه در فعال

همه در فعال کننده تعریف ابرصفحەهای اندیس مجموعه JF∗ شده، داده F∗ ⊆ V برای کنید توجه .۹ .۲ نکته
ͬ دهد. م نشان را F∗ نقاط

بردارهای بین همواره هدف تابع گرادیان بردار بهینه، نقاط همه در ͬ کند م بیان بالا قضیه شد، اشاره که همان طور
در وزن ها تجزیه برای را ما روش اساس این که ͬ گیرد م قرار نقاط آن در فعال تعریف کننده ابرصفحەهای گرادیان
کافیست وزن دار، مجموع روش در وزن ها فضای کردن تجزیه برای واقع در ͬ دهد. م تشͺیل وزن دار مجموع روش

1Karush-Kuhn-Tucker



۱۴۷ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

هر برای را u∗ > ۰ با رأسͬ بهینه نقاط سپس و حل کنیم را (۳ .۲) مسأله ،vq ∈ {v۱,v۲, . . . ,vk} نقطه هر برای
در سپس ͬ آیند. م بەدست V نامغلوب کننده تعریف ابرصفحەهای صورت بدین و بەدست آوریم مسائل این از کدام
تعریف کننده ابرصفحەهای به نیز را ،ui = ۰, i = ۱, ۲, . . . , p ضعیف نامغلوب تعریف کننده ابرصفحەهای ادامه،
از بعد داریم. را آنها گرادیان بردارهای و V تعریف کننده ابرصفحەهای همه صورت بدین ͬ کنیم، م اضافه نامغلوب
را وزن دار مجموع روش مورد نظر وزن های ،V کننده تعریف ابرصفحەهای همه گرادیان بردارهای کردن مشخص
تجزیه وزن ها فضای صورت بدین و ͬ دهیم م قرار V کننده تعریف ابرصفحەهای گرادیان بردار نامنفͬ پوسته در

ͬ شود. م

ͬ توان م را vq نبودن یا بودن نامغلوب (۴ .۲) مدل با ابتدا که کرد بررسͬ بەراحتͬ ͬ توان م کنید توجه .۱۰ .۲ نکته
vq با متناظر (۳ .۲) مسأله رأسͬ بهینه جواب های کردن پیدا بەدنبال آن بودن نامغلوب صورت در و داد تشخیص
ͬ باشد م اضافͬ کار آن رأسͬ بهینه جوا  ب های کردن پیدا و (۳ .۲) مسأله حل ،vq نبودن نامغلوب صورت در و گشت
ابرصفحەهای کردن پیدا برای است ذکر شایان بود. خواهد الͽوریتم به زیاد محاسباتͬ هزینه تحمیل موجب که

کنیم. حل و گرفته نظر در V برای vq رأسͬ نامغلوب نقاط برای فقط را (۳ .۲) مسأله ͬ توانیم م ،V نامغلوب

.(۱ ͬ کنیم(الͽوریتم م بیان وزن ها تجزیه سپس و V تعریف کننده ابرصفحەهای کردن پیدا برای را الͽوریتم حال

عددی مثال ۳

بەصورت مقاله این در شده ارائه الͽوریتم دادن توضیح جهت را ساده دوهدفه بهینەسازی مثال ͷی بخش این در
ͬ دهیم. م قرار بحث مورد هندسͬ

بͽیرید. نظر در را زیر دوهدفه مسأله .۱ .۳ مثال

min ۳x۱ + x۲
min −x۱ − ۲x۲
s.t. x۲ ≤ ۳,

۳x۱ − x۲ ≤ ۶,
x۱, x۲ ≥ ۰.

(۱ .۳)

ͬ دهد. م نشان را آنها رأسͬ نقاط و V و P = Y + R۲
≧ ،Y ،X مجموعەهای بەترتیب ۴ و ۳ ،۲ ،۱ شͺل های
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وزن دار مجموع روش در وزن ها فضای تجزیه ۱ الͽوریتم

نظر در را b راست سمت بردار و A قید ماتریس ،C هدف ماتریس با چندهدفه، خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی .۱
بروید. ۲ مرحله به .H = ∅ دهید قرار و بͽیرید

بروید. ۳ مرحله به سپس آورید. بەدست را x۱,x۲, . . . ,xk یعنͬ، ،X شدنͬ مجموعه رأسͬ نقاط .۲
و نمایید محاسبه را برای ،vj = Cxj − yI , j = ۱, ۲, . . . , k سپس و (۱ .۲) مسأله برای را yI ایدەآل نقطه .۳

بروید. ۴ مرحله به
در را آنها و کنید مشخص را نامغلوب نقاط آنها بین از و کنید حل v۱,v۲, . . . ,vk برای را (۴ .۲) مسأله .۴

بروید. ۵ مرحله به و F := E دهید قرار همچنین و کنید ذخیره E مجموعه
u∗ > ۰ با (u∗, u∗

q) رأسͬ بهینه جواب های و کنید حل را آن متناظر (۳ .۲) مسأله و بͽیرید نظر در را vq ∈ F .۵
در vq در فعال ضعیف نامغلوب تعریف کننده ابرصفحەهای گرادیان بردار با همراه را بردارها این و کنید محاسبه را
انجام طریق از بهینه جدول روی از رأسͬ بهینه جواب های همه کردن پیدا طرز که است ذکر (شایان دهید قرار Gq

مسأله محدودیت های تعداد با برابر حالت بدترین در r آن در که است حصول قابل سیمپلͺس روش گام r حداکثر
مجموعه Hq کنید فرض بەدست آمده، ضعیف نامغلوب ابرصفحەهای و Gq اعضای از استفاده با سپس است).

کنید، فرض یعنͬ باشد. vq در فعال تعریف کننده ابرصفحەهای

Hq :=
{
u∗Tv − u∗

q = ۰ | (u∗, u∗
q) ∈ Gq

}
.

بروید. ۶ مرحله به و H := H ∪Hq ،F := F \ {vq} دهید قرار همچنین
کنید. تکرار را ۵ مرحله این صورت غیر در بروید، ۷ مرحله به ،F = ∅ اگر .۶

تولید مخروط در را آن متناظر w و کنید انتخاب را vq ∈ E این صورت غیر در بروید، ۸ مرحله به ،E = ∅ اگر .۷
Gq اینکه فرض با یعنͬ دهید. قرار ،Gq یعنͬ ،vq در فعال تعریف کننده ابرصفحەهای گرادیان بردارهای توسط شده

بەصورت

Gq =

{
(u∗

۱, u
∗
q۱), (u

∗
۲, u

∗
q۲), . . . , (u

∗
tq , u

∗
qtq)

}
=

tq∪
j=۱

{(u∗
j , u

∗
qj)}

دهید قرار باشد،

w =
tq∑
j=۱

αju
∗
j ,

tq∑
j=۱

αj = ۱,

αj ⩾ ۰, j = ۱, ۲, . . . , tq
را ۷ مرحله و E := E \ {vq} دهید قرار سپس نمایید. رسم وزن ها فضای در و کنید مشخص را w مقدار و

نمایید. تکرار
مشخص وزن ها فضای در وزن ها تجزیه بەراحتͬ آمده، بەدست وزن ها برای ۷ مرحله در که مشخصͬ مقادیر با .۸
کرد. مشخص الͽوریتم این در را متناظرشان بهینه رویەهای یا نقاط و وزن ها ͬ توان م بەراحتͬ بدین صورت و ͬ شود م
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X مجموعه :۱ شͺل

Y مجموعه :۲ شͺل
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P ناحیه :۳ شͺل

V ناحیه :۴ شͺل

الͽوریتم: اجرای



۱۵۱ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

.H = ∅ ͬ دهیم، م قرار و ͬ گیریم م نظر در را (۱ .۳) دوهدفه بهینەسازی مسأله .۱ مرحله
از: است عبارت X رأسͬ نقاط .۲ مرحله

XP = {x۱ =

(
۰
۰

)
,x۲ =

(
۰
۳

)
,x۳ =

(
۳
۳

)
,x۴ =

(
۲
۰

)
}.

که است زیر YP بەصورت Y رأسͬ نقاط مجموعه .yI =

(
۰
−۹

)
از است عبارت ایدەآل نقطه .۳ مرحله

است. شده داده نشان VP در نیز آنها متناظر نقاط

YP = {yj = Cxj|j = ۱, ۲, ۳, ۴} = {y۱ =

(
۰
۰

)
,y۲ =

(
۳
−۶

)
,y۳ =

(
۱۲
−۹

)
,y۴ =

(
۶
−۲

)
}

و

VP = {v۱ =

(
۰
۹

)
,v۲ =

(
۳
۳

)
,v۳ =

(
۱۲
۰

)
,v۴ =

(
۶
۷

)
}

آن در که
vj = Cxj − yI = yj − yI , j = ۱, ۲, ۳, ۴.

داریم: را زیر بهینه مقادیر بەترتیب ،v۴ و v۳ ،v۲ ،v۱ برای (۴ .۲) مسأله حل با .۴ مرحله

β۱ = ۰, β۲ = ۰, β۳ = ۰, β۴ > ۰,

.F := E و E = {v۱ =

(
۰
۹

)
,v۲ =

(
۳
۳

)
,v۳ =

(
۱۲
۰

)
} نتیجه در و v۱,v۲,v۳ ∈ VN ͬ دهد م نشان که

:۱ تکرار
یعنͬ، نقطه، این با متناظر (۳ .۲) مسأله حل با و ͬ کنیم م انتخاب را v۱ ∈ F حال .۵ مرحله

θ۱ = max uq

s.t. ۹u۲ − uq ≥ ۰,
۳u۱ + ۳u۲ − uq ≥ ۰,
۱۲u۱ − uq ≥ ۰,
۹u۲ = ۱
u۱, u۲ ≥ ۰

گرادیان بردار که ͬ آید م بەدست (u∗
۱, u

∗
۲, u

∗
q) = (۲

۹ ,
۱
۹ , ۱) رأسͬ بهینه جواب و θ۱ = ۱ بهینه مقدار

(u∗
۱, u

∗
۲) = (

۲
۹
,

۱
۹
)

مجموعه و فعال ابرصفحەهای گرادیان بردارهای مجموعه ،(۱, ۰) گرادیان بردار با همراه که ͬ دهد م نتیجه را
لذا، ͬ دهند، م تشͺیل زیر بەصورت را v۱ در فعال تعریف کننده ابرصفحەهای

G۱ = {(۲
۹
,

۱
۹
), (۱, ۰)}, H۱ = {۲

۹
v۱ +

۱
۹
v۲ − ۱ = ۰, v۱ = ۰}.

ͬ دهیم، م قرار حال

H := H ∪H۱ = {۲
۹
v۱ +

۱
۹
v۲ − ۱ = ۰, u۱ = ۰}

و

F := F \ {v۱} = {v۲ =

(
۳
۳

)
, v۳ =

(
۱۲
۰

)
}.



۱۵۵−۱۳۷ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجله ̸ اهل شاهسون پور سحر و وکیلͬ جواد ۱۵۲

ͬ رویم. م ۵ مرحله به ،F ̸= ∅ چون .۶ مرحله
:۲ تکرار

یعنͬ، نقطه، این با متناظر (۳ .۲) مسأله حل با و ͬ کنیم م انتخاب را v۲ ∈ F حال .۵ مرحله

θ۲ = max uq

s.t. ۹u۲ − uq ≥ ۰,
۳u۱ + ۳u۲ − uq ≥ ۰,
۱۲u۱ − uq ≥ ۰,
۳u۱ + ۳u۲ = ۱,
u۱, u۲ ≥ ۰

ͬ دهد م نتیجه این که ͬ آیند م بەدست ( ۱
۱۲ ,

۱
۴ , ۱) و (۲

۹ ,
۱
۹ , ۱) رأسͬ بهینه جواب های و θ۲ = ۱ بهینه مقدار

G۲ = {(۲
۹
,

۱
۹
), (

۱
۱۲

,
۱
۴
)}, H۲ = {۲

۹
v۱ +

۱
۹
v۲ − ۱ = ۰, ۱

۱۲
v۱ +

۱
۴
v۲ − ۱ = ۰}.

ͬ دهیم، م قرار مجددا

H := H ∪H۲ =

{
۲
۹
v۱ +

۱
۹
v۲ − ۱ = ۰, v۱ = ۰, ۱

۱۲
v۱ +

۱
۴
v۲ − ۱ = ۰

}
و

F := F \ {v۲} = {v۳}.
:۳ تکرار

یعنͬ، نقطه، این با متناظر (۳ .۲) مسأله حل با و ͬ کنیم م انتخاب را v۳ ∈ F دوباره .۵ مرحله

θ۳ = max uq

s.t. ۹u۲ − uq ≥ ۰,
۳u۱ + ۳u۲ − uq ≥ ۰,
۱۲u۱ − uq ≥ ۰,
۱۲u۱ = ۱,
u۱, u۲ ≥ ۰

نامغلوب تعریف کننده ابرصفحه با همراه که ͬ آید م بەدست ( ۱
۱۲ ,

۱
۴ , ۱) رأسͬ بهینه جواب و θ۳ = ۱ بهینه مقدار

زیر بەصورت آنها گرادیان های بردارهای مجموعه همراه به تعریف کننده ابرصفحەهای مجموعه ،v۲ = ۰ ضعیف
ͬ گردند. م مشخص v۳ برای

G۳ =

{(
۱
۱۲

,
۱
۴

)
, (۰, ۱)

}
, H۳ =

{
۱
۱۲

v۱ +
۱
۴
v۲ − ۱ = ۰, v۲ = ۰

}
.

ͬ دهیم، م قرار مجددا

H := H ∪H۳ =

{
۲
۹
v۱ +

۱
۹
v۲ − ۱ = ۰, v۱ = ۰, ۱

۱۲
v۱ +

۱
۴
v۲ − ۱ = ۰, v۲ = ۰

}
و

F := F \ {v۳} = ∅.
ͬ رویم. م ۷ مرحله به ،F = ∅ چون .۶ مرحله

از: است عبارت مثال، این در شده ارائه بهینەسازی مسأله برای وزن دار مجموع مسأله که است واضح .۷ مرحله

Ⅿin w۱v۱ + w۲v۲
s.t. (v۱, v۲)

t ∈ V. (۲ .۳)



۱۵۳ چندهدفه خطͬ برنامەریزی مسأله ͷی وزن دار مجموع روش در وزن ها تجزیه برای جدید روش ͷی

بنابراین و (۲ .۳) مسأله بهینه نقاط همه آوردن بەدست برای را w۱ + w۲ = ۱ با w۱, w۲ ≥ ۰ وزن های باید حال
اگر است واضح ͬ دهیم. م قرار بحث مورد نامغلوب یا کارا نقاط همه آوردن بەدست برای

(w۱, w۲)
T ∈ pos

{
(۱, ۰)T,

(
۲
۹
,

۱
۹

)T
}
,

ͬ آید، م بەدست (w۱, w۲)
T = (۲

۳ ,
۱
۳)

T آن از که بود، خواهد (۲ .۳) مسأله بهینه جواب ،(۰, ۹)T رأسͬ نقطه آنگاه
همچنین، است. شده رسم Λ = {(w۱, w۲)

T | w۱ + w۲ = ۱, w۱, w۲ ≥ ۰} وزن فضای در ۵ شͺل در که
اگر

(w۱, w۲)
T ∈ pos

{(
۲
۹
,

۱
۹

)T

,

(
۱
۱۲

,
۱
۴

)T
}
,

اگر و (۳, ۳)T رأسͬ نقطه آنگاه

(w۱, w۲)
T ∈ pos

{(
۱
۱۲

,
۱
۴

)T

, (۰, ۱)T
}
,

۵ شͺل در نیز آنها متناظر وزن های مقادیر که بود، خواهد (۲ .۳) مسأله بهینه جواب (۱۲, ۰)t رأسͬ نقطه آنگاه
نشان (۲ .۳) مسأله برای را آنها متناظر بهینه کارای رویەهای و وزن ها فضای ۵ شͺل واقع در است. شده داده نشان

ͬ دهد. م

(۲ .۳) مسأله وزن های فضای تجزیه :۵ شͺل



۱۵۵−۱۳۷ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجله ̸ اهل شاهسون پور سحر و وکیلͬ جواد ۱۵۴

جمع  بندی و نتيجه ۴

چندهدفه بهینەسازی مسأله ͷی حل برای آنها مهم ترین شاید و اسͺالرسازی روش های از ͬͺی مجموع وزن دار روش
ضمن مقاله این در است. چندهدفه بهینەسازی مسأله ͷی حل برای روش ها سادەترین از ͬͺی روش این ͬ باشد. م
ارایه وزن ها فضای تجزیه برای روشͬ ͬ شود، م ار ایه ضعیف) کارا(ی ابرصفحەهای همه کردن پیدا برای روشͬ اینکه
⁃سخت NP چند هر روش ͷی ارائه بر علاوه باشد. داشته بسیاری کاربرد چندهدفه مباحث در ͬ تواند م که ͬ شود م
بهینەسازی مسائل بین ارتباط ͷی بیان مقاله این مزایای از دیͽر ͬͺی وزن دار، مجموع روش در وزن ها تجزیه برای
زمینه دو این مورد در جالب تری بحث های به منجر ͬ تواند م که ͬ باشد م دادەها پوششͬ تحلیل و چندهدفه خطͬ
توسعه غیرخطͬ قیدهای حضور در را مقاله این در موردنظر روش ͬ توان م آتͬ، کارهای بەعنوان ضمن، در گردد.

داد.
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