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Abstract: The primary objective of this study is to develop a hybrid numerical scheme for approxi-
mating the solutions of the one-dimensional fractional Burgers’ equation governed by a variable-order
Riemann–Liouville derivative. In the proposed framework, spatial discretization is accomplished via a
spectral element method based on the collocation approach, whereas temporal discretization is handled
using a Crank–Nicolson Leap-Frog scheme. To enhance the stability of the derivative matrix resulting
from the spectral element formulation, an adaptive penalty enforcement strategy is employed, wherein the
penalty coefficient is dynamically adjusted in response to the local variations in the fractional derivative
order. The accuracy, stability, and computational efficiency of the proposed method are validated through
a series of numerical experiments, demonstrating its robustness and effectiveness across diverse test cases.
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ریاضͬ پژوهش های
۱۳۶–۱۱۴ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

متغیر مرتبه از کسری برگرز معادله عددی حل
تطبیقͬ جریمه نرخ دارای طیفͬ المان روش های ترکیب با

لیپ فراگ کرانک⁃نیͺلسون و

(۲) ایازی نگیسا و ۱ (۱) مختاری پیام

ایران تبریز، سهند، صنعتͬ دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ ریاضͬ، گروه (۱),(۲)

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاریخ ۱۴۰۴̸۹̸۳۰ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۴̸۷̸۱۲ دریافت: تاریخ

معادله جواب های تقریب منظور به ترکیبی عددی رویͺرد ͷی ارائه مقاله این از هدف چͺیده:
مد عددی الͽوریتم ͬ باشد. م متغیر مرتبه از لیوویل ریمان مشتق بر مبتنͬ بعدی ͷی کسری برگرز
رویͺرد پایه بر طیفͬ المان روش از مͺانͬ گسستەسازی برای که است گردیده طراحͬ طوری نظر
به ͬ شود. م استفاده لیپ فراگ کرانک⁃نیͺلسون رویͺرد از زمانͬ گسستەسازی برای و هم مͺانͬ
ͷتکنی طیفͬ، المان رویͺرد پیادەسازی از آمده بدست مشتق ماتریس پایداری منظور به علاوه،
براساس و پویا صورت به جریمه ضریب آن در که ͬ شود م پیشنهاد تطبیقͬ جریمه نرخ اعمال
مثال های توسط شده اتخاذ رویͺرد کارآیی ͬ شود. م تنظیم کسری مشتق مرتبه موضعͬ تغییرات
تایید پیشنهادی روش محاسباتͬ کارایی و پایداری بالا، دقت موارد تمامͬ در و بررسͬ متنوع

شدەاند.

روش تطبیقͬ، جریمه طیفͬ، المان روش متغیر، مرتبه از کسری برگرز معادله کلیدی: واژەهای
لیپ فراگ. کرانک⁃نیͺلسون

مقدمه ۱

با پیچیده دینامیͷ های مدل سازی در منحصربەفردشان قابلیت دلیل به متغیر مرتبه با کسری دیفرانسیل معادلات
در برجستەای جایͽاه زمان، یا مͺان به پویا ͬ های وابستگ و ͬ مدت طولان حافظەای اثرات غیرموضعͬ، ͬ های ویژگ
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دامنه سراسر در مشتق مرتبه آن ها در که ثابت مرتبه با کسری معادلات برخلاف یافتەاند. مهندسͬ و محاسباتͬ علوم
بالایی انعطاف پذیری ترتیب بدین و ͬ کنند م فراهم را مشتق مرتبه موضعͬ تنظیم امͺان معادلات این است، یͺنواخت
این ͬ نمایند. م عرضه زمان و مͺان در متغیر نفوذ و حافظه با انتقال پدیدەهای و ناهمͽن سیستم های توصیف در
رفتارهای بررسͬ غیرعادی، نفوذ مانند پدیدەهایی مدل سازی برای مناسب ابزاری به را مذکور معادلات ͬ ها ویژگ
در پیچیده مدل سازی های ناهمͽن، متخلخل رسانەهای در سیالات جریان بررسͬ پیشرفته، مواد ͷوالاستیͺویس
–۴] کردەاند تبدیل زنده بافت های در دارو انتشار نظیر ͬͺبیولوژی فرآیندهای و مالͬ بازارهای نوسانͬ تغییرات
انتقال مانند ماده خواص در پویا تغییرات با سیستم هایی تحلیل در معادلاتͬ چنین این، بر علاوه .[۲۵ ،۲۴ ،۱۰ ،۶
مدل های به نسبت توجهͬ قابل برتری متغیر، حافظه اثرات با جمعیتͬ دینامیͷ های یا کامپوزیتͬ مواد در حرارت
رفتارهای یا موضعͬ ͬ های ناپیوستگ با غیرخطͬ مسائل در ویژه به قابلیت این .[۲۷ ،۱۵] ͬ دهند م نشان ͷکلاسی

است. برخوردار بسزایی اهمیت از تکین
مانند غیرمحلͬ، رفتار با غیرخطͬ پدیدەهای توصیف برای کلیدی ریاضͬ مدل ͷی بەعنوان کسری برگرز معادله
ͷوالاستیͺویس مواد سیالات، ͷدینامی جمله از مختلفͬ حوزەهای در حافظه با محیط های در شوک دار امواج انتشار
صحیح مرتبه مشتق های شامل که ͷکلاسی برگرز معادله برخلاف .[۲۶ ،۱۱ ،۱] دارد کاربرد غیرعادی انتقال و
پویا سیستم های مدل سازی امͺان تعمیم این ͬ شود. م تعریف کسری مشتق های با معادله این کسری نسخه است،
غیرموضعͬ دلیل به را قابل توجهͬ محاسباتͬ چالش های اما ͬ کند، م فراهم را مͺان و زمان به وابسته انتشار نرخ با

ͬ نماید. م ایجاد بودن غیرخطͬ از ناشͬ ͬ های پیچیدگ و کسری عملͽرهای بودن
محاسباتͬ چالش های با آن ها عددی حل معادلات، این فرمول بندی در چشمͽیر نظری پیشرفت های وجود با
گسترده تعاملات و حافظەای ͬ های وابستگ در ریشه که کسری عملͽرهای غیرموضعͬ ماهیت است. همراه عمیقͬ
عددی روش های طراحͬ مشتق، مرتبه در ناپیوسته یا پیوسته تغییرات از ناشͬ ͬ های پیچیدگ با همراه دارد، دامنه در
ناپایداری به منجر که بالا وضیعت عدد با پر ماتریس های تولید است. کرده تبدیل اساسͬ مسئله ͷی به را کارآمد
چالش ها این شامل مرزها ͬͺنزدی در ͬ ها تکینگ مدیریت همچنین و ͬ شود م بالا محاسباتͬ هزینەهای و عددی
محدود المان روش های و [۲۹ ،۲۸ ،۲۳–۲۰] متناهͬ تفاضل روش های مانند سنتͬ عددی روش های هستند.
کسری معادلات با مواجهه در بودەاند، موفق ͷکلاسی دیفرانسیل معادلات در اگرچه ،[۳۸ ،۳۱ ،۱۹ ،۱۴ ،۱۲ ،۹]
ناکارآمدی و غیرموضعͬ تقریب های در ناپایداری همͽرایی، نرخ کاهش نظیر محدودیت هایی با اغلب متغیر مرتبه
در آن ها حل که ͬ شوند م منجر ماتریس هایی به متناهͬ تفاضل روش های نمونه برای ͬ شوند. م روبرو حافظه منظر از
هندسەهای در هرچند محدود المان روش های و .[۳۵] است پرهزینه حافظەای و زمانͬ نظر از بزرگ مقیاس های
به دستیابی در چالش هایی با موضعͬ ͬ های ناپیوستگ یا غیرهموار رفتارهای مدیریت در ولͬ انعطاف پذیرترند پیچیده
محاسباتͬ کارآیی بر تمرکز با پیشرفتەتر روش های توسعه ضرورت محدودیت ها این .[۳۲] هستند مواجه بالا دقت

ͬ سازد. م برجسته را پایداری و
قدرتمند جایͽزینͬ عنوان به اخیر دهه در هموار، جواب های برای نمایی همͽرایی نرخ ارائه با طیفͬ روش های
چندجملەای های مانند متعامد پایەهای از روش ها این .[۳۰ ،۱۸ ،۱۶ ،۷] شدەاند ظاهر کسری معادلات حل برای
با ͬ آورند. م فراهم منظم رفتارهای با مسائل در را بالایی طیفͬ دقت و ͬ کنند م استفاده سراسری تقریب برای ژاکوبی
گرد خطاهای گیبس، پدیده مانند مشͺلاتͬ با ͬ ها، تکینگ و ͬ ها ناپیوستگ حضور در یا طولانͬ دامنەهای در حال این
روش های مانند ترکیبی رویͺردهای ͬ ها، کاست این بر غلبه برای ͬ شوند. م مواجه محاسباتͬ پیچیدگͬ افزایش و کردن
روش و زمان در متناهͬ تفاضل روش تلفیق با ،[۸] عباسزاده و دهقان مثال، برای شدەاند. پیشنهاد طیفͬ المان
ارائه کسری معادلات حل برای همͽرا و پایدار رویͺردی مͺان، در لژاندر چندجملەای های بر مبتنͬ طیفͬ المان
مرتبه با غیرخطͬ کسری معادلات حل در ژاکوبی چندجملەای های پایه بر هم مͺانͬ روش های همچنین کردەاند.

.[۳۴] دادەاند نشان توجهͬ قابل کارایی متغیر
در نویسندگان مثال، برای است. شده گزارش کسری برگرز معادله حل برای نوینͬ پیشرفت های راستا این در



۱۱۷ متغیر... مرتبه از کسری برگرز معادله عددی حل

کسری برگرز معادله حل برای غیراستاندارد متناهͬ تفاضل و هار ͷموج تبدیل بر مبتنͬ ترکیبی روش ͷی [۲۶]
مͺانͬ مشتقات سپس و شده گسستەسازی ابتدا زمانͬ کسری مشتق آن در که دادەاند توسعه زمانͬ متغیر مرتبه با
چندجملەای های بر مبتنͬ بهینەسازی روش ͷی دیͽری، مطالعه در ͬ شوند. م زده تقریب هار ͷموج سری های با
خطͬ ترکیب صورت به را جواب که است شده پیشنهاد زمانͬ متغیر مرتبه با کسری برگرز معادله حل برای تعمیم یافته
از جدید کلاس ͷی [۳۳] در .[۱۳] ͬ کند م مدل کنترلͬ پارامترهای و آزاد ضرایب با تعمیم یافته چندجملەای های از
با که است شده ارائه متغیر مرتبه با کسری معادلات حل برای کسری ژاکوبی پایەای توابع مبنای بر طیفͬ روش های
کم بعد و دقیق عملیاتͬ ماتریس های ساخت امͺان هستند، بسته کسری مشتق عملͽر تحت که پایەای توابع تعریف

ͬ شود. م تضمین پیچیدە معادلات برای نمایی دقت و ͬ شود م فراهم

المان روش های در دامنه تجزیه انعطاف پذیری و طیفͬ روش های بالای دقت تلفیق با طیفͬ المان روش های
ͬ شوند. م شناخته کسری دیفرانسیل معادلات حل برای محاسباتͬ ابزارهای پیشرفتەترین از ͬͺی بەعنوان محدود،
به دامنه تقسیم و المان هر در متعامد، چندجملەای های نظیر پایین درجه با پایەای توابع از بهرەگیری با روش ها این
حال این با ͬ کنند. م فراهم را موضعͬ ͬ های ناپیوستگ مدیریت و جواب ها دقیق تقریب امͺان کوچͷ تر، زیربخش های
چندجملەای های به که ͬ شوند م بازگشتͬ روابط تولید به اغلب طیفͬ المان روش های برای موجود فرمول بندی های
است پرهزینه محاسباتͬ نظر از پیچیده، دامنەهای یا بالا ابعاد با مسائل در بەویژه امر این که هستند وابسته متعامد

ͬ سازد. م برجسته را بالاتر محاسباتͬ کارایی با نوین روش های توسعه ضرورت محدودیت، این .[۳۷ ،۷ ،۲]

ͬ شود: م پیشنهاد زیر متغیر مرتبه با کسری برگرز معادله حل برای ترکیبی عددی روش ͷی مقاله، این در
∂tu(x, t) + u(x, t)∂xu(x, t) = ε ۰Dα(x)

x u(x, t), (x, t) ∈ (۰, L)× (۰, ۱],

u(x, ۰) = u۰(x), x ∈ (۰, L),

u۰ = u(۰, t), uL = u(L, t), t ∈ (۰, ۱]

(۱ .۱)

گام هر در که است، α(x) ∈ (۱, ۲) متغیر مرتبه از u تابع ریمان⁃لیوویل کسری مشتق ۰Dα(x,t)
x u(x, t) آن در که

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به k − ۱ < α(x) < k برای زمانͬ

(۰Dα(x)
x u)(x) =

۱
Γ(k − α(x))

[
dk

dζk

∫ ζ

۰

u(s)

(ζ − s)α(x)−k+۱ds

]
ζ=x

,

اولیه شرط u۰(x) ͬ کند، م کنترل را هموارسازی یا پخش میزان که است ویسͺوزیته پارامتر ͷی ϵ > ۰ آن در که
که ͬ شود م تعریف دیریͺله همͽن صورت به مͺانͬ مرزی شرایط و ͬ شود م گرفته نظر در زمانͬ فرایند شروع برای

است. صفر t ∈ (۰, ۱] زمان  های تمام برای مͺانͬ بازه در u(x, t) مجهول متغیر

مشتق ͷی با مͺانͬ اول مرتبه مشتق آن در که است ͷکلاسی برگرز معادله از تعمیم یافته نسخه ͷی معادله این
و غیرموضعͬ رفتارهای بتواند معادله که ͬ شود م باعث جایͽزینͬ این است. شده جایͽزین متغیر مرتبه کسری
برای هم مͺانͬ رویͺرد اساس بر طیفͬ المان روش پیشنهادی، ترکیبی رویͺرد در کند. مدل سازی را پیچیدەتری
دوم مرتبه دقت که ͬ کند م استفاده زمانͬ گسستەسازی برای لیپ فراگ کرانک⁃نیͺلسون روش و مͺانͬ گسستەسازی
ماتریس و شده گرفته بهره موضعͬ تقریب برای لاگرانژ⁃ژاکوبی پایەهای از روش این در ͬ کند. م تضمین را زمان در
رفتارهای حضور در حتͬ دقیق تقریب امͺان که ͬ شود، م فرمول بندی ریمان⁃لیوویل تعریف اساس بر کسری مشتق
طور به محاسباتͬ بار عملیاتͬ، ماتریس های با بازگشتͬ روابط جایͽزینͬ با ͬ آورد. م فراهم را ͬ ها تکینگ یا غیرهموار
ناپایداری های رفع برای بعلاوه، ͬ شود. م تسهیل بزرگ مقیاس مسائل در پیادەسازی و ͬ یابد م کاهش توجهͬ قابل
مرزهای در صحیح شارهای در پرش که است شده معرفͬ تطبیقͬ جریمه رویͺرد ͷی کسری مشتقات وجود از ناشͬ
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و کرده تضمین را عددی پایداری جریمه، پارامتر موضعͬ تنظیم و شبͺەبندی با روش این ͬ کند. م کمینه را المان ها
برتری ادامه، در ͬ کند. م جلوگیری است خطا مستعد و زمان بر بسیار عمل در که جریمه پارامتر تجربی انتخاب از

ͬ گیرد. م قرار تایید مورد آن متنوع بررسͬ با پیشنهادی روش کارآیی
و متغیر مرتبه برگرز کسری معادله معرفͬ به دوم بخش است: شده تقسیم بندی زیر شرح به مقاله ادامه در
قرار بررسͬ مورد کسری برگرز معادله برای پیشنهادی روش اثربخشͬ سوم، بخش در ͬ پردازد. م آن گسستەسازی

ͬ شود. م ارائه آینده تحقیقات برای پیشنهادهایی و نتیجەگیری بخش نهایت، در ͬ گیرد. م

(۱ .۱) معادله برای عددی روش ۲

المان روش شامل ترکیبی رویͺرد ͷی (۱ .۱) متغیر مرتبه با کسری برگرز معادله عددی حل منظور به بخش این در
پیشنهاد زمانͬ گسستەسازی برای لیپ فراگ کرانک⁃نیͺلسون روش و مͺانͬ گسستەسازی برای هم مͺانͬ طیفͬ

ͬ شود. م

مͺانͬ گسستەسازی ۱ .۲

زیر صورت به زمانͬ گام هر در را تقریبی جواب ابتدا هم مͺانͬ، روش براساس طیفͬ المان رویͺرد اعمال منظور به
ͬ کنیم: م تعریف

uN,M(x, t) = ūN,M(x, t) + u۰Φ۰(x) + uLΦM(x), (۱ .۲)

و ͬ کنند م برآورده را دیریͺله مرزی شرایط uL = u(L, t) و u۰ = u(۰, t) آن در که

ūN,M(x, t) =
M∑
e=۱

Ne−۱∑
j=۱

uN,M(xe
j , t)Ψ

e
j(x) +

M−۱∑
e=۱

uN,M(xe, t)Φe(x).

فضای در uN,M(x, t) تقریبی جواب ͬ شوند. م تعریف ادامه در که هستند پایەای توابع Φe(x) و Ψe
j(x) همچنین

ͬ شود: م تعریف VN,M گسسته چندجملەای

VN,M = {v ∈ C(Ω) : v|Ie ∈ PN
Ie , e = ۱, . . . ,M},

حداکثر درجه با جبری چندجملەای های مجموعه PN
Ie

و e⁃ام، زیردامنه Ie = [xe−۱, xe] ،Ω = [۰, L] آن در که
ͬ شود: م تقسیم غیرهمپوشان زیردامنه M به مͺانͬ دامنه است. N

۰ = x۰ < x۱ < · · · < xM = L,

داشت: خواهیم (۱ .۱) معادله در (۱ .۲) تقریبی جواب جایͽذاری با است. Ie زیردامنه طول de = xe − xe−۱ که
(۲ .۲)

∂tuN,M(x, t) + uN,M(x, t)∂xuN,M(x, t) = ε ۰Dα(x,t)
x uN,M(x, t), (x, t) ∈ (۰, L)× (۰, T ],

u(x, ۰) = u۰(x), x ∈ (۰, L),

u۰ = u(۰, t), uL = u(L, t), t ∈ (۰, ۱]
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و xe
۰ = xe−۱ باشیم داشته که ͬ کنیم م انتخاب بەطوری را {xe

j}Nj=۰ هم مͺانͬ نقاط ،Ie زیردامنه هر در حال
صورت به کلͬ هم مͺانͬ نقاط مجموعه دیͽر، عبارتͬ به .xe

N = xe

No = {xe
j : e = ۱, . . . ,M ; j = ۰, . . . , N},

لاگرانژ⁃ پایه توابع (۲ .۲) تقریبی جواب ساخت برای نظر مورد پایەای توابع تولید منظور به ͬ شود. م گرفته نظر در
ͬ کنیم: م تقسیم بندی زیر صورت به را پایەای توابع و تعریف نقاط مجموعه این در را ژاکوبی

رابط: و مرزی پایه توابع ●

Φ۰(x) =

P ۱
۰ (x), x ∈ I۱,

۰, otherwise,
ΦM(x) =

PM
N (x), x ∈ IM ,

۰, otherwise,

Φe(x) =


P e
N(x), x ∈ Ie,

P e+۱
۰ (x), x ∈ Ie+۱,

۰, otherwise,

e = ۱, . . . ,M − ۱,

داخلͬ: پایه توابع ●

Ψe
j(x) =

P e
j (x), x ∈ Ie,

۰, otherwise,
e = ۱, . . . ,M, j = ۱, . . . , N − ۱,

ͬ کنند. م صدق Pj,e(x
e
i ) = δij شرط در که است Ie زیردامنه در j⁃ام لاگرانژ چندجملەای Pj,e(x) آن در که

مشتق اعمال از حاصل ماتریس است ضروری هم مͺانͬ طیفͬ المان رویͺرد در مشتق ماتریس ساخت منظور به
استفاده با ۰Dα(x,t)

x uN,M(x, t) کسری مشتق منظور، بدین شود. ساخته هم مͺانͬ نقاط در پایەای توابع بر کسری
به ماتریس این واقع، در ͬ شود. م زده تقریب زمانͬ گام هر در Mα نام به چنددامنەای کسری مشتق ماتریس از

ͬ شود: م تعریف ساختاریافته بلوکͬ ماتریس ͷی صورت

Mα =

[
Mij Ki

F i H

]
.

i, j = ۱, ...,M و m,n = ۱, ..., N − ۱ ازای به که است بلوکͬ قطری ماتریس ͷی Mij زیرماتریس آن در که
است: زیر صورت به آن ساختار و ͬ شود م تعریف Mij = [۰Dα(x)

x Ψi
n(x)]x=xj

m
صورت به

Mij =


M۱۱ · · · ۰

... . . . ...
MM۱ · · · MMM

 .

توابع اثر که ͬ شود م تعریف F i = [۰Dα(x)
x Ψi

N(x)]x=xm صورت به m = ۱, . . . ,M−۱ ازای به F i زیرماتریس
mو = ۱, . . . , N−۱ ازای به نیز Ki زیرماتریس ͬ دهد، م نشان را xm مشترک فصل نقاط در iام المان داخلͬ پایەای
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مشترک فصل پایەای توابع اثر که ͬ شود م تعریف Ki = [۰Dα(x)
x Φi

n(x)]x=xi
m

صورت nبه = ۱, . . . ,M − ۱
H = [۰Dα(x)

x Φn(x)]x=xm صورت به H زیرماتریس نهایت در و ͬ کند م ارزیابی را ام i المان داخلͬ نقاط در
است. مشترک فصل نقاط در مشترک فصل پایەای توابع روی بر کسری عملͽر ارزیابی به مربوط که ͬ شود م تعریف
تعریف تکەای پایه توابع بر زمانͬ گام هر در متغیر مرتبه کسری مشتق عملͽر اعمال با ماتریس این دقیق تر، عبارتͬ به
زیردامنەها بین غیرموضعͬ تعاملات دقیق بررسͬ نیازمند درایەها این محاسبه و ͬ شود م تشͺیل زیردامنەها در شده

است.

مشترک فصل پایه تابع کسری مشتق ،e = ۱, . . . ,M − ۱ برای مشترک: فصل پایەای توابع کسری مشتق
ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به Φe(x)

۰Dα(x)
x Φe(x) =



۰, x ≤ xe−۱,

xe−۱D
α(x)
x P e

N(x), xe−۱ < x ≤ xe,

xe−۱D
α(x)
xe P e

N(x) + xeⅮα(x,t)
x P e+۱

۰ (x), xe < x ≤ xe+۱,

xe−۱D
α(x)
xe P e

N(x) + xeⅮα(x,t)
xe+۱

P e+۱
۰ (x), x > xe+۱.

:j = ۱, . . . , N − ۱ و e = ۱, . . . ,M برای داخلͬ: پایەای توابع کسری مشتق

۰Dα(x)
x Ψe

j(x) =


۰, x ≤ xe−۱,

xe−۱D
α(x)
x P e

j (x), xe−۱ < x ≤ xe,

xe−۱ Ⅾα(x)
xe

P e
j (x), x > xe.

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به e = ۱, ۲, . . . ,M و j = ۰, ۱, . . . ,M ،k − ۱ < α(x) < k برای آن در که

(۰Dα(x)
x u)(x) =

۱
Γ(k − α(x))

[
dk

dζk

∫ ζ

۰

u(s)

(ζ − s)α(x)−k+۱ds

]
ζ=x

,

کنیم: محاسبه را زیر مشتق نوع دو باید که ͬ شود م مشاهده فوق روابط از

xe−۱D
α(x)
x P e

j (x), x ∈ (xe−۱, xe],

xe−۱D
α(x)
xe P e

j (x), x > xe,

تبدیل با Ie = [xe−۱, xe] زیردامنه هر فوق روابط محاسبه برای

x =
de
۲
(y + ۱) + xe−۱, y ∈ [−۱, ۱]

ͬ آید: م بدست زیر روابط ،[−۱, ۱] بازه به عنصر هر انتقال با ͬ شود. م نگاشت [−۱, ۱] دامنه به

xe−۱Dα(x)
x P e

j (x) =

(
۲
de

)α̂(y)

−۱Dα(y)
y Pj(y), y ∈ (−۱, ۱],
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xe−۱D
α(x)
xe

P e
j (x) =

(
۲
de

)α̂(y)

−۱D
α(y)
۱ Pj(y), y > ۱.

لژاندر چندجملەای های حسب بر حاصله Pi(y) لاگرانژ چندجملەای سپس

Li(y) =
۱

۲i

⌊ i
۲⌋∑

l=۰

(−۱)l
(۲i− l)!

۲il!(i− l)(i− ۲l)
yi−۲l, (۳ .۲)

ͬ شود: م داده بسط زیر صورت به

Pj(y) =
N∑
i=۰

cjiLi(y), cji =


wj

γi
Li(yj), i = ۰, ۱, ..., N − ۱,
wj

(۲+ ۱
N
)γi

LN(yj), i = N,

کسری مشتق عملͽر اعمال با هستند. گاوس⁃لوباتو⁃لژاندر وزن های و گرەها {yj, wj} و γi =
۲

۲i+۱ آن در که
داریم: بالا رابطه در −۱Dα̂(y)

y

−۱Dα̂(y)
y Pj(y) =

N∑
i=۰

cji
(
−۱D

α̂(y)
y Li(y)

)
. (۴ .۲)

به ͬ توان م را لژاندر چندجملەای های سازگار، محاسباتͬ و عملیاتͬ چارچوب ͷی ارائه منظور به است ذکر شایان
کسری عملͽر محاسبه چارچوب این در گرفت. نظر در L(y) = [L۰(y), L۱(y), ..., LN(y)]

T بردار صورت
دقیق تعیین مستلزم است، لژاندر چندجملەای های از خطͬ ترکیب Pj(y) آن در که −۱Dα̂(y)

y Pj(y) متغیر مرتبه
استاندارد پایه از خطͬ تبدیل صورت به ͬ توان م را لژاندر پایه سیستم اینکه به توجه با ͬ باشد. م −۱Dα̂(y)

y L(y) عبارت

Y (y) = [Y۰(y), Y۱(y), ..., YN(y)]
T = [۱, y, y۲, ..., yN ]T ,

یعنͬ: نمود بیان

L(y) = ΥY (y), (۵ .۲)

عنوان به ͬ دهد، م انجام را پایه سیستم دو بین انتقال و است لژاندر پایەهای مثلثͬ پایین ضرایب ماتریس Υ آن در که
است: زیر شͺل به Υ ماتریس ،N = ۴ برای مثال،

Υ =


۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰
−۱

۲ ۰ ۳
۲ ۰ ۰

۰ −۳
۲ ۰ ۵

۲ ۰
۳
۸ ۰ −۱۵

۴ ۰ ۳۵
۸

 .

همان محاسبه به مستقیم بەطور −۱Dα̂(y)
y L(y) متغیر مرتبه ریمان⁃لیوویل کسری مشتق محاسبه اساس این بر
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ͬ یابد: م تقلیل Y (y) استاندارد پایەای توابع روی عملͽر

−۱Dα̂(y)
y L(y) = Υ−۱Dα̂(y)

y Y (y).

دقیق جبری بسط از استفاده با ͬ توان م را yn استاندارد پایەای توابع

yn = ((y + ۱)− ۱)n =
n∑

j=۰

Γ(n+ ۱)
Γ(j + ۱)Γ(n− j + ۱)

(y + ۱)j(−۱)n−j

است: شده ارائه چپ ریمان⁃لیوویل کسری مشتق برای زیر فرمول ،[۳۷] مقاله در کرد. بیان

−۱Dα̂(y)
y (y − a)j =

Γ(j + ۱)
Γ(j + ۱ − α̂(y))

(y − a)j−α̂(y).

مشتق ͬ توان م ریمان⁃لیوویل، عملͽر بودن خطͬ خاصیت بەکارگیری و a = −۱ شروع نقطه گرفتن نظر در با
صرفاً که رویͺرد این کرد. بیان (y + ۱)j توان های کسری مشتقات از مجموعەای صورت به را نظر مورد کسری

ͬ شود: م زیر عبارت به منجر است، استوار گاما تابع تحلیلͬ خواص پایه بر

−۱Dα̂(y)
y yn =

n∑
j=۰

Γ(n+ ۱)(−۱)n−j

Γ(j + ۱ − α̂(y))Γ(n− j + ۱)
(y + ۱)j−α̂(y).

ͬ شود: م محاسبه زیر بەصورت −۱D
α̂(y)
۱ Pj(y) مقدار دیͽر طرفͬ از

−۱D
α̂(y)
۱ Pj(y) =

۱
Γ(−α̂(y))

N∑
i=۰

L∑
p=۰

cji
Li(ηp)

(y − ηp)α̂(y)+۱wp,

درایەهای تمام محاسبه توانایی نتیجه در هستند. گاوس⁃لژاندر وزن های و گرەها بەترتیب wp و ηp آن در که
کرد. ایجاد را ماتریس این ͬ توان م بنابراین و دارد وجود Mα ماتریس برای شده معرفͬ زیرماتریس های

ویژه مقادیر توزیع طریق از ذاتͬ ناپایداری بررسͬ ۲ .۲

روش عددی پایداری متغیر، مرتبه با کسری دیفرانسیل معادلات حل برای طیفͬ المان روش های چارچوب در
غیرموضعͬ تعاملات که ماتریس این است. وابسته Mα کسری مشتق ماتریس ویژه مقادیر توزیع به بنیادین بەطور
شارهای در احتمالͬ پرش های و طولانͬ حافظەای ͬ های وابستگ دلیل به اغلب ͬ گیرد، م بر در را کسری عملͽرهای
روش ناپایداری شرایط دقیق طیفͬ تحلیل از بهرەگیری با بخش این در ͬ شود. م منجر ذاتͬ ناپایداری های به صحیح
که رویͺرد این ͬ دهیم. م پیشنهاد موضعͬ تطبیقͬ جریمه بر مبتنͬ پایدارسازی برای رویͺرد ͷی و کرده بررسͬ را
با بلͺه ͬ سازد م مرتفع را ناپایداری تنها نه است استوار صحیح مقادیر به کسری مرتبه ͬͺنزدی شاخص های پایه بر

ͬ بخشد. م ارتقا را محاسباتͬ کارایی ماتریس شرطͬ عدد کاهش
متغیر مرتبه با نمونه مسئله ͷی در را Mα ماتریس ویژه مقادیر توزیع پیشنهادی، روش پایداری ارزیابی برای
شͺل ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد محاسباتͬ دامنه یͺنواخت افراز تحت و [۰, ۱۰] دامنه در α(x) = ۰٫۹۵ + x+۱

۱۰٫۵

که حالͬ در M زیردامنەها تعداد افزایش با نخست حالت ͬ کشد: م تصویر به مجزا رویͺرد دو در را توزیع این ۱
است. ثابت M = ۳۲ که حالͬ در N افزایش با دوم حالت و شده، داشته نگه (N = ۴) ثابت چندجملەای درجه
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که گرفتەاند قرار مختلط صفحه راست نیم صفحه در ویژه مقادیر از بخشͬ حالت، دو هر در که ͬ شود م مشاهده
کلیدی عامل دو در ریشه پدیده این است. کنترلͬ مͺانیسم های فقدان در ماتریس ذاتͬ ناپایداری از حاکͬ امر این

دارد:

ͬ مدت طولان حافظەای ͬ های وابستگ متغیر مرتبه با کسری مشتق عملͽرهای کسری: عملͽر بودن غیرموضعͬ ●
از دقیق تری ͬͺفیزی مدل سازی هرچند ویژگͬ این ͬ کنند. م القا دامنه سراسر در را غیرموضعͬ تعاملات و
در غیرصفر درایەهای به ماتریس بلوکͬ ساختار در ͬ آورد، م فراهم غیرعادی نفوذ مانند پیچیده پدیدەهای

ͬ کند. م تولید مثبت ویژه مقادیر و شده منجر دور بلوک های

نقاط در تقریب تابع اگرچه چنددامنەای رویͺردهای در زیردامنەها: مرزهای در موضعͬ ͬ های ناپیوستگ ●
در پرش ها این کنند. پرش است ممͺن صحیح مشتقات است، برخوردار C۰ کلاس از xe مشترک فصل
عددی نوسانات و شده تشدید ͬ شود م ͷنزدی صحیح مقادیر به α(xe) که هنگامͬ بەویژه صحیح شارهای

ͬ کنند. م تقویت را

مانند مواردی در بلͺه ͬ کند نم برطرف را ناپایداری N یا M صرف افزایش که است آن نشان دهنده عددی نتایج
سیستم پیچیدگͬ با ناپایداری تشدید بر امر این که ͬ یابد م افزایش مثبت ویژه مقادیر تعداد N = ۴ و M = ۱۲۸

ͬ سازد. م برجسته را تطبیقͬ و پویا پایدارسازی رویͺرد ͷی ضرورت یافتەها این دارد. دلالت

پایداری به دستیابی و شارها پرش کمینەسازی برای تطبیقͬ جریمه رویͺرد ۳ .۲

که ͬ آورد م فراهم تطبیقͬ جریمه روش ͷی توسعه برای قوی انگیزەای ویژه، مقادیر توزیع در مشاهدەشده ناپایداری
و دستͬ تنظیم به اغلب ثابت σ از بهرەگیری با سنتͬ رویͺردهای ͬ کند. م عمل مرسوم ثابت پارامترهای از فراتر
ماتریس وضیعت عدد محاسبه و [۳۲] در شده انجام ͬ های بررس و [۳۷] مطالب به توجه با ͬ شوند. م منجر غیربهینه
وضیعت عدد ͬ شود م ͷنزدی دو و ͷی به α وقتͬ که است مشهود کسری مرتبه تابع مرز ͬͺنزدی در Mα مشتق
بر مبتنͬ فرمول ͷی راستا این در ͬ شود. م بزرگتر ویژه مقادیر حقیقͬ قسمت و ͬ یابد م افزایش شدت به ماتریس
موضعͬ جریمه پارامتر برای صحیح مرتبەهای ͬͺنزدی در عملͽر رفتار مجانبی تحلیل و کسری مرتبه موضعͬ ساختار
کلیدی شاخص ابتدا است. استوار α(xe) مقادیر پایه بر صرفاً که ͬ دهیم م پیشنهاد xe مشترک فصل نقطه هر در σe

ͬ کنیم: م تعریف را زیر

d(xe) = min (|α(xe)− ۱|, |α(xe)− ۲|) , (۶ .۲)

انتقال نشان دهنده d(xe) ͷکوچ مقادیر ͬ کند. م اندازەگیری را ۲ و ۱ صحیح مقادیر به کسری مرتبه ͬͺنزدی که
ͬͺنزدی در ویژه مقادیر رفتار مجانبی تحلیل های از الهام با است. عددی ناپایداری پتانسیل و ͷکلاسی رفتار به

ͬ کنیم: م فرمول بندی زیر صورت به را تطبیقͬ جریمه پارامتر صحیح، مرتبەهای

σe =
۱

d(xe)

(
۱√
d(xe)

+
۱√
dmin

)
(۷ .۲)

است. مشترک فصل نقاط تمام در d(xe) مقدار کوچͷ ترین dmin = mine=۱,...,M−۱ d(xe) آن در که
که: ͬ کند م تضمین ساختار این

پایداری و ͬ یابد م افزایش چشمͽیری بەطور σe صحیح) مرتبەهای به ͷنزدی) ͷکوچ d(xe) با نواحͬ در ●
کند. تقویت را موضعͬ
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(پایین). N = {۴, ۸} و (بالا) M = {۶۴, ۱۲۸} ازای به α(x) = ۰٫۹۵+ x+۱
۱۰٫۵ برای Mα ویژه مقادیر :۱ شͺل



۱۲۵ متغیر... مرتبه از کسری برگرز معادله عددی حل

را طیفͬ دقت ͬ تواند م که حد از بیش جریمه اعمال از و ͬ ماند م باقͬ ͷکوچ σe بزرگ d(xe) با نواحͬ در ●
نماید. جلوگیری سازد مختل

ͬ شود: م تعریف تنک صورت به P جریمه ماتریس پارامتر، این از بهرەگیری با

P =



۰ ۰ . . . ۰ ۰
۰ ۰ . . . ۰ ۰
... ... . . . ... ...
۰ ۰ . . . ۰ ۰
P ۱ P ۲ . . . PM P̄


,

ͬ گردند: م محاسبه زیر صورت به آن غیرصفر درایەهای که

P j = σe

[
dΨj

n

dx
(x+

e )−
dΨj

n

dx
(x−

e )

]
e=۱,...,M−۱;n=۱,...,N−۱

,

P̄ = σe

[
dΦn

dx
(x+

e )−
dΦn

dx
(x−

e )

]
e,n=۱,...,M−۱

.

خود تنک ساختار که ͬ شود م حاصل Mα
p = Mα +P صورت به اصلاح شده کسری مشتق ماتریس نتیجه، در

ͬ کند. م تحمیل ناچیزی اضافͬ محاسباتͬ هزینه و کرده حفظ را
α(x) = متغیر مرتبه با را Mα

p اصلاح شده ماتریس ویژه مقادیر توزیع رویͺرد، این کارایی ارزیابی برای ادامه در
دادەایم. قرار تحلیل و محاسبه مورد [۰, ۱۰] دامنه در ۰٫۹۵ + x+۱

۱۰٫۵
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  = c.min(| (x) - 1|, | (x) - 2|)-

.M متفاوت مقادیر و α(x) = ۰٫۹۵ + x+۱
۱۰٫۵ برای Mα

p و Mα وضیعت عدد مقایسه :۲ شͺل

شده کشیده تصویر به ∥ . ∥L۲ ثابت جریمه رویͺرد و Mα با Mα
p ماتریس وضیعت عدد مقایسه ۲ شͺل در

ثابت جریمه روش های به نسبت حتͬ ماتریس وضیعت عدد توجه قابل کاهش از حاکͬ آمده بدست نتایج است.
اصلͬ ساختار جریمه ماتریس افزودن اینکه با است، ذکر شایان ͬ نماید. م تایید را پیشنهادی رویͺرد کارایی که است
ͬ کند م محدود را وضیعت عدد رشد و ساخته مرتفع را ماتریس بدحالتͬ دارد، اندکͬ محاسباتͬ هزینه و کرده حفظ را

ͬ نماید. م تسهیل را غیرخطͬ و خطͬ سیستم های حل در بهینه عملͺرد امر این که
تصویر به را منفͬ مقادیر سمت به ویژه مقادیر مثبت حقیقͬ بخش های جابەجایی وضوح به ۳ شͺل همچنین
صفحه چپ نیم صفحه در بلͺه گرفته فاصله صفر ͬͺنزدی از تنها نه مقادیر این از عمدەای بخش که بەگونەای ͬ کشد م
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(پایین). N = {۴, ۸} و (بالا) M = {۶۴, ۱۲۸} ازای به α = ۰٫۹۵ + x+۱
۱۰٫۵ برای Mα(x)

p ویژه مقادیر :۳ شͺل



۱۲۷ متغیر... مرتبه از کسری برگرز معادله عددی حل

جریمه پارامتر کم تنظیم یا بیش تنظیم پدیده بروز بدون را سیستم عددی پایداری تحول، این ͬ گیرند. م قرار مختلط
دارد. دلالت کسری عملͽرهای غیرموضعͬ تعاملات مدیریت در پیشنهادی تطبیقͬ رویͺرد برتری بر و نموده تضمین
x ∈ No \ {۰, L} هم مͺانͬ نقاط در کسری مشتق عملͽر مͺانͬ گسستەسازی مرحله این در بنابراین
غیرخطͬ عبارت گسستەسازی ادامه در ͬ شود. م انجام uN,M(۰, t) = uN,M(L, t) = ۰ مرزی شرط با
∂xuN,M(x, t) ابتدا ͬ شود. م گسستەسازی هم مͺانͬ نقاط در نقطەبەنقطه بەصورت uN,M(x, t)∂xuN,M(x, t)

ساختار Mα کسری مشتق ماتریس مشابه که ͬ شود م گسسته M ۱ مشتق ماتریس از استفاده با زمانͬ گام هر در
عنصر به عنصر حاصل ضرب بەصورت غیرخطͬ عبارت سپس ͬ شود، م محاسبه صحیح مرتبه برای اما داشته بلوکͬ
به چنددامنەای هم مͺانͬ طیفͬ روش از که است مͺانͬ نیمەگسسته سیستم لذا ͬ شود. م زده تقریبی زمانͬ گام هر در

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به و آمده دست

∂tU(t) + (U(t))M ۱U(t) = ϵMα
pU(t)

ͬ باشد. م U(t) = [uN,M(xe
j , t)e=۱,...,M ;j=۱,...,N−۱, UN,M(xe, t)e=۱,...,M−۱]

T آن در که

زمانͬ گسستەسازی ۴ .۲

دوم مرتبه مرحلەایِ دو نیمەضمنͬ رویͺرد ͷی نظر، مورد کسری برگرز معادله زمانͬ گسستەسازی برای بخش این در
[۳۳] پیشین مقالات در که طرح این ͬ شود. م گرفته کار به لیپ فراگ و کرانک⁃نیͺلسون روش های ترکیب پایه بر
کارآمد بسیار غیرموضعͬ عملͽرهای با غیرخطͬ معادلات برای است، یافته توسعه کسری معادلات برای [۳۷] و

است.
n = ،tn = n∆t که طوری به ͬ کنیم، م تقسیم ∆t اندازه با یͺنواخت گام Nt به را [۰, T ] زمانͬ بازه

ͬ کنیم: م پیادەسازی زیر صورت به U(tn) ≈ Un برای را زمانͬ گسستەسازی روند .۰, ۱, . . . , Nt

ͬ زنیم: م تقریب زیر دوم مرتبه لیپ فراگ تقریب از استفاده با را معادله در موجود زمانͬ مشتق ●

∂tU(t)|t=tn ≈ Un+۱ − Un−۱

۲∆t
, n ≥ ۱.

گسسته n زمانͬ سطح در صریح صورت به غیرخطͬ عبارت است، پیچیده که غیرخطͬ حل از اجتناب برای ●
ͬ شود: م

diag(U(t))M ۱U(t)|t=tn ≈ diag(Un)M ۱Un,

ͬ دهد. م کاهش را محاسباتͬ بار و دارد قبولͬ قابل دقت ∆t ͷکوچ مقادیر برای عمل در فرم این

ͬ شود: م گسسته کرانک⁃نیͺلسون میانگین از استفاده با کسری) (مشتق راست طرف ●

ϵMα
pU(t)|t=tn =

ϵ

۲
(Mα

pU
n+۱ +MαUn−۱).

اعمال پایداری مسئله قبلͬ گام های در واقع در که است این Un−۱ گام در Mα
p جریمه ماتریس از استفاده عدم دلیل

نتایج است. شده استفاده Mα
p از ام n + ۱ گام در صرفاً نتیجه در نیست، آن دوباره اعمال به نیازی و است شده

است. Un−۱ گام در Mα
p اعمال صورت در ناپایداری افزایش از حاکͬ آمده بدست
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داریم: n ≥ ۱ برای تقریب ها، این ترکیب با

Un+۱ − Un−۱

۲∆t
+ diag(Un)M ۱Un ≈ ϵ

۲
(Mα

pU
n+۱ +MαUn−۱),

است: زیر صورت به آن در شروع کننده گام که

U ۱ = U ۰ −∆t(diag(U ۰)M ۱U ۰) + ϵ∆tMαU ۰.

گسسته فرم لذا است. N۰ \ {۰, L} هم مͺانͬ نقاط مجموعه ازای به t = ۰ زمان در اولیه شرط مقادیر بردار U ۰

گرفت: نظر در زیر صورت به ͬ توان م را کسری برگرز معادله شده
(
I− ε∆t

۲
Mα

p

)
Un+۱ =

(
I+

ε∆t

۲
Mα

)
Un−۱ − ۲∆tdiag(Un)M ۱Un,

U ۱ = U ۰ −∆t(diag(U ۰)M ۱U ۰) + ϵ∆tMαU ۰,

بخش در که ͬ شود م استفاده اصلاح شده مشتق ماتریس از پایداری حفظ برای و است همانͬ ماتریس I آن در که
شد. تعریف قبل

عددی نتایج ۳

و غیرخطͬ رفتار با زمان به وابسته مسئله ͷی حل در را پیشنهادی عددی روش دقت و کارایی بخش، این در
مشتق و u(x, t)∂xu(x, t) غیرخطͬ عبارت وجود بەدلیل کسری برگرز معادله ͬ کنیم. م بررسͬ کسری ویسͺوزیته
ͬ های ناپیوستگ تیز، شوک های از ناشͬ ناپایداری های جمله از توجهͬ قابل عددی چالش های غیرموضعͬ، کسری
ارزیابی مثال، این از هدف ͬ کند. م ایجاد کسری مرتبه به شدید وابستگͬ و المان ها، مشترک فصل نقاط در شار
گذارهای جمله از جواب پیچیده رفتارهای دقیق شبیەسازی در پیشنهادی هم مͺانͬ طیفͬ چنددامنەای روش توانایی
نتایج است. کسری مرتبه تابع و ε ویسͺوزیته ضریب مانند ͬͺفیزی پارامترهای به وابستگͬ و مرزها ͬͺنزدی در تند
نوسانات کنترل و مͺانͬ ͬ های تکینگ به رسیدگͬ در پیشنهادی روش برتری تا ͬ شوند م مقایسه مرجع جواب با عددی

گردد. آشͺار بەوضوح عددی

در که ͬ گیریم م نظر در را (x, t) ∈ (۰, ۲) × (۰, ۱] دامنه در (۱ .۱) کسری برگرز معادله مثال این در .۱ .۳ مثال
متغیر مرتبه پیشنهادی، روش ارزیابی برای است. u(۰, t) = u(۲, t) = ۰ مرزی شرایط با u۰(x) = sin(πx۲ ) آن
[۳۷] مرجع در کسری برگرز معادله رفتار تحلیل به توجه با ͬ شود. م انتخاب ∆t = ۱۰−۳ و α(x) = ۰٫۹۵+ x+۱

۲٫۵

پدیده این ͬ دهد. م نشان خود از توجهͬ قابل نوسانات دامنه، چپ مرز ͬͺنزدی در معادله این که ͬ شود م مشاهده
در بەویژه شوک مانند ساختارهای و تند گرادیان های ایجاد به تمایل که است غیرخطͬ عبارت وجود از ناشͬ عمدتاً
α کسری مرتبه که زمانͬ این چنینͬ تیز گرادیان های این، بر علاوه دارد. جواب در صفر مرزی شرط مجاور نواحͬ
و شده ضعیف کسری پخش اثر حالت این در زیرا ͬ گردد، م تشدید ͬ آید م دست به مرز به ͷنزدی مقادیر ازای به
کسری پخش اثر بیشتر تضعیف به نیز ϵ مقدار کاهش همچنین ͬ شود. م غالب سیستم رفتار بر غیرخطͬ عبارت

ͬ کند. م تقویت را ناپایداری ها این و شده منجر

ضریب تحت و M گسستەسازی زیردامنەهای تعداد از تابعͬ عنوان به را بیشینه خطای همͽرایی رفتار ۴ شͺل
ͷکوچ زمانͬ گام و N = ۴ ثابت چندجملەای درجه ازای به نتایج تمامͬ ͬ دهد. م نمایش T = ۱ و ϵ = ۱ پخش



۱۲۹ متغیر... مرتبه از کسری برگرز معادله عددی حل
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σ متفاوت مقادیر برای متفاوت Mهای ازای به خطا مقایسه :۴ شͺل

به M = ۱۰۲۴ با متناظر عددی جواب باشد. مشاهده قابل شفاف بەطور مͺانͬ گسستەسازی تأثیر تا شدەاند انجام
جواب های مقایسه با M کوچͷ تر مقادیر برای شده گزارش خطاهای و است شده گرفته نظر در مرجع جواب عنوان
طوریͺه است، شده مقایسه ثابت جریمه با تطبیقͬ جریمه شͺل این در شدەاند. محاسبه مرجع جواب این با تقریبی
افزایش با بهبود این و ͬ دهد م نشان دیͽر حالت دو از تندتر را خطا کاهش نرخ تطبیقͬ جریمه به مربوط منحنͬ
در روش بالای پایداری و مؤثر نمایی همͽرایی نشان دهنده رفتار این ͬ شود. م تشدید شبͺه) شدن ریزتر (یعنͬ M

است. چنددامنەای شبͺەهای حضور

شاخص اساس بر σe جریمه پارامتر پویای تنظیم در ریشه برتری، این که است بدیهͬ

d(xe) = min(|α(xe)− ۱|, |α(xe)− ۲|)

را روش موضعͬ پایداری و شده زیردامنەها مرز در صحیح مرتبه شارهای در پرش کمینەسازی به منجر که دارد
دامنه مرزهای ͬͺنزدی در کسری برگرز معادله که داشت توجه باید این، بر علاوه ͬ دهد. م ارتقا چشمͽیری بەطور
شده تقویت بەراحتͬ جریمه، بدون یͺنواخت شبͺەهای در که است قوی نوسانͬ رفتار دارای چپ مرز در بەویژه
مؤثری بەطور نوسانات این تطبیقͬ جریمه بەکارگیری با ͬ شوند. م دامنه سراسر در عددی خطای انتشار به منجر و
شبͺه ͷی به شبیه رفتاری یͺنواخت شبͺه که ͬ کند م عمل بەگونەای پیشنهادی روش واقع در و شدەاند مهار و کنترل
نواحͬ در دقیق تر، عبارت به باشد. گرەها توزیع در ͬͺفیزی تغییر به نیاز اینکه بدون باشد، داشته درجەبندی شده
رویͺرد های دیͽر، سوی از ͬ شود. م اعمال بیشتری جریمه است) ͷنزدی ۱ به α(x) که x ≈ ۰ (مانند حساس
مرزها در نوسانات کنترل به قادر σ = ۱۰۰ با ثابت جریمه طوریͺه دارند، ضعیف تری عملͺرد ثابت جریمه اعمال
و غیرموضعͬ مدیریت در ثابت ͷکوچ مقادیر ناکارآمدی که ͬ یابد م گسترش سرعت به عددی خطای و نیست
به نسبت بهتری پایداری اگرچه σ = ۱۰۰۰ ثابت جریمه اعمال همچنین، ͬ دهد. م نشان را موضعͬ ناپایداری های
علاوه کند. عمل بهینه ͬ تواند نم α(x) در موضعͬ تغییرات به حساسیت عدم دلیل به اما ͬ کند م ایجاد σ = ۱۰۰
همͽرایی در کندی حتͬ یا دقت کاهش به منجر ͬ تواند م غیربحرانͬ نواحͬ در بیش ازحد جریمه این اعمال این، بر

شود.

زیردامنەها تعداد آن در که ͬ دهد، م نشان کسری برگرز معادله عددی حل در را خطا همͽرایی رفتار ،۵ شͺل
است N چندجملەای درجه نشان دهنده افقͬ محور دارد. قرار ε = ۱ ثابت پخش ضریب با M = ۶۴ روی بر ثابت
ͬ دهد. م نمایش لͽاریتمͬ مقیاس در را خطا عمودی محور که حالͬ در ͬ کند م تغییر N = ۱۰ تا N = ۲ از که
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σ متفاوت مقادیر برای متفاوت Nهای ازای به خطا مقایسه :۵ شͺل

رویͺرد به مربوط که سبز منحنͬ گرفتەاند: قرار بررسͬ مورد مرزی شرایط مدیریت برای جریمه مختلف رویͺرد سه
پویای تنظیم به برتر عملͺرد این ͬ دهد. م نشان را تندتری همͽرایی نرخ است، تطبیقͬ جریمه اعمال با پیشنهادی
در شار نوسانات کاهش در مهمͬ نقش که ͬ شود، م داده نسبت d(xe) شاخص اساس بر تطبیقͬ جریمه پارامتر
به نسبت کندتری همͽرایی نرخ ،σ = ۱۰۰۰ جریمه عبارت به مربوط نمودار دارد. موضعͬ پایداری ارتقای و مرزها
در ثابت جریمه توانایی عدم دلیل به کمبود این است. بیشینه خطای کندتر کاهش نشان دهنده که دارد تطبیقͬ جریمه
σ = ۱۰۰ جریمه با ثابت جریمه به مربوط منحنͬ همچنین، است. α(x) کسری مرتبه در موضعͬ تغییرات مدیریت
در پایین تر ثابت مقادیر ناکارآمدی از حاکͬ که ͬ دهد م نشان دیͽر رویͺرد دو به نسبت ضعیف تری بسیار عملͺرد
اتفاق زودهنگام تری صورت به خطا اشباع که ͬ دهد م نشان همچنین رویͺرد این است. غیرموضعͬ اثرات کنترل
رویͺردهایی تمام در دقیق تر، بەطور است. زیردامنەها مرزهای در شار نوسانات مدیریت در ناتوانͬ دلیل به که ͬ افتد م
پدیده ظهور به که ͬ شود م مشاهده بالا مقادیر در خطا ملایم افزایش است، شده گرفته نظر در ثابت جریمه عبارت که
در عددی نوسانات به منجر و ͬ آید م وجود به معمولا˟ بالا درجه تقریب های در پدیده این ͬ شود. م داده نسبت رانگ
مقابله در را عملͺرد بهترین تطبیقͬ، جریمه نرخ اعمال با پیشنهادی رویͺرد حالیͺه، در ͬ شود، م زیردامنەها مرزهای

کند. مدیریت بهینەتر نحو به را مرزی شرایط است قادر آن پویای تنظیمات چراکه ͬ دهد، م نشان پدیده این با
ریزسازی به توجه با همͽرایی نرخ بر تطبیقͬ جریمه عبارت تأثیر بررسͬ به ϵ = ۱ ویسͺوزیته پارامتر با ،۶ شͺل
کارایی ارتقای منظور به تطبیقͬ جریمه از بهرەگیری برای نظری بستری و ͬ پردازد م N چندجملەای درجه و دامنه
وابسته زیربازه هر در تقریب درجه به همͽرایی مرتبه که ͬ دهند م نشان نتایج این، بر افزون ͬ سازد. م فراهم روش
۴ به مرتبه این N = ۴ برای که حالͬ در ͬ کند م میل ۳ مقدار به همͽرایی مرتبه N = ۳ برای ترتیب، بدین است.
به وابسته کسری دیفرانسیل معادلات برای طیفͬ دقت به دستیابی در را روش توانایی وابستگͬ این ͬ شود. م ͷنزدی

دارد. تطابق [۲] مرجع در آمده بدست نتایج با و ͬ سازد م برجسته متغیر مرتبه
که آنجا از دقیق تر، عبارت به دارد. تاکید را ϵ پخش ضریب و دامنه ریزسازی به خطا کاهش وابستگͬ ،۷ شͺل
نتیجه در و ͬ شوند م باریͷ تر و تیزتر شوک ها نتیجه در است، هموارکنندگͬ اثر کاهش معنای به ویسͺوزیته کاهش

ͬ یابد. م کاهش کندتر خطا ضعیف، پخش ضریب حضور در
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مرجع جواب با σ(x) و σ = ۱۰۲, ۱۰۳ ازای به کسری برگرز معادله عددی جواب رفتار مقایسه :۸ شͺل

پارامتر از مقدار دو برای ∆t = ۱۰−۳ و t = ۱ برای (۱ .۱) کسری برگرز معادله عددی جواب ،۸ شͺل در
شده داده نشان [۳۷] مرجع روش از استفاده با حل همراه به σe تطبیقͬ جریمه تابع ͷی و σ = ۱۰۰ شامل جریمه
ͬ دهند م نشان نتایج است. شده ارائه روش دقت ارزیابی برای مرجع خط عنوان به مرجع جواب همچنین است.
تعیین کنندەای نقش (x = ۰) دارد وجود مرزی لایەهای و تند شیب که مناطقͬ در ویژه به جریمه عبارت وجود که
ثابت مقدار از استفاده با که حالͬ در دارد. دامنه ابتدایی تکینگͬ رفتار اصلاح و عددی ناپایداری های کاهش در
گرفته بەکار روش در σ = ۱۰۳ مقدار افزایش ͬ شود، م مشاهده ابتدایی ناحیه در توجهͬ قابل نوسانات σ = ۱۰۰
جریمه تابع از استفاده دیͽر، طرفͬ از ͬ شود. م هموارتر رفتار ͷی ایجاد و نوسانات این کاهش به منجر [۳۷] در شده
کنترل همزمان، و قوی تر اصلاح امͺان است، یافته افزایش x = ۰ ͬͺنزدی مثلا́ حساس نقاط در که σe تطبیقͬ
تقویت به قادر درجەبندی، شبͺەهای از استفاده به نیاز بدون بەطوریͺه، ͬ کند، م فراهم را ناپایداری ها بر دقیق تری
روش که ͬ دهد م نشان [۳۷] مرجع در ارائەشده روش با مقایسه این، بر علاوه است. حساس نواحͬ در پایداری
نسبت بهتری عملͺرد دقت بهبود و نوسانات کاهش در ͬ تواند م جریمه پارامتر هوشمندانه انتخاب با تطبیقͬ، جریمه
این نشان دهنده نتیجه این دارد. کمتری شبͺه ریزسازی به نیاز که حالͬ در باشد داشته ثابت جریمه با روش های به
با طیفͬ روش های در عددی ناپایداری های مدیریت برای مؤثر راەحل ͷی تطبیقͬ جریمه رویͺرد که است واقعیت

است. یͺنواخت شبͺەهای

آینده پیشنهادات و نتیجەگیری ۴

مͺانͬ گسستەسازی برای تطبیقͬ جریمه نرخ اعمال با طیفͬ المان روش بر مبتنͬ ترکیبی رویͺرد ͷی مقاله، این در
متغیر مرتبه با کسری برگرز معادله عددی حل برای زمانͬ، گسستەسازی برای فراگ لیپ کرانک⁃نیͺلسون روش و
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پارامتر آن در که تطبیقͬ جریمه رویͺرد است. α(x) کسری مرتبه در موضعͬ تغییرات مدیریت به قادر که شد ارائه
بهبود را همͽرایی نرخ تنها نه ͬ شود م تنظیم d(xe) = min(|α(xe) − ۱|, |α(xe) − ۲|) شاخص اساس بر σe

ͬ کند. م جلوگیری α تند تغییرات و N > ۸ چندجملەای بالای درجات از ناشͬ عددی ناپایداری های از بلͺه ͬ بخشد م
نمایی همͽرایی و ͬ دهد م کاهش بیشتر را خطا ثابت، جریمەهای با مقایسه در روش این که دادند نشان عددی نتایج

ͬ کند. م حفظ طولانͬ شبͺەهای حضور در را
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