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Abstract: The space of trace-class or nuclear operators was studied by Grothendieck. In recent years, Ne-
ufang defined a new convolution product on this space, turning it into a Banach algebra. Many researchers
have since investigated the properties of this Banach algebra. In this article, we study the existence of left
and right (weakly) compact multipliers on a closed ideal J of the convolution algebra of nuclear operators,
and as a result, characterize J as an ideal in its second dual.
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ریاضͬ پژوهش های

۱۱۳–۱۰۴ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

جبرهای از بسته ایدآل های بر (ضعیف) فشرده ضربͽرهای
هستەای عملͽرهای پیچشͬ

(۲) نعمتͬ مهدی و ۱ رنانͬ(۱) سلطانͬ سیما

ایران. اصفهان، اصفهان، صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده (۱),(۲)

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاریخ ۱۴۰۴̸۹̸۲۴ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲̸۶̸۲۰ دریافت: تاريخ

در گرفت. قرار توجه مورد ͷگروثندی توسط هستەای یا اثر رده عملͽرهای فضای چͺیده:
جبر ͷی به را آن و کرد تعریف فضا این روی جدید پیچشͬ ضرب ͷی نئوفانگ اخیر سال های
وجود مقاله این در کردند. بررسͬ را باناخ جبر این ͬ های ویژگ زیادی دانشمندان کرد. تبدیل باناخ
را هستەای عملͽرهای پیچشͬ جبر از J بسته ایدآل بر (ضعیف) فشرده راست و چپ ضربͽرهای

ͬ کند. م سازی مشخصه دومش دوگان در را J بودن ایدآل آن، نتیجەی و ͬ کنیم م بررسͬ

فشرده گروه پیچشͬ، ضرب هستەای، عملͽرهای (ضعیف)، فشرده ضربͽر کليدي: واژەهاي
موضعͬ.

مقدمه ۱

نماد با را Y به X از کراندار و خطͬ عملͽرهای تمام باناخ فضای باشند. باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض
ͬ توان م جمله از شدەاند؛ شناخته B(X,Y ) زیرفضای عنوان به متعددی باناخ فضاهای ͬ دهیم. م نشان B(X,Y )

کراندار دنبالەهای اگر دارد نام هستەای عملͽر ، T ∈ B(X,Y ) عملͽر کرد. اشاره هستەای عملͽرهای فضای به
هر ازای به که شوند یافت گونەای به

∑∞
n=۱ ‖φn‖Y ∗‖yn‖Y < ∞ شرط با Y در (yn)n∈N و Y ∗ در (φn)n∈N

باشیم داشته x ∈ X

T (x) =
∞∑
n=۱

φn(x)yn.
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زیر هستەای نرم با ͬ دهیم. م نشان N (X,Y ) نماد با را Y به X از هستەای عملͽرهای تمام مجموعەی

‖T‖N = inf

{
∞∑
n=۱

‖φn‖Y ∗‖yn‖Y : T (x) =
∞∑
n=۱

φn(x)yn

}

ͬ شود. م باناخ فضای ͷی به تبدیل
ͬ دانیم م باشد. µ چپ هر اندازه با موضعͬ فشردەی گروه ͷی G کنیم فرض اکنون

L۲(G) =

{
f : G→ C :

∫
G

|f |۲dµ <∞
}

نظر در را L۲(G) روی کراندار و خطͬ عملͽرهای تمام از B(L۲(G)) باناخ فضای است. هیلبرت فضای ͷی
در که هستند N (X,Y ) هستەای عملͽرهای از خاصͬ حالت واقع در T (L۲(G)) اثر رده عملͽرهای ͬ گیریم. م
دارد: زیر بەصورت ساختاری T (L۲(G)) فضای ͬ گیرد. م قرار L۲(G) هیلبرت فضای همان Y و X جای به آن

T (L۲(G)) ∼= L۲(G)⊗̂L۲(G)

=

{
ξ =

∞∑
n=۱

gn ⊗ hn ∈ B(L۲(G)) : gn, hn ∈ L۲(G),
∞∑
n=۱

‖gn‖۲‖hn‖۲ <∞

}
.

به متعددی باناخ فضاهای شد اشاره که همانطور است. باناخ فضاهای تصویری تانسوری ضرب ⊗̂ آن در که
مشاهده زیر بەصورت بین این در را T (L۲(G)) باناخ فضای جایͽاه دارند. وجود B(L۲(G)) فضای زیر عنوان

ͬ کنیم: م

F(L۲(G)) ⊆ T (L۲(G)) ⊆ K(L۲(G)) ⊆ B(L۲(G)). (۱)

L۲(G) روی فشرده عملͽرهای فضای K(L۲(G)) و متناهͬ مرتبەی از عملͽرهای فضای F(L۲(G)) آن در که
T (L۲(G)) در F(L۲(G)) فضای اینکه جمله از دارند، وجود فضاها این بین دیͽری روابط ،(۱) بر علاوه است.
آن به B(L۲(G)) و T (L۲(G)),K(L۲(G)) فضاهای بین ͬ توان م که دوگانگͬ روابط همچنین است. چͽال

ͬ باشند م زیر مهم رابطەی دو کرد، اشاره

[
K(L۲(G))

]∗
= T (L۲(G)),

[
T (L۲(G))

]∗
= B(L۲(G)).

کنید. مراجعه [۱] به زمینه، این در بیشتر اطلاعات برای
که است ارزشمندی مباحث جمله از جبری، ضرب ͷی توسط باناخ جبر ͷی به باناخ فضای ͷی کردن تبدیل
طرف از باشد. پیچش جبر، ضرب عمل که مواردی در بەویژه است. گرفته قرار توجه مورد ͷهارمونی آنالیز در همواره
دادەاند. اختصاص خود به را عملͽرها نظریه از توجهͬ قابل بخش هستەای، عملͽرهای یا اثر رده عملͽرهای دیͽر،
پیچش، این ایدەی دارد. همراه به را جدید ایدەای هستەای، عملͽرهای روی پیچش یعنͬ مفهوم، دو این ترکیب
از ناجابجایی جبرهای انواع از برخͬ اخیر سال های در است. آمده وجود به (L۱(G), ∗) گروهͬ جبر پیچش از
عملͽرهای روی نئوفانگ ناجابجایی پیچش به ͬ توان م جمله از که گرفتەاند قرار مطالعه مورد متمرکز بەطور L۱(G)
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.[۲] کرد اشاره هستەای
۱ نرم از راست کراندار تقریبی همانͬ ͷی با شرکت پذیر باناخ جبر ͷی (T (L۲(G)), ∗) کرد ثابت نئوفانگ
این با T (L۲(G)) باناخ جبر که ͬ دهند م نشان نئوفانگ ͬ های بررس است. ناجابجایی پیچشͬ، جبر این است.
برخͬ در باناخ جبر این گرفت. نظر در (L۱(G), ∗) از ناجابجایی حالت عنوان به ͬ توان م را جدید پیچشͬ ضرب
پیچشͬ جبر دو این بین زیادی تفاوت های موارد، برخͬ در همچنین دارد. L۱(G) گروهͬ جبر به شبیه رفتاری موارد

عملͽرهاست. ترکیب از متفاوت T (L۲(G)) روی پیچشͬ ضرب همچنین است. شده مشاهده
جبر این باشد. گسسته G اگر تنها و اگر است راست همانͬ ͷی دارای (T (L۲(G)), ∗) کرد ثابت نئوفانگ
و اگر دارد طرفه دو همانͬ L۱(G) که صورتͬ در G = {eG} بدیهͬ حالت در مͽر ندارد؛ طرفه دو همانͬ باناخ
تقریبی همانͬ هرگز ولͬ دارد راست کراندار تقریبی همانͬ همواره T (L۲(G)) همچنین باشد. گسسته G اگر تنها
طرفه دو کراندار تقریبی همانͬ همواره L۱(G) که حالͬ در .G = {eG} بدیهͬ حالت در مͽر ندارد چپ کراندار
متفاوتͬ موضوعات و کردەاند مطالعه و تحقیق T (L۲(G)) جبر مورد در زیادی دانشمندان اخیر سال های در دارد.
مراجعه [۵] و [۴] ،[۳] به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای کردەاند. بررسͬ باناخ جبر این برای را ریاضͬ آنالیز در

کنید.
فشرده ضربͽرهای وجود مورد در مطالعه ریاضͬ آنالیز در کاربردی و مهم مفاهیم از ͬͺی دیͽر، طرف از
گروهͬ جبر بر (ضعیف) فشرده ضربͽرهای وجود [۶] در آکمن چارلز ͬ باشد. م باناخ جبرهای روی بر (ضعیف)
(ضعیف) فشرده ضربͽرهای [۸] و [۷] در است. داده قرار مطالعه مورد را G موضعͬ فشرده گروه برای L۱(G)

ضربͽرهای مورد در [۹] لوزرت ارزشمند نتایج به ͬ توان م ادامه در و است شده مطالعه L۱(G) دوم دوگان بر راست
کرد. اشاره L۱(G) و M(G) دوم دوگان بر ضعیف فشرده چپ

ͬ کنیم م بررسͬ را T (L۲(G)) بسته ایدال روی (ضعیف) فشرده راست و چپ ضربͽرهای وجود مقاله این در
ͬ کنیم. م مشخصەسازی را آن دوم دوگان در J بودن ایدال آن نتیجه عنوان به و

تعاریف ۲

برای لازم مقدمات و ͬ پردازیم م G موضعͬ فشرده گروه برای T (L۲(G)) پیچشͬ باناخ جبر معرفͬ به بخش این در
ͬ گیریم: م نظر در را زیر خطͬ دو نگاشت ابتدا ͬ کنیم. م مطرح را اصلͬ موضوع بیان
α : B(L۱(G))× T (L۱(G)) → L∞(G)

(T, ξ) 7→

α(T, ξ) : G→ C

(α(T, ξ))(t) := 〈Lt−۱TLt, ξ〉

زیر ضابطه با Lt : L
۲(G) → L۲(G) و t ∈ G, ξ ∈ T (L۱(G)), T ∈ B(L۱(G)) که بەطوری

Lt(g)(x) = g(t−۱x)

ͬ گیریم: م نظر در را زیر نمایش همچنین .g ∈ L۲(G) و x ∈ G آن در که ͬ باشد، م
β : L∞(G) → B(L۱(G))

φ 7→

β(φ) :=Mφ : L۲(G) → L۲(G)

(β(φ))(g) =Mφ(g) = φg
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است، β و α نگاشت های ترکیب که را • خطͬ دو نگاشت سپس .φ ∈ L∞(G) و g ∈ L۲(G) آن در که
داریم: زیر بەصورت



• := β ◦ α : B(L۱(G))× T (L۱(G)) → B(L۱(G))

T • ξ = β(α(T, ξ)) : L۲(G) → L۲(G)

(T, ξ) 7→
{
g 7→



[β(α(T, ξ))](g) =Mα(T,ξ)(g)

= α(T, ξ)g : G→ C

(α(T, ξ)g)(t) = α(T, ξ)(t)g(t)

= 〈Lt−۱TLt, ξ〉g(t)

(۲)

جدید پیچشͬ ضرب نهایت در .t ∈ G و g ∈ L۲(G) ،ξ ∈ T (L۲(G)) و T ∈ B(L۲(G)) که بەطوری
ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را ∗

∗ : T (L۲(G))× T (L۲(G)) → T (L۱(G))

〈ξ ∗ η, T 〉 = 〈T, ξ ∗ η〉 = 〈T • ξ, η〉
(۳)

با کنیم. معرفͬ را جدید پیچش این ضابطه داریم قصد حال .ξ, η ∈ T (L۲(G)) و T ∈ B(L۱(G)) آن در که
داریم: • تعریف به توجه

(T • ξ)(g) = 〈Lt−۱TLt, ξ〉g

= [β(〈Lt−۱TLt, ξ〉)] (g)

= M〈Lt−۱TLt, ξ〉(g),

بنابراین

(T • ξ) = β(〈Lt−۱TLt, ξ〉) =M〈Lt−۱TLt, ξ〉. (۴)

ͬ گیریم: م نظر در زیر ضابطه با را ι : L∞(G) ↬ B(L۱(G)) نشاننده اکنون

ι(φ) = β(φ) =Mφ (φ ∈ L∞(G)) (۵)

است پیوسته ضعیف*⁃ضعیف* نگاشتͬ ،ι نشاننده همچنین .φ̃(t) = φ(t−۱) t ∈ G هر برای آن در که
هر برای اکنون .σ∗ = ι بنابراین است. σ : T (L۲(G)) → L۱(G) پیش الحاق نگاشت دارای نتیجه در و
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نوشت: ͬ توان م (۵) و (۴) روابط بنابر ξ, η ∈ T (L۲(G))

〈T • ξ, η〉 = 〈β (〈Lt−۱TLt, ξ〉) , η〉 = 〈ι (〈LtTLt−۱ , ξ〉) , η〉

= 〈σ∗ (〈LtTLt−۱ , ξ〉) , η〉 = 〈〈LtTLt−۱ , ξ〉, σ(η)〉

=

∫
G

〈LtTLt−۱ , ξ〉σ(η)(t) dµ(t) =
∫
G

〈T, Lt−۱ξLt〉σ(η)(t) dµ(t)

= 〈T,
∫ W

G

Lt−۱ξLtσ(η)(t) dµ(t)〉.

(۶)

داریم: بالا روابط به توجه با سرانجام است. µ به نسبت ضعیف انتگرال
∫W

G
Lt−۱ξLtσ(η)(t) dµ(t) آن در که

ξ ∗ η =

∫ W

G

Lt−۱ξLt σ(η)(t) dµ(t) (ξ, η ∈ T (L۲(G))).

ͬ باشد. م نیز پوشا جبری هم ریختگͬ ͷی σ نگاشت که ͬ کند م اثبات [۲] مرجع از ۵ · ۳ · ۱ قضیەی در نئوفانگ
ذکر با و ͬ گیرند م قرار استفاده مورد اصلͬ نتایج اثبات های روند در که داریم نیاز تعاریفͬ و نتایج به ادامه در

ͬ کنیم. م بیان را آنها دقیق مراجع

L۲(G)⊗ روی W چپ یͺانͬ عملͽر از استفاده با G کوانتومͬ گروه برای [۱۱] و [۱۰] مراجع در .۱ .۲ ملاحظه
(T (L۲(G), ◁) حالت این در ͬ دهد. م نمایش ◁ نماد با و ͬ کند م معرفͬ T (L۲(G)) بر پیچشͬ ضرب ͷی L۲(G)

(T (L۲(G)), نئوفانگ(∗ پیچشͬ جبر باشد موضعͬ فشرده گروه ͷیG که حالتͬ در ͬ شود. م تبدیل باناخ جبر ͷی به
(T (L۲(G), ◁) ͷی طبیعͬ بەطور B(L۲(G)) اینکه به توجه با بنابراین و بود خواهد (T (L۲(G), ◁))op با برابر

داریم: T ∈ B(L۲(G)) و ξ ∈ T (L۲(G)) هر برای است دوطرفه باناخ ⁃مدول

ξ • T = T ◁ ξ, T • ξ = ξ ◁ T.

و است B(L۲(G)) از ⁃زیرمدول (T (L۲(G)), ∗) ͷی L∞(G) ،[۱۱] مرجع در آمده بەدست نتایج بنابراین
داریم: ξ ∈ T (L۲(G)) و T ∈ L∞(G) هر برای بەخصوص

ξ • T = T · σ(ξ), T • ξ = σ(ξ) · T ∈ L∞(G).

ͷی به طبیعͬ عمل با L∞(G) و است باناخ جبر ͷی پیچش عمل با L۱(G) گروهͬ جبر که است ذکر قابل
.[۱۲] ͬ شود م تبدیل طرفه دو باناخ ⁃مدول L۱(G)

روی چپ ضربͽر ͷی را T : A → A خطͬ نگاشت صورت این در باشد. باناخ جبر ͷی A کنیم فرض
هر برای هرگاه نامیم A راست ضربͽر را آن و T (ab) = T (a)b باشیم داشته a, b ∈ A هر برای هرگاه نامیم A

.T (ab) = aT (b) باشیم داشته a, b ∈ A

ra : A → A عملͽر رویAو چپ ضربͽر ͷی la(b) = ab ضابطه با la : A → A عملͽر ،a ∈ A هر برای
است. A روی راست ضربͽر ͷی ra(b) = ba ضابطه با

BA از منظور که باشد (ضعیف) فشرده A در T (BA) هرگاه گوییم (ضعیف) فشرده را T : A → A ضربͽر
است. A یͺه گوی همان

ͬ شود. م حاصل تعاریف از بەراحتͬ زیر لم اثبات
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برای اگر صورت این در باشد. پوشا همریختͬ ͷی φ : A → B و باشند باناخ جبر دو B و A کنیم فرض .۲ .۲ لم
است. B روی (ضعیف) فشرده ضربͽر ͷی نیز lφ(a) گاه آن باشد، A روی (ضعیف) فشرده la ضربͽر ،a ∈ A

و چپ منظم نمایش بەترتیب λ, ρ : G → B(L۲(G)) و موضعͬ فشرده گروه ͷی G کنیم فرض .۳ .۲ ملاحظه
ͬ شوند: م تعریف زیر بەصورت که باشند G روی راست

λ(s)f(t) = f(s−۱t), ρ(s)f(t) = ∆(s)
۱
۲f(ts) (f ∈ L۱(G), s, t ∈ G)

دهیم قرار اگر صورت این در ͬ باشد. م G روی مدولͬ تابع ∆ : G→ (۰,∞) آن در که

L(G) := {λ(s) : s ∈ G}′′, R(G) := {ρ(s) : s ∈ G}′′,

ͬ شوند. م نامیده G راست و چپ گروهͬ نویمان فون جبرهای بەترتیب L(G) و R(G) گاه آن
جابجایی نویمان فون جبر با متناظر جابجایی کوانتومͬ گروه Ga = (L∞(G),Γa, ϕa, ψa) اگر اکنون
ϕa و ψa و ͬ شود م تعریف Γa(f)(s, t) = f(st) ضابطه با Γa هم ضرب نگاشت آن در که باشد، L∞(G)

یعنͬ، Ga کوانتومͬ گروه دوگان گاه آن هستند. G روی راست و چپ هار اندازەهای با متناظر وزن های واقع در
ضابطه با Γs هم ضرب نگاشت آن در که است Gs = (L(G),Γs, ϕs, ψs) هم جابجایی کوانتومͬ گروه Ĝa

.[۱] است L(G) روي پلانچرل وزن ϕs = ψs و ͬ شود م تعریف Γs(λ(t)) = λ(t)⊗ λ(t)

کرد. تعریف نیز را R(G) راست نویمان فون جبر با متناظر G′
a = G′

s کوانتومͬ گروه ͬ توان م همچنین
بعلاوه و هستند A(G) فوریه جبر L۱(Gs) = L۱(G′

s) و L۱(G) گروهͬ جبر همان L۱(Ga) صورت این در
.R(G) = L∞(G′

a)

در کوانتومͬ، گروەهای برای ۱۰۵۹ صفحه [۱۳] مرجع در شده بیان نتایج و قبل ملاحظه به توجه با بنابراین
و است B(L۲(G)) از ⁃زیرمدول (T (L۲(G)), ∗) ͷی نیز R(G) که گرفت نتیجه ͬ توان م خاص حالت این

داریم: ξ ∈ T (L۲(G)) و T ∈ R(G) هر برای بەخصوص

ξ • T = T ◁ ξ = 〈ξ, ۱〉T =

(∫
G

σ(ξ) dµ

)
T.

اصلͬ نتایج ۳

ͬ کنیم. م اشاره ͬ باشد، م ضربͽرها روی بر که اصلͬ نتایج به بخش این در

عضو بەطوری کـه باشـد T (L۲(G)) از بسته ایدال ͷی J و موضعͬ فشرده گروه ͷی G کنیم فرض .۱ .۳ قضیه
معادل اند: زیر گزارەهای صورت این در .σ(ξ۰ ∗ ξ۰) 6= ۰ که است موجود J در ξ۰

است. فشرده G گروه .۱

است. فشرده lξ : J → J ضربͽر ، ξ ∈ J هر برای .۲

است. ضعیف فشرده lξ : J → J ضربͽر ، ξ ∈ J هر برای .۳

است. فشرده lξ۰ : J → J ضربͽر .۴

است. ضعیف فشرده lξ۰ : J → J ضربͽر .۵
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هر برای ͬ دانیم م [۱۴] بنابر صورت این در باشد. موضعͬ فشرده گروه ͷی G کنیم فرض .۱ ⇒۲ اثبات.
و η ∈ T (L۲(G)) هر برای اکنون اند. فشرده rf , lf : L۱(G) → L۱(G) ضربͽرهای ،f ∈ L۱(G)

داریم: T ∈ B(L۲(G))

(lζ∗η)
∗ (T ) = (T • ζ)︸ ︷︷ ︸

∈L∞(G)

•η

= σ(η) · (T • ζ)

=
((
rσ(η)

)∗ ◦ (lζ)∗) (T ).
تساوی های به توجه با بنابراین است. L۱(G) روی فشرده راست ضربͽر ͷی rσ(η) و σ(η) ∈ L۱(G) اما
اینکه به توجه با دیͽر، طرف از است. فشرده T (L۲(G)) روی lζ∗η نتیجه در و است فشرده نیز (lζ∗η)∗ فوق

داریم: دارد، کراندار راست تقریبی همانͬ T (L۲(G))

T (L۲(G)) ∗ T (L۲(G)) = T (L۲(G)),

است. فشرده lξ : J → J عملͽر ، ξ ∈ T (L۲(G)) هر برای که ͬ دهد م نشان این و
کنیم. اثبات را ۵⇒۱ داریم نیاز فقط بنابراین است. واضح ۴⇒۵ و ۲ ⇒۴ ،۳ ⇒۵ ،۲ ⇒۳ استلزام های
دیده بەسادگͬ است. ضعیف فشرده lξ۰ ضربͽر و σ(ξ۰ ∗ ξ۰) 6= ۰ که دارد وجود J در ξ۰ کنیم فرض بنابراین
بنابراین ͬ باشد. م Lξ۰(η) = ξ۰ ∗ η ضابطه با Lξ۰ : T (L۲(G)) → J آن در که lξ۰∗ξ۰ = lξ۰ ◦ Lξ۰ که ͬ شود م
فشرده L۱(G) روی نیز σ(ξ۰ ∗ ξ۰) ∈ L۱(G) که lσ(ξ۰∗ξ۰) ضربͽر ،۲ .۲ لم بنابر و است ضعیف فشرده نیز lξ۰∗ξ۰

است فشرده G ،[۱۴] نتایج بنابر پس است. ضعیف

و اگر است راست ایدآل است اول آرنز ضرب به مجهز که خود دوم دوگان در A باناخ جبر که است ذکر قابل
قضیه و نکته این به توجه با بنابراین پس باشند. ضعیف فشرده la : A → A ضربͽرهای a ∈ A هر برای اگر تنها

داشت: خواهیم را زیر نتیجه قبل،

.σ(ξ۰ ∗ ξ۰) 6= ۰ که باشد داشته وجود  ξ۰ ∈ J و باشد T (L۲(G)) در بسته اید آل ͷی J کنیم فرض .۲ .۳ نتیجه
باشد. فشرده G اگر تنها و اگر است راست ایدآل خود دوگان در J صورت این در

عضو بەطوری کـه باشـد T (L۲(G)) از بسته ایدال ͷی J و موضعͬ فشرده گروه ͷی G کنیم فرض .۳ .۳ قضیه

معادل اند: زیر گزارەهای صورت این در .
∫
G

σ(ξ۰) dµ 6= ۰ که است موجود J در ξ۰

است. متناهͬ G گروه .۱

است. فشرده rξ : J → J ضربͽر ، ξ ∈ J هر برای .۲

است. ضعیف فشرده rξ : J → J ضربͽر ، ξ ∈ J هر برای .۳

است. فشرده rξ۰ : J → J ضربͽر .۴

است. ضعیف فشرده rξ۰ : J → J ضربͽر .۵

اثبات را ۵⇒۱ داریم نیاز فقط بنابراین است. واضح ۴⇒۵ و ۲⇒۴ ، ۳⇒۵ ،۲⇒۳ ،۱ ⇒۲ استلزام های اثبات.
rξ۰ : J → J ضربͽر و

∫
G
σ(ξ۰)(t) dµ(t) 6= ۰ که است موجود ξ۰ ∈ J عنصر کنیم فرض بنابراین کنیم.
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در که است، ضعیف فشرده T (L۲(G)) روی نیز rξ۰∗ξ۰ = rξ۰ ◦Sξ۰ ضربͽر صورت این در باشد. ضعیف فشرده
،ξ := ξ۰ ∗ξ۰ دهیم قرار اگر حال ͬ شود. م تعریف Sξ۰(η) = η ∗ξ۰ ضابطه با Sξ۰ : T (L۲(G)) → J عملͽر آن
ضابطه با که نیز (rξ)∗ : B(L۲(G)) → B(L۲(G)) عملͽر و

∫
G
σ(ξ)(t) dµ(t) 6= ۰ و ξ ∈ J داریم گاه آن

است: ضعیف فشرده ͬ شود، م تعریف زیر

(rξ)
∗(T ) = ξ • T (T ∈ B(L۲(G))).

T ∈ R(G) هر برای ؟؟ ملاحظه بنابر طرفͬ از است. فشرده نیز (rξ)∗|R(G) : R(G) → R(G) عملͽر نتیجه در
داریم:

(rξ)
∗)(T ) = ξ • T = (

∫
G

σ(ξ) dµ)T.

در و است فشرده R(G) روی همانͬ عملͽر یعنͬ، ͬ کند؛ م عمل همانͬ عملͽر مانند R(G) روی (rξ)
∗ بنابراین

که گرفت نتیجه ͬ توان م ۱ · ۱۱ · ۷ گزاره [۱۵] از بنابراین و خواهدشد انعکاسͬ نویمان فون جبر ͷی R(G) نتیجه
است. متناهͬ G درنتیجه و است البعد متناهͬ R(G)

و اگر است چپ ایدآل است اول آرنز ضرب به مجهز که خود دوم دوگان در A باناخ جبر که است ذکر قابل
قضیه و نکته این به توجه با بنابراین پس باشند. ضعیف فشرده ra : A → A ضربͽرهای a ∈ A هر برای اگر تنها

داشت. خواهیم را زیر نتیجه قبل،

.
∫
G

σ(ξ۰) dµ 6= ۰ که باشد داشته وجود  ξ۰ ∈ J و باشد T (L۲(G)) در بسته اید آل ͷی J کنیم فرض .۴ .۳ نتیجه

باشد. متناهͬ G اگر تنها و اگر است چپ ایدآل خود دوگان در J صورت این در
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