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Abstract: Time delay frequently appears in many real-world engineering systems, whether in the state
function, the control input signal, or even in the measurement process. This phenomenon essentially rep-
resents the time interval during which, after an input is applied, the system’s output is not yet observed; in
other words, time delay is precisely the time gap between the moment an input is applied and the onset of
a detectable system response. Systems involving time delays are of great significance; however, obtaining
analytical solutions for them is typically difficult or even impossible. Consequently, numerical methods
serve as a key tool for solving optimal control problems based on such systems. In recent years, the use of
orthogonal functions for the numerical solution of optimal control problems has attracted considerable at-
tention. These functions act as a powerful instrument by approximating unknown functions (such as state
and control) using an appropriate basis set, thereby transforming the original problem into an algebraic
one that is considerably easier to solve than the original problem. In this paper, a numerical method based
on shifted Chebyshev functions is presented for solving optimal control problems of linear systems with
piecewise-constant delay. The choice of these basis functions is justified not only by their high approxi-
mation accuracy over arbitrary intervals but also by their numerical stability and the reduction they offer in
the condition number of the associated operational matrices. Unlike standard Chebyshev functions, which
are defined only over the interval [−1, 1], shifted Chebyshev functions enable direct discretization over
the system’s physical time intervals and prevent errors arising from unnecessary variable transformations.
Using these basis functions, the original problem is converted into a nonlinear programming problem and
solved using an interior-point algorithm in theMATLAB environment. Furthermore, convergence analysis
of the proposed method is provided over a general interval, and numerical studies, including comparisons
with methods based on block-pulse and Legendre functions, are conducted. The obtained results demon-
strate that the proposed method not only achieves superior accuracy but also exhibits better performance
in terms of numerical stability and computational cost.

Keywords: Shifted Chebyshev functions, orthogonal functions, time-delay systems, piecewise-constant.

©2026 Kharazmi University, Tehran, Iran. This article is an open-access article distributed under
the terms and conditions of the Creative Commons Attribution-NonComertial 4.0 International (CC BY-
NC 4.0 license) (http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/).

1Corresponding author
E-mail addresses: (Hajar Alimorad) h.alimorad@jahromu.ac.ir

h.alimorad@jahromu.ac.ir


۲۵۸۸ −۲۵۴۶ چاپی: شاپا

۲۲۸۸ −۲۵۵۴ :ͬͺترونیͺال شاپا

DOI: xxxx

ریاضͬ پژوهش های
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توابع ͷکم به خطͬ تأخیری سیستم های بهینه کنترل مسأله حل
چبیشف انتقال یافته

۱ ͬ مراد عل هاجر

ایران. جهرم، جهرم، دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ کاربردها، و ریاضیات گروه

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۹̸۱۹ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۱̸۳̸۳۰ دریافت: تاريخ

حالت، تابع در چه واقعͬ، دنیای مهندسͬ سیستم های از بسیاری در اغلب زمانͬ تأخیر چͺیده:
واقع در پدیده این ͬ شود. م ظاهر اندازەگیری، فرآیند در حتͬ یا و کنترل ورودی سیͽنال در چه
به ͬ شود؛ نم مشاهده سیستم خروجͬ هنوز ورودی، ͷی اعمال از پس که است مدت زمانͬ بیانگر
قابل تشخیص پاسخ آغاز و ورودی اعمال لحظە بین زمانͬ فاصلە همان زمانͬ تأخیر دیͽر، عبارت
جواب بەدست آوردن اما برخوردارند، بالایی اهمیت از تأخیر دارای سیستم های است. سیستم
کلیدی ابزاری عددی روش های رو، این از است. غیرممͺن یا دشوار معمولا آن ها برای تحلیلͬ
اخیر، سال های در ͬ شوند. م محسوب سیستم هایی چنین بر مبتنͬ بهینە کنترل مسائل حل برای
است. گرفته قرار ویژەای توجه مورد بهینه کنترل مسائل عددی حل برای متعامد توابع از استفاده
ͷی پایە بر کنترل) و حالت (مانند مجهول توابع تقریب با قدرتمند، ابزاری بەعنوان توابع این
سادەتر بەمراتب آن حل که ͬ کنند م تبدیل جبری مسألە ͷی به را اصلͬ مسألە مناسب، پایە مجموعە
برای انتقال یافته چبیشف توابع بر مبتنͬ عددی روش ͷی مقاله، این در است. اصلͬ مسألە حل از
پایەها این انتخاب ͬ شود. م ارائه قطعەقطعه ثابت تأخیر با خطͬ سیستم های بهینە کنترل مسائل حل
عدد کاهش و عددی پایداری بەخاطر بلͺه دلخواه، بازەهای در تقریب بالای دقت بەدلیل نەتنها
بر تنها که استاندارد چبیشف توابع برخلاف ͬ شود. م توجیه مرتبط، عملͽری ماتریس های شرط
بازەهای در مستقیم گسستەسازی امͺان انتقال یافته چبیشف توابع ͬ شوند، م تعریف [−۱, بازه [۱
جلوگیری غیرضروری متغیرهای تغییر از ناشͬ خطاهای از و ͬ آورند م فراهم را سیستم ͬͺفیزی
با و شده تبدیل غیرخطͬ برنامەریزی مسألە ͷی به اصلͬ مسألە پایەها، این از استفاده با ͬ کنند. م
روش همͽرایی تحلیل همچنین، ͬ گردد. م حل متلب محیط در درونͬ نقطە الͽوریتم بەکارگیری
بلاک پالس توابع بر مبتنͬ روش های با مقایسه شامل عددی مطالعات و شده ارائه کلͬ بازە ͷی در
دقت نظر از نەتنها پیشنهادی روش که ͬ دهند م نشان بەدست آمده نتایج است. شده انجام لژاندر و
ͬ دهد م نشان خود از بهتری عملͺرد نیز محاسباتͬ هزینە و عددی پایداری جهت از بلͺه دارد، برتری

ثابت. قطعەای تأخیری، سیستم های متعامد، توابع چبیشف، انتقال یافته توابع کليدي: واژەهاي
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۸۳ خطͬ... تأخیری سیستم های بهینه کنترل مسأله حل

مقدمه ۱

کنترل مسائل و دیفرانسیل معادلات حل برای گستردەای بەطور متعامد توابع بر مبتنͬ روش های اخیر، سال های در
کنترل) و حالت متغیرهای (مانند مجهول توابع تقریب روش ها، این اصلͬ ویژگͬ گرفتەاند. قرار استفاده مورد بهینه
که ͬ شود م تبدیل جبری معادلات سیستم ͷی به اصلͬ مسألە که بەگونەای است، متعامد پایە مجموعە ͷی توسط
پایەای بردار  اساس بر گسستەشده فرم ͷی به مسأله کاهش رویͺرد، این اصلͬ ایده است. سادەتر بەمراتب آن حل

است: زیر صورت به ψ(t)

∫ t

α

· · ·
∫ t

α︸ ︷︷ ︸
k−tiⅿes

ψ(σ)(dσ)k ≈ PkΨ(t), (۱ .۱)

متعامد پايەای توابع ψi(t) آن در که ،ΨT(t) = [ψ۰(t), ψ۱(t), . . . , ψk−۱(t)] که ͬ شود م فرض روش، این در
معادله در (۱ .۱) رابطه جایͽزینͬ با است. ثابت مربعͬ ماتریس ͷی P و هستند، [α, β] بازه در شده تعریف
P ماتریس توان های بەصورت نهایی نتیجە و شده محاسبه تحلیلͬ بەصورت ظاهرشده انتگرال های تمام انتگرالͬ،
معادلات سیستم ͷی به اصلͬ معادله ،ψi(t) توابع با متناظر ضرایب محاسبه با نهایت، در ͬ شود. م بیان Pk بەویژه
توابع از دسته سه تاکنون، است. وابسته Ψ پایەای بردار انتخاب به P ماتریس وضوح، به ͬ گردد. م تبدیل جبری
کاربردهای جمله از گرفتەاند. قرار استفاده مورد چارچوب این در لاگ˼ر توابع و بلاک پالس توابع والش، توابع پایەای
،[۴۱ ،۳۱] زمان تغییرناپذیر سیستم های مانند سیستم هایی شناسایی کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م والش توابع
و [۱۷ ،۶] بعدی دو و خطͬ دو سیستم های ،[۴۰ ،۲۸] شده توزیع پارامتر سیستم های ،[۳۰] تأخیر با سیستم هایی

.[۷] زمان با متغیر و [۵] زمان ناپذیر تغییر بهینه کنترل سیستم های مانند سیستم هایی تحلیل و تجزیه برای
[۱۲ ،۱۰–۸] تحلیل و تجزیه ،[۲۰ ،۱۶ ،۱۱] سیستم شناسایی جمله از گوناگونͬ کاربردهای در نیز بلاک پالس توابع
بازه روی بر متعامدی خاصیت دارای که لاگ˼ر توابع دیͽر، سوی از شدەاند. گرفته بەکار [۲۸] و [۱۵] بهینه کنترل و

گرفتەاند. قرار استفاده مورد [۱۸ ،۱۳] سیستم شناسایی برای عمدتا هستند نیمەنامتناهͬ
شیمیایی، فرآیندهای مانند متنوعͬ حوزەهای در و است واقعͬ سیستم های از بسیاری در رایج پدیدەای زمانͬ تأخیر
مدل های همچنین و حمل ونقل سیستم های ،ͬͺانیͺم و ͬͺترونیͺال دستگاەهای صنعت، متالورژی، زیست شناسͬ،
زمان از ناشͬ معمولا تأخیرها این ͬ شود. م دیده عصبی شبͺەهای و اقتصادی رشد جمعیت، رشد مانند نظری
کاربرد تأخیری دیفرانسیل معادلات هستند. سیستم در محاسبه و پردازش زمان یا ماده یا سیͽنال انتقال برای لازم
کنونͬ مقدار به نەتنها حالت متغیر ͷی تغییر نرخ که ͬ شوند م ظاهر زمانͬ و دارند مهندسͬ و علوم در گستردەای
برخوردارند، بالایی اهمیت از تأخیر دارای سیستم های رو، این از باشد. وابسته نیز گذشتەاش مقادیر به بلͺه آن،
روش های چالش، این به پاسخ در است. غیرممͺن یا دشوار معمولا آن ها برای تحلیلͬ جواب بەدست آوردن اما
بهینە کنترل مسائل حل برای گستردەای بەطور اخیر سال های در پایه چندجملەای های یا متعامد توابع بر مبتنͬ عددی
والش توابع ،[۳۹] پالس بلاک توابع به ͬ توان م توابع این جمله از گرفتەاند. قرار استفاده مورد تأخیری سیستم های
و ،[۳۵] لاگرانژ چندجملەای های ،[۳۶] فیبوناچͬ موجͷ های ،[۲۱] لژاندر چندجملەای ،[۳۲] فوریه سری ،[۲۷]
عملͺرد بهبود برای ترکیبی پایە توابع از پژوهشͽران از بسیاری اخیر، سال های در همچنین، کرد. اشاره ،[۱۹] لاگر

.[۳۸ ،۳۷ ،۳۳ ،۲۴–۲۲] کردەاند استفاده عددی روش های
محاسباتͬ کارایی و عددی پایداری بالا، دقت به دستیابی در کلیدی نقشͬ پایه توابع مناسب انتخاب وجود، این با
نمایی، دقت جمله، از انتخاب این دلایل ͬ شود. م استفاده انتقال یافته چبیشف توابع از مقاله، این در دارد. روش
ساختار راستا، این در شد. خواهد توجیه بعدی بخش در سیستم، ͬͺفیزی بازەهای با مستقیم انطباق و عددی پایداری

است: زیر بەشرح مقاله
تأخیر تابع با تأخیری سیستم های پرداخت. خواهیم یافته انتقال چبیشف و چبیشف توابع معرفͬ به ۲ بخش در
شرایط ،۵ بخش در ͬ پردازد. م پیشنهادی حل روش ارایه به ۴ بخش است. شده معرفͬ ۳ بخش در ثابت قطعەای

شدەاند. آورده ۶ بخش در روش کارآیی بررسͬ برای عددی مثال های شد. خواهد بیان شده ارایه روش بهینگͬ



۱۰۳−۸۱ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ ͬ مراد عل هاجر ۸۴

انتقال یافته چبیشف و چبیشف توابع ۲

:[۲] ͬ شوند م تعریف زیر صورت به t ∈ [−۱, ۱] بازه در اول نوع از چبیشف چندجملەای های

Tn(t) = cos
(
n cos−۱(t)

)
, (۱ .۲)

جبری: چندجملەای ͷی بەعنوان صریح تر، بەصورت یا

Tn(t) =

[n۲ ]∑
i=۰

(−۱)i
n!

(۲i)!(n− ۲i)!
(

۱ − t۲)i tn−۲i, (۲ .۲)

صحیح جزء یعنͬ ،n۲ مساوی یا کوچͷ تر صحیح عدد بزرگ ترین نمایانگر [n۲ ] آن در که n = ۰, ۱, ۲, . . . برای
ͬ باشد: م زير چبيشف معادله جواب Tn(t) چندجملەای است. n

۲(
۱ − t۲) d۲y

dt۲ − t
dy

dt
+ n۲y = ۰.

یعنͬ: هستند؛ متعامد w = ۱
(۱−t۲)

۱
۲

وزن تابع به نسبت [−۱, ۱] بازه در Tm(t) و Tn(t) چندجملەايهای همچنین،

∫ ۱

−۱

Tn(t)Tm(t)

(۱ − t۲)
۱
۲
dt =


۰, n ̸= m;
π
۲ , n = m ̸= ۰;
π, n = m = ۰.

حل و عددی تقریب در گستردەای کاربردهای که هستند مهمͬ ساختاری ͬ های ویژگ دارای چندجملەای ها این
کرد: اشاره زیر بازگشتͬ رابطه به ͬ توان م ͬ ها ویژگ این جمله از دارند. دیفرانسیل معادلات

Tn+۱(t)− ۲tTn(t) + Tn−۱(t) = ۰,

آن ها: مشتق به مربوط رابطه همچنین و

(۱ − t۲)T
′

n(t) = −ntTn(t) + nTn−۱(t),

است: زیر بەصورت بازه مرکز و انتهایی نقاط در چندجملەای ها این خاص مقادیر
Tn(۱) = ۱,
Tn(−۱) = (−۱)n,
T۲n(۰) = (−۱)n,
T۲n+۱(۰) = ۰.

داد: بسط چبیشف سری بەصورت ͬ توان م را [−۱, ۱] بازه بر تعریف شده f(t) تحلیلͬ تابع هر

f(t) =
∞∑
k=۰

fkTk(t) (۳ .۲)

ͬ شوند: م محاسبه زیر بەصورت چندجملەای ها متعامدی خاصیت از استفاده با fk ضرایب آن در که

fk = λ

∫ ۱

−۱

f(t)Tk(t)

(۱ − t۲)
۱
۲
dt,



۸۵ خطͬ... تأخیری سیستم های بهینه کنترل مسأله حل

تقریب اول جمله N با را فوق سری عمل، در .λ = ۲
π

،k = ۱, ۲, ... برای و λ = ۱
π

،k = ۰ اگر آن در  که
ͬ زنیم: م

f(t) ≈
N−۱∑
k=۰

fkTk(t) = fT
NΦN(t)

fN =


f۰
f۱
...

fN−۱

 , ΦN(t) =


T۰(t)
T۱(t)

...
TN−۱(t)

 .
از حالتͬ، چنین در ͬ شود. م تعریف [a, b] دلخواه بازه ͷی بر f(t) تابع مهندسͬ، کاربردهای از بسیاری در

ͬ گردند: م تعریف زیر بەصورت که ͬ شود م استفاده انتقال یافته چبیشف چندجملەای های

T ∗
n(t) = Tn(

۲
b− a

t− b+ a

b− a
), a ≤ t ≤ b, n ≥ ۰, (۴ .۲)

بەطوريͺه

T۰(t) = ۱, T۱(t) = t, Tn(t) = ۲tTn−۱(t)− Tn−۲(t), n ≥ ۲, −۱ ≤ t ≤ ۱ (۵ .۲)

چندجملەای های ͬ های ویژگ تمام بنابراین، ͬ کند. م نگاشت [−۱, ۱] به خطͬ بەصورت را [a, b] بازه تبدیل، این
زنجیرەای قاعده طریق از نیز T ∗

n(t) مشتقات برقرارند. نیز T ∗
n(t) برای متعامدی) و بازگشتͬ رابطه (مانند استاندارد

ͬ شوند: م بیان زیر بەصورت

dT ∗
n(t)
dt

= dTn(t)
dt

(
b−a

۲

)
;

dkT ∗
n(t)

dtk
=
(
b−a

۲

)k dkTn(t)
dtk

.

از: عبارتند دنباله این اول جمله سه مثال، بەعنوان

T ∗
۰ (t) = ۱;

T ∗
۱ (t) =

( ۲
b−a

)
t−
(
b+a
b−a

)
=
(
b+a
a−b

)
−
( ۲
a−b

)
t;

T ∗
۲ (t) = ۲

(
b+a
a−b

− ۲
a−b

t
) (

b+a
a−b

− ۲
a−b

t
)
− ۱

= ۲
(
b+a
a−b

− ۲
a−b

t
)۲ − ۱.

ماتریسͬ بەصورت ͬ توان م را T ∗(t) = [T ∗
۰ (t), T

∗
۱ (t), . . . , T

∗
N(t)] انتقال یافته پایه توابع بردار کلͬ، حالت در

:[۱] نوشت زیر
T ∗(t) = φ(t)MT ,

φ(t) = [۱ t ... tN ]

چبیشف پایەهای و توانͬ پایەهای بین ارتباط که است ضرایب از ( (N + ۱) × (N + ۱) ماتريس ͷی M که
ͬ کند. م تعریف را انتقال یافته

M =


۱ ۰ . . . ۰

a+b
(a−b)۱

−۲
(a−b)

. . . ۰
... ... . . . ۰

N∑
k=۰

aN−kbk(۲N
۲k)

(a−b)N
−N

N−۱∑
k=۰

aN−(k+۱)bk( ۲N
۲k+۱)

(a−b)N
. . . (−۱)N ۲۲N−۱

(a−b)N


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از: است عبارت T ∗(t) تابع nام مرتبه مشتق صورت این در

T ∗(n)

(t) = φ(n)(t)MT ,

جایی که
φ(n)(t) = φ(t)(BT )n

و

BT =



۰ ۱ ۰ ۰ . . . ۰ ۰
۰ ۰ ۲ ۰ . . . ۰ ۰
... ... ... ... . . . ... ...
۰ ۰ ۰ ۰ . . . N − ۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ . . . ۰ N
۰ ۰ ۰ ۰ . . . ۰ ۰



تعریف اعداد از خاصͬ بازه در فقط Tn(t) استاندارد چبیشف توابع انتقال یافته: چبیشف توابع کارایی بررسͬ
دو تبدیل روش این کنیم. استفاده تبدیل روش ͷی از باید دیͽر، بازەهای در توابع این از استفاده برای و ͬ شوند م
با تطابق عدم و ͬ شود، م شدیدتر نامتقارن یا طولانͬ بازەهای در که محاسباتͬ خطای افزایش دارد: اصلͬ مشͺل
مقادیر در معمولا˟ شͺست) (نقاط مهم نقاط زیرا است، مشͺل ساز تأخیری سیستم های در که مسأله اصلͬ ساختار
برطرف را مشͺلات این که ͬ شوند م تعریف دیͽری بەصورت انتقال یافته چبیشف توابع ͬ دهند. م رخ زمان واقعͬ

است. شده آورده ۱ جدول در رویͺرد این مزایای از برخͬ دارند. متعددی مزایای و ͬ کند م
همواری انتقال یافته: چبیشف شدەاند)، استفاده [۴۳ ،۲۵] مراجع در (که بلاک پالس توابع با مقایسه در همچنین،

انتقال یافته و استاندارد چبیشف توابع مقایسه :۱ جدول

انتقال یافته چبیشف استاندارد چبیشف معیار

[a, b] در عالͬ [−۱, ۱] در خوب [۴۲] تقریب دقت

پایدار ذاتاً متغیر تغییر به وابسته [۳] عددی پایداری

پایین تر طولانͬ) بازەهای در (بەویژه بالاتر [۱۴] ماتریس شرط عدد

کارآمد و مستقیم متغیر تغییر محاسبه شامل [۴] محاسباتͬ هزینه

دقیق تر باشد داشته بیشتری خطای است ممͺن [۲۶] مرزها در رفتار

حاصل بالاتری دقت توابع، از کمتری تعداد با ،[۲۶] هموار) پاسخ با سیستم هایی برای (مناسب دارند بیشتری
.[۴۲] دارد جبری۲ خطای بلاک پالس که حالͬ در نمایی۱دارند، همͽرایی خطای ͬ شود، م

نشان دهنده شرط عدد ͬ یابد. م افزایش کندتری رشد با انتقال یافته چبیشف روش در عملͽر ماتریس های شرط عدد
موضوع این ͬ کند. م تضمین را روش بهتر پایداری آن، کندتر رشد و است عددی خطاهای به سیستم حساسیت

ͬ یابد. م بیشتری اهمیت دارند، دقیق محاسبات به نیاز که تأخیری مسائل در بەویژه
1exponential
2algebraic
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ثابت قطعەای تاخیر تابع با تاخیرخطͬ سیستم های ۳

و ذاتͬ پدیده ͷی کنترل ورودی یا حالت متغیرهای در زمانͬ تأخیر حضور ،ͬͺفیزی سیستم های از بسیاری در
دینامیͷ های یا پردازش، زمان سیͽنال، انتقال زمان مانند ͬͺفیزی محدودیت های از ناشͬ معمولا که است ناخواسته
سیستم پاسخ واگرایی حتͬ یا ناپایداری عملͺرد، کاهش به منجر ͬ توانند م تأخیرهایی چنین ͬ باشد. م سیستم داخلͬ
نظریه در بالایی اهمیت از کنند، جبران را تأخیر مخرب اثرات بتوانند که کنترل کنندەهایی طراحͬ رو، این از شوند.

است. برخوردار کنترل
سیستم ͷدینامی رعایت ضمن که است u(t) کنترل قانون یافتن هدف تأخیری، سیستم های بهینه کنترل مسائل در
برای لازم اطلاعات اینجا در تأخیر، بدون سیستم های برخلاف سازد. بهینه را معین هزینه تابع ͷی تأخیر، دارای
یا x(t− τ) گذشته مقادیر به است ممͺن بلͺه ندارد، بستگͬ حالت کنونͬ مقادیر به تنها t لحظه در کنترل محاسبه
اغتشاش ͷی تحت که بͽیرید نظر در را کانونͬ فرم در خطͬ سیستم ͷی مثال، بەعنوان باشد. وابسته نیز u(t− σ)

:[۳۴] دارد قرار ورودی یا حالت در تأخیر با و d(t) خارجͬ

ẋi(t) = xi+۱(t);

ẋn(t) =
n−۱∑
i=۱

aixi(t− τi) + bu(t− σ) + d(t).
(۱ .۳)

روش های با ͬ توان نم را سیستمͬ چنین هستند. ثابت) قطعەقطعە (یا ثابت تأخیرهای σ ≥ ۰ و τi ≥ ۰ آن در که
در کرد. حل بەراحتͬ همیلتون–ژاکوبی–بلمن) معادله یا پونتریاگین ماکسیمم اصل (مانند بهینه کنترل ͷکلاسی
توابع جمله از متعامد، پایه مجموعەهای از استفاده با مجهول توابع تقریب بر مبتنͬ عددی روش های شرایطͬ، چنین
امͺان رویͺرد این کنند. تبدیل جبری بهینەسازی مسأله ͷی به را تأخیری سیستم ͬ توانند م انتقال یافته، چبیشف
خطاهای از سیستم، ͬͺفیزی ساختار حفظ با حال، عین در و ͬ آورد م فراهم را بهینەسازی الͽوریتم های بەکارگیری

ͬ کند. م جلوگیری نامناسب گسستەسازی از ناشͬ
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به کلͬ حالت در ثابت، قطعەای تاخیر تابع با تأخیری سیستم های بهینه کنترل

min J(u, x) = ۱
۲x

T (tf )Sx(tf ) +
۱
۲

∫ tf

t۰

[
xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)

]
dt

+۱
۲

∫ tf

t۰

[
xT (t− h(t))E(t)x(t− h(t)) + uT (t− h(t))F (t)u(t− h(t))

]
dt

(۲ .۳)

زير خطͬ تاخيری ديفرانسيل معادلات دستگاه به مشروط
dx(t)
dt

= A(t)x(t) + B(t)x(t− h(t)) + C(t)u(t) +D(t)u(t− h(t)), t ∈ (t۰, tf );

x(t) = gx(t), t۰ − α ≤ t ≤ t۰;

u(t) = gu(t), t۰ − α ≤ t ≤ t۰;

(۳ .۳)

آن در که

h(t) =


τ۱, t۰ ≤ t < t۱;
τ۲, t۱ ≤ t < t۲;
...
τk, tk−۱ ≤ t ≤ tk,

(۴ .۳)

ابعاد با معلوم ماتریس هایی B(t) و A(t) ماتریس های u(t) ∈ Rq ،x(t) ∈ Rp ،t۰ < t۱ < · · · < tk = tf و
نیم ماتریس های Q(t) و S ماتریس های ،p × q ابعاد با معلوم ماتریس هایی D(t) و C(t) ماتریس های و p × p
نامنفͬ و کسری اعداد τi همچنین، هستند. q × q ابعاد با مثبت معین ماتریس R(t) و p× p ابعاد با مثبت معین

.α = max{τ۱, τ۲, ..., τk} و ͬ باشد م [t۰, tf ] بازه در معلوم و
کند. کمینه را J(u, x) تابع و کرده صدق (۴ .۳) و (۳ .۳) معادلات در که است u(t) و x(t) یافتن مسأله هدف
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انتقال یافته چبیشف توابع ͷکم به مسأله گسستەسازی ۴

u∗(t) بهینه کنترل آن ها در که نقاطͬ (یعنͬ شͺست نقاط ثابت، تأخیر با سیستم های در که ͬ شود م یادآوری ابتدا در
ثابت، قطعەای تأخیر با سیستم های در مقابل، در دارند. بستگͬ زمانͬ تأخیر مقدار به تنها ͬ شود) م ناپیوستگͬ دچار
،. . . ،t۱ ،t۰ تقسیم بندی شده زمان های به همچنین و τk ، . . . ،τ۲ ،τ۱ تأخیر پارامترهای مقادیر به شͺست نقاط این
سیستم های با مقایسه در ثابت، قطعەای تأخیر با سیستم های برای بهینه کنترل مسأله حل رو، این از وابستەاند. tk

دارد. بیشتری پیچیدگͬ ثابت، تأخیر با
بەصورت را بازه این دقیق تر، تحلیل برای .tf = tk بەطوری که باشد، [t۰, tf ] بەصورت مسأله اصلͬ بازه کنید فرض

ͬ کنیم: م تقسیم بندی زیر
.t− τr ∈ [tr−۱ − τr, tr − τr) آنگاه t ∈ [tr−۱, tr) اگر

و دارند هم پوشانͬ بازەها این از برخͬ که است بدیهͬ ͬ کنیم؛ م محاسبه را t− τr با متناظر بازەهای مرحله، این در
باشد. tr − τr ≤ t۰ است ممͺن ،r مقادیر برخͬ برای
ͬ نماییم: م تعیین زیر روند با را جدید بازەهای بنابراین،

ͬ دهیم. م نمایش [hrr−۱ , hrr) بەصورت را [tr−۱ − τr, tr − τr) بازه هر (۱
باشد: برقرار زیر رابطه r = l, l + ۱ متوالͬ شاخص دو برای کنید فرض (۲

t۰ ≤ hll−۱ ≤ hl+۱l
≤ tl−۱ ≤ hll ≤ tl ≤ hl+۱l+۱ ≤ tl+۱,

و [tl, hl+۱l+۱) ،[hll , tl) ،[tl−۱, hll) ،[hl+۱l
, tl−۱) ،[hll−۱ , hl+۱l

) از: عبارتند جدید بازەهای حالت، این در
.[hl+۱l+۱ , tl+۱)

نیستند، تأخیر شامل لزوماً سیستم در توابع همه اینکه به توجه با .tk − τk < tk آنگاه ،τk ̸= ۰ اگر همچنین، (۳
تمام سپس و کرده تقسیم (۲) گام روش طبق را بازه این است. تقسیم بندی نیازمند نیز [tk − ۲τk, tk − τk] بازه
را (۳) و (۲) گام های از بەدست آمده جدید بازەهای مجموعه نهایت، در ͬ کنیم. م جمع τk با را حاصل زیربازەهای
برای که است ذکر به لازم باشد. m با برابر بازەها این کل تعداد ͬ کنیم م فرض و ͬ دهیم م نشان [Ir−۱, Ir) نماد با
.u(t) = gu(t) و x(t) = gx(t) یعنͬ: پیش تعیین شدەاند؛ از کنترل و حالت مقادیر ،t− τr ≤ t۰ آن در که t هر

کنید: فرض مثال عنوان به

h(t) =


۰٫۱, ۰ ≤ t < ۰٫۳۵;
۰٫۳, ۰٫۳۵ ≤ t < ۰٫۷;
۰٫۵, ۰٫۷ ≤ t ≤ ۱,

صورت این در

h(t− τ) =


t− ۰٫۱, −۰٫۱ ≤ t < ۰٫۲۵;
t− ۰٫۳, ۰٫۰۵ ≤ t < ۰٫۴;
t− ۰٫۵, ۰٫۲ ≤ t ≤ ۰٫۵,

و
−۰٫۱ < t۰ = ۰ < ۰٫۰۵ < ۰٫۲ < t۱ = ۰٫۳۵ < ۰٫۴ < ۰٫۵,

ͬ آید: م بەدست زیر بەصورت [۰, ۰٫۵) زمانͬ بازه نهایی افراز بنابراین،

[۰, ۰٫۰۵), [۰٫۰۵, ۰٫۲), [۰٫۲, ۰٫۲۵), [۰٫۲۵, ۰٫۳۵), [۰٫۳۵, ۰٫۴), [۰٫۴, ۰٫۵).

،τk = ۰٫۵ اینکه به توجه با ͬ کنیم. م محاسبه t ∈ [۰٫۵, ۱] برای را t− τk مقدار ابتدا ،[۰٫۵, ۱] بعدی بازه افراز برای
زیربازەهای همان بنابراین، است. شده افراز قبلͬ گام در قبلا بازه این .[۰٫۵ − ۰٫۵, ۱ − ۰٫۵] = [۰, ۰٫۵] داریم:
افراز نتیجه، در ͬ کنیم. م اضافه را τk = ۰٫۵ مقدار آن ها از ͷی هر به و گرفته نظر در را [۰, ۰٫۵) برای تعریف شده

بود: خواهد زیر بەصورت [۰٫۵, ۱] بازه

[۰٫۵, ۰٫۵۵), [۰٫۵۵, ۰٫۷), [۰٫۷, ۰٫۷۵), [۰٫۷۵, ۰٫۸۵), [۰٫۸۵, ۰٫۹), [۰٫۹, ۱].
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ͬ دهیم. م نمایش r = ۱, . . . , ۱۲ برای [Ir−۱, Ir) بەصورت را آن ها که ͬ آید م بەدست زمانͬ زیربازه ۱۲ مجموع، در
ͬ شود: م تعریف ثابت تکەای بەصورت زیربازەها این در h(t) تأخیر تابع

h(t) =


۰٫۱, t ∈ [Ir−۱, Ir), r = ۱, . . . , ۴;
۰٫۳, t ∈ [Ir−۱, Ir), r = ۵, . . . , ۸;
۰٫۵, t ∈ [Ir−۱, Ir), r = ۹, . . . , ۱۲.

حالت توابع تقریب بعدی، هدف ثابت، قطعەای تأخیر ساختار گرفتن نظر در با زمانͬ افرازبندی این انجام از پس
انتقال یافته چبیشف متعامد توابع پایه بر تقریب این است. چبیشف متناهͬ سری های توسط u(t) کنترل و x(t)

لذا، ͬ شود. م انجام

xN(t) =
N∑
j=۰

axjT
∗
j (t) (۱ .۴)

uN(t) =
N∑
j=۰

aujT
∗
j (t) (۲ .۴)

باید که هستند مجهولͬ مقادیر auj و axj ضرایب و است j درجه از انتقال یافته چبیشف چندجملەای T ∗
j آن در که

کرد: بازنویسͬ زیر ماتریسͬ فشردە بەصورت ͬ توان م را (۲ .۴) و (۱ .۴) روابط شوند. تعیین

[x(t)] = T ∗(t)Ax
j ;

[u(t)] = T ∗(t)Au
j ,

جایی که

T ∗(t) = [T ∗
۰ (t), T

∗
۱ (t), . . . , T

∗
N(t)];

Ax
j = [ax۰ , a

x
۱ , . . . , a

x
N ];

Au
j = [au۰ , a

u
۱ , . . . , a

u
N ].

رابطه به توجه با بنابراین

T ∗(t) = φ(t)MT
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کرد: بازنویسͬ زیر بەصورت ͬ توان م را (۳ .۳) مسأله

J(x, u) = ۱
۲

m−۱∑
i=۰

(
Ax

ij

)T (
MφT (tf )Sφ(tf )M

T
)
Ax

ij

+۱
۲

m−۱∑
i=۰

(
Ax

ij

)T (∫ Ii+۱

Ii

(
MφT (t)Q(t)φ(t)MT

)
dt

)
Ax

ij

+۱
۲

m−۱∑
i=۰

(
Au

ij

)T (∫ Ii+۱

Ii

(
MφT (t)R(t)φ(t)MT

)
dt

)
Au

ij

+۱
۲

m−۱∑
i=۰

χ
[Ii,Ii+۱)

(t)
(
Ax

ij

)T (∫ Ii+۱

Ii

(
MφT (t− τi+۱)E(t)φ(t− τi+۱)M

T
)
dt

)
Ax

ij

+۱
۲

m−۱∑
i=۰

χ
[Ii,Ii+۱)

(t)
(
Au

ij

)T (∫ Ii+۱

Ii

(
MφT (t− τi+۱)F (t)φ(t− τi+۱)M

T
)
dt

)
Au

ij

S.to :
m−۱∑
i=۰

((
φ(t)BTMT − A(t)φ(t)MT

)
Ax

ij −
(
C(t)φ(t)MT

)
Au

ij

)
−

m−۱∑
i=۰

χ
[Ii,Ii+۱)

(t)
(
B(t)φ(t− τi+۱)M

T
)
Ax

ij

+
m−۱∑
i=۰

χ
[Ii,Ii+۱)

(t)
(
D(t)φ(t− τi+۱)M

T
)
Au

ij = ۰;

gx(t) = φ(t)MTAx
ij, t۰ − α ≤ t ≤ t۰;

gu(t) = φ(t)MTAu
ij, t۰ − α ≤ t ≤ t۰.

(۳ .۴)

ͬ شود: م تعريف زير صورت به χ
[Ii,Ii+۱)

مشخصه تابع

χ
[Ii,Ii+۱)

(t) =

{
۱, t ∈ [Ii, Ii+۱);

۰, t /∈ [Ii, Ii+۱).

با و fmincon کتابخانەای تابع در MATLAB-R2020a نرم افزار از استفاده با مذکور غیرخطͬ برنامەریزی مسأله
اساس بر تصمیم متغیرهای برای اولیه حدس است. شده حل (interior−point) درونͬ نقطه روش بەکارگیری

است: شده گرفته نظر در زیر بەصورت نیز الͽوریتم توقف معیار است. گردیده تعیین مسأله اولیه JN∣∣∣∣شرایط − JN−۱

JN

∣∣∣∣ < ε,

و Ax
ij مجهول ضرایب بهینه مقادیر الͽوریتم، همͽرایی از پس است. N تکرار در هزینه تابع مقدار JN آن در که

ͬ شوند. م u(t) بهینه کنترل و x(t) مسیر توابع عددی تقریب های به منجر بەترتیب که ͬ آیند م بەدست Au
ij

خطا تحلیل ۵
باشند هموار [۰, ۱] بازه در u(t) و x(t) که کنیم فرض ͬ کنیم. م بررسͬ را شده ارایه روش همͽرایی بخش، این در
N درجه چبیشف چندجملەای ریشەهای ،j = ۰, ۱, ۲, .., N برای ،tj نقاط در x(t) نظیر چبیشف سری xN(t) و

:[۲۶ ،۳] صورت این در باشد.

x(t)− xN(t) =
x(N+۱)(ξ)

(N + ۱)!

N∏
j=۰

(t− tj), ξ ∈ [۰, ۱].



۹۱ خطͬ... تأخیری سیستم های بهینه کنترل مسأله حل

داریم: آنگاه

∥x(t)− xN(t)∥L∞([−۱,۱]) ≤
۱

۲۲N(N + ۱)!
∥x(N+۱)(t)∥L∞([−۱,۱]) (۱ .۵)

بر آن N درجه انتقال یافته چبیشف چندجملەای تقریب xN(t) و x(t) ∈ CN+۱([a, b]) کنید فرض .۱ .۵ قضیه
یعنͬ: باشد؛ [a, b] بازه روی

xN(t) =
N∑

n=۰

axn T
∗
n(t),

بی نهایت نُرم در تقریب خطای آنگاه هستند. [a, b] بازه به انتقال یافته چبیشف چندجملەای های T ∗
n(·) آن در که

است: کران دار زیر بەصورت

∥x− xN∥L∞([a,b]) ≤
(b− a)N+۱

۲۲N+۱(N + ۱)!
∥∥x(N+۱)(t)

∥∥
L∞([a,b])

.

و باشد، h(t) = τk ثابت قطعەقطعە تأخیرهای شامل (۲ .۳) بهینه کنترل مسأله ͬͺدینامی سیستم اگر این، بر علاوه
خطای آنگاه ،(x(t) ∈ CN+۱([t۰ − α, tf ]) (یعنͬ باشد هموار کافͬ بەاندازه [t۰ − α, tf ] بازه کل در x(t) تابع

داریم: و است کنترل تحت x(t− h(t)) و x(t) برای هم زمان تقریب

max
{
∥x− xN∥L∞([t۰,tf ]), ∥x(·, h(·))− xN(·, h(·))∥L∞([t۰,tf ])

}
≤ CN

∥∥x(N+۱)(t)
∥∥
L∞([t۰−α,tf ])

,

آن: در که

CN =
(tf − t۰ + α)N+۱

۲۲N+۱(N + ۱)!
.

خطͬ متغیر تغییر از استفاده با :[a, b] عمومͬ بازه در تقریب خطای اول: قسمت اثبات.

τ =
۲

b− a
t− b+ a

b− a
,

چندجملەای x̂N(τ) کنید فرض ͬ شود. م تبدیل [−۱, ۱] روی x̂(τ) = x
(

(b−a)τ+(b+a)
۲

)
تابع به x(t) تابع

خطای ،([۲۶] به کنید (مراجعه تقریب نظریه در استاندارد نتیجه طبق باشد. x̂(τ) برای N درجه چبیشف درونیاب
است: زیر بەصورت چبیشف ریشەهای نقاط در درونیابی

∥x̂(τ)− x̂N(τ)∥L∞([−۱,۱]) ≤
۱

۲N(N + ۱)!
∥∥x̂(N+۱)(τ)

∥∥
L∞([−۱,۱]).

داریم: بالا، مرتبه مشتق های برای زنجیرەای قاعده از استفاده و t اصلͬ متغیر به بازگشت با

x(N+۱)(t) =

(
۲

b− a

)N+۱

x̂(N+۱)(τ).

x̂(N+۱)(τ)∥∥بنابراین:
∥∥
L∞([−۱,۱]) =

(
b− a

۲

)N+۱ ∥∥x(N+۱)(t)
∥∥
L∞([a,b])

.

نتیجه: در

∥x(t)− xN(t)∥L∞([a,b]) ≤
۱

۲N(N + ۱)!

(
b− a

۲

)N+۱ ∥∥x(N+۱)(t)
∥∥
L∞([a,b])

=
(b− a)N+۱

۲۲N+۱(N + ۱)!
∥∥x(N+۱)(t)

∥∥
L∞([a,b])

.
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ͬ کند. م صدق نیز بی نهایت نُرم در پس است، برقرار t ∈ [a, b] تمام در کران این
.(۲ .۳ (مسأله تأخیری سیستم با ارتباط دوم: قسمت

در x(t) اینکه فرض با ͬ شود. م ظاهر نیز t− h(t) در بلͺه t در نەتنها x(t) حالت تابع ،۲ .۳ بهینه کنترل مسأله در
زیربازه هر برای ͬ توان م ،(x(t) ∈ CN+۱([t۰ − α, tf ]) (یعنͬ باشد هموار کافͬ بەاندازه [t۰ − α, tf ] بازه کل

کرد. اعمال جداگانه بەطور را چبیشف تقریب است، ثابت h(t) = τi که [ti, ti+۱]

همان با نیز x(t − h(t)) برای تقریب خطای ،t ∈ [t۰, tf ] همه برای t − h(t) ∈ [t۰ − α, tf ] که آنجا از
است. L = tf − t۰ + α حداکثر تأخیر، برای مؤثر بازه طول که تفاوت این با فقط ͬ شود، م کنترل بالا کران

بنابراین:

∥x(t− h(t))− xN(t− h(t))∥L∞([t۰,tf ]) ≤
LN+۱

۲۲N+۱(N + ۱)!
∥∥x(N+۱)∥∥

L∞([t۰−α,tf ])
.

x(t−h(t)) و x(t) شامل دو هر زیرا ͬ شود، م ظاهر (۳ .۳) ͬͺدینامی محدودیت و (۲ .۳) هزینه تابع در خطا این
است. ضروری پیشنهادی عددی روش همͽرایی تضمین برای خطا این کنترل بنابراین، هستند.

نمایش را (۲ .۳) مسأله دقیق جواب که باشد انتقال یافتەای چبیشف چندجملەای xN(t) کنید فرض حال .۲ .۵ قضیه
نقاط از محدودی تعداد از استفاده با و مذکور روش با که باشد چندجملەای این عددی تقریب xN(t) و ͬ دهد م

که: بەطوری دارد وجود α مانند مثبتͬ حقیقͬ عدد صورت، این در است. شده محاسبه

∥x(t)− xN(t)∥ ≤ α
۱

۲۲N+۱∥x
(N+۱)(t)∥L∞([a,b]) +

√
۳π

۸
∥A− A∥,

و xN(t) =
N∑

n=۰
axnT

∗
n(t) ، xN(t) =

N∑
n=۰

axnT
∗
n(t) جايي كه

A = [ax۰ , a
x
۱ , ..., a

x
N ] , A =

[
ax۰ , a

x
۱ , ..., a

x
N

]
.

در x(t) برای تقریب بهترین که باشد N حداکثر درجه از ͬ مقداری حقیق چندجملەای xN(t) کنید فرض اثبات.
داریم: مثلثͬ نامساوی از استفاده با آنگاه است. نظر مورد فضای

∥x(t)− xN(t)∥۲ ≤ ∥x(t)− xN(t)∥۲ + ∥xN(t)− xN(t)∥۲.

ͬ شود: م زده تخمین زیر بەصورت اول جمله ،(۱ .۵) رابطه اساس بر

∥x(t)− xN(t)∥۲ =

(∫ ۱

۰
|x(t)− xN(t)|۲dt

) ۱
۲

≤

(∫ ۱

۰

(
(b− a)N+۱

۲۲N+۱(N + ۱)!
∥x(N+۱)(t)∥L∞([a,b])

)۲

dt

) ۱
۲

=
√
L (b−a)N+۱

۲۲N+۱(N+۱)!∥x
(N+۱)(t)∥L∞([a,b])
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داریم: دوم، جمله برای

∥xN(t)− xN(t)∥۲ =

∫ ۱

۰

[
N∑

n=۰

(axn − axn)T
∗
n(t)

]۲

dt

 ۱
۲

≤

(∫ ۱

۰

[
N∑

n=۰

(axn − axn)
۲

][
N∑

n=۰

|T ∗
n(t)|۲

]
dt

) ۱
۲

=

[
N∑

n=۰
(axn − axn)

۲
] ۱

۲
(

N∑
n=۰

∫ ۱

۰
|T ∗

n(t)|۲dt

) ۱
۲

=
√

۳π
۸ ∥A− A∥۲.

در است. شده استفاده آن ها نُرم ثابت مقدار و انتقال یافته چبیشف چندجملەای های تعامد خاصیت از آن در که
ͬ شود. م همͽرا xN(t) دقیق جواب به و یافته بهبود x̄N(t) تقریب دقت ،tj نقاط تعداد افزایش با نتیجه،

عددی مثالهای ۶

ͬ شود م گرفته نظر در
∣∣∣JN−JN−۱

JN

∣∣∣ < ε بەصورت عددی روش در توقف شرط ،ε > ۰ داده شده مقدار ͷی برای
آن در که

JN(u, x) =
۱
۲x

T
N(tf )SxN(tf ) +

۱
۲

∫ tf

t۰

[
xTN(t)Q(t)xN(t) + uTN(t)R(t)uN(t)

]
dt

+۱
۲

∫ tf

t۰

[
xTN(t− h(t))E(t)xN(t− h(t)) + uTN(t− h(t))F (t)uN(t− h(t))

]
dt

واقعͬ بهینه جواب های به به ترتیب uN(t) و xN(t) تقریب های شود، انتخاب ͷکوچ بەاندازەکافͬ ε که صورتͬ در
عددی مثال های تمامͬ در پیشنهادی عددی روش کلͬ الͽوریتم اساس، این بر بود. خواهند همͽرا u∗(t) و x∗(t)

است: زیر بەصورت

الͽوریتم:
کنید. انتخاب را چبیشف) سری (درجه N مناسب مثبت صحیح عدد : گام۱:

نمایید. محاسبه (۲ .۴) و (۱ .۴) روابط اساس بر را uN(t) و xN(t) ،(۳ .۴) مسأله حل با گام۲:

بە را uN(t) و xN(t) جواب و کرده متوقف را الͽوریتم باشد، برقرار
∣∣∣JN−JN−۱

JN

∣∣∣ < ε توقف شرط اگر گام۳:
۲ گام به و کرده جایͽزین N + ۱ با را N صورت، این غیر در بͽیرید. نظر در تقریبی بهینه جواب های عنوان

است. شده گرفته نظر در ε = ۱۰−۵ مقدار ارائەشده، عددی مثال های تمامͬ در بازگردید.

:[۴۳] بͽیرید درنظر را زیر تأخیری خطͬ سیستم .۱ .۶ مثال
ẋ(t) = −x(t) + x(t− ۱

۳) + u(t)− ۱
۲u(t−

۲
۳), t ∈ [۰, ۱];

x(t) = ۱, t ∈ [−۱
۳ , ۰];

u(t) = ۰, t ∈ [−۲
۳ , ۰].
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عددی پیادەسازی مراحل :۲ جدول

خروجͬ توضیحات مرحله

{[I۰, I۱), . . . , [Im−۱, Im]} زیربازەهای نقاط اساس بر [t۰, tf ] زمانͬ بازه تقسیم
h(t) قطعەای تأخیر تابع شͺست

۱

M ماتریس انتقال ماتریس محاسبه ۲

T ∗
j (t) توابع بازه به مقادیر تبدیل با پایه توابع تعریف

[−۱, ۱]
۳

Au و Ax برای مجهول ضرایب بردارهای تعریف
کنترل و حالت

۴

JN(A
x, Au) عددی انتگرال گیری با هزینه تابع پیادەسازی ۵

محدودیت ها تابع غیرخطͬ صورت به ͬͺدینامی قیود تعریف ۶

بردارهای و optimoptions پارامترهای
اولیه

اولیه حدس و بهینەسازی پارامترهای تنظیم ۷

[Aopt, J
∗] بهینەسازی مسئله حل ۸

uN(t) و xN(t) بهینه ضرایب از تقریبی توابع بازسازی ۹

کند: کمینه را زیر تابع که است بهینەای کنترل یافتن هدف

J =
۱
۲

∫ ۱

۰

[
x۲(t) +

۱
۲
u۲(t)

]
dt

ͬ شود: م تقسیم پیوسته زیربازه سه به [۰, ۱] زمانͬ بازه ،τ = ۲
۳ و τ = ۱

۳ مختلف تأخیر دو وجود به توجه با

[I۰, I۱) =

[
۰,

۱
۳

)
, [I۱, I۲) =

[
۱
۳
,

۲
۳

)
, [I۲, I۳] =

[
۲
۳
, ۱
]
.

ͬ شوند: م زده تقریب N = ۵ درجه انتقال یافته چبیشف چندجملەای های با کنترل و حالت توابع زیربازه، هر در

x
(i)
N (t) = X(i)(t)MTAx

i , u
(i)
N (t) = X(i)(t)MTAu

i , i = ۰, ۱, ۲,

است. iام زیربازه روی انتقال یافته چبیشف پایەهای بردار X(i)(t) =
[
T ∗

۰ (t), T
∗

۱ (t), . . . , T
∗
N(t)

]
آن در که

ͬ باشد: م زیر بەصورت پایین مثلثͬ بەصورت چبیشف انتگرال گیری ماتریس M ماتریس

M =



۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
−۱ ۱

۲ ۰ ۰ ۰ ۰
۱ −۲ ۱

۲ ۰ ۰ ۰
−۱ ۹

۲ −۳ ۱
۲ ۰ ۰

۱ −۸ ۱۰ −۴ ۱
۲ ۰

−۱ ۲۵
۲ −۲۵ ۳۵

۲ −۵ ۱
۲


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است: مشتق گیری ماتریس BT و

BT =


۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۳ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۴ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۵
۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰


است: زیر بەصورت گسستەشده قیود و هزینه تابع

min J =
۲∑

i=۰

[(
Ax

ij

)T (∫ Ii+۱

Ii

(MXT (t)X(t)MT )dt

)
Ax

ij

]
+

۲∑
i=۰

[
۱
۲

(
Au

ij

)T (∫ Ii+۱

Ii

(MXT (t)X(t)MT )dt

)
Au

ij

]
S. to :

۲∑
i=۰

[
(X(t)BTMT )Ax

ij

]
=

۲∑
i=۰

[
−
(
X(t)MT

)
Ax

ij +
(
X(t− ۱

۳)M
T
)
Ax

ij

]
+

۲∑
i=۰

[(
X(t)MT

)
Au

ij − ۱
۲

(
X(t− ۲

۳)M
T
)
Au

ij

]
,

X(t)MTAx
ij = ۱, t ∈ [−۱

۳ , ۰];

X(t)MTAu
ij = ۰, t ∈ [−۲

۳ , ۰].

تابع x(t) برای اولیه حدس و است Au
ij و Ax

ij تصمیم متغیرهای با غیرخطͬ برنامەریزی مسأله ͷی نهایی مسأله
است.

∣∣∣JN−JN−۱
JN

∣∣∣ < ε توقف معیار است. صفر تابع u(t) برای اولیه)، شرایط با (متناظر x(t) = ۱ ثابت
ͬ شوند: م محاسبه زیر صورت به uN و xN مقادیر لذا،

xN =



۰٫۲۱۱۰۰۱t۴ − ۰٫۷۰۲۱۹۱t۳ + ۱٫۰۴۲۷۹۷t۲ − ۰٫۹۸۶۶۱۵t+ ۰٫۹۹۹۹۹۹,

۰ ≤ t < ۱
۳ ;

−۰٫۱۷۶۸۱۱t۴ + ۰٫۳۳۶۳۵۹t۳ + ۰٫۱۲۶۳۸۷t۲ − ۰٫۶۶۴۶۳۳t+ ۰٫۹۶۰۸۱۷,
۱
۳ ≤ t < ۲

۳ ;

−۰٫۰۸۹۴۵۸t۴ + ۰٫۸۱۵۷۱۵t۳ − ۱٫۵۸۴۴۴۱t۲ + ۱٫۳۶۷۱۳۷t+ ۰٫۲۰۷۳۸۷,
۲
۳ ≤ t ≤ ۱

uN =



−۰٫۲۹۸۷۷۸t۴ + ۰٫۴۸۱۶۶۴t۳ − ۱٫۱۳۹۲۹۸t۲ + ۱٫۱۰۵۲۷۳t− ۰٫۹۸۶۷۶۷,

۰ ≤ t < ۱
۳ ;

−۰٫۱۲۸۹۲۵t۴ + ۰٫۰۹۴۸۶۹t۳ − ۰٫۳۶۶۶۵۸t۲ + ۱٫۴۱۰۶۲۹t− ۱٫۱۶۲۱۷۴,
۱
۳ ≤ t < ۲

۳ ;

۰٫۳۳۸۳۱۰t۴ − ۰٫۸۰۹۵۰۵t۳ + ۱٫۴۰۱۵۵۸t۲ − ۰٫۲۹۵۲۰۷t− ۰٫۶۳۵۱۵۷,
۲
۳ ≤ t ≤ ۱

است. ͷنزدی بسیار [۴۳] مرجع در گزارش شده مقدار به که استاست ۰٫۳۷۳۲۱۰ با برابر J بهینه مقدار
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.۱ .۶ مثال در بهینه کنترل و حالت تابع :۱ شͺل

.۱ .۶ . مثال در N مقدار سه برای هدف تابع نسبی خطای :۲ شͺل

N = ۱۲ یعنͬ دقت بالاترین در بەدست آمده مقدار نسبی، خطای محاسبه برای مرجع مقدار اینکه فرض با
ͬ شود: م محاسبه زیر بەصورت نسبی خطای JN∣∣∣∣باشد، − Jref

Jref

∣∣∣∣ .
:[۴۳] بͽیرید درنظر را زیر تأخیری خطͬ سیستم .۲ .۶ مثال

ẋ۱(t) = (t۲ + ۱)x۱(t− ۱
۲) + x۲(t− ۱

۲) + u(t) + (t+ ۱)u(t− ۱
۴);

ẋ۲(t) = ۲x۲(t− ۱
۲) + (t+ ۱)u(t) + (t۲ + ۱)u(t− ۱

۴);

x۱(t) = ۱, x۲(t) = ۱, t ∈ [−۱
۲ , ۰];

u(t) = ۱, t ∈ [−۱
۴ , ۰];

کند: کمینه را زیر تابع که است بهینەای کنترل یافتن هدف

J =
۱
۲

∫ ۱

۰

[
x۲

۱(t) + ۲tx۱(t)x۲(t) + t۲x۲
۲(t) + (t۲ + ۱)u۲(t)

]
dt



۹۷ خطͬ... تأخیری سیستم های بهینه کنترل مسأله حل

.۱ .۶ مثال در N مقدار سه برای هدف تابع نسبی خطای :۳ جدول

نسبی خطای JN N

۲٫۶ × ۱۰−۴ ۰٫۳۷۳۲۱۰ ۵

۲٫۵ × ۱۰−۵ ۰٫۳۷۳۱۱۸ ۸

· · · ۰٫۳۷۳۱۱۳ ۱۲

جایی که ͬ کنیم؛ م حل N = ۵ و انتقال یافته چبیشف توابع ͷكم با را مسأله

{
[I۰, I۱) =

[
۰, ۱

۴

)
, [I۱, I۲) =

[۱
۴ ,

۱
۲

)
;

[I۲, I۳) =
[۱

۲ ,
۳
۴

)
, [I۳, I۴] =

[۳
۴ , ۱
]
.

ͬ شوند: م محاسبه زیر صورت به uN و xN مقادیر لذا،

x۱N
=



−۱٫۵۱۱۷۱۰t۴ + ۳٫۲۲۸۴۴۳t۳ + ۱٫۴۳۲۸۷۶t۲ + ۴٫۶۶۵۴۱۹t+ ۲٫۲۲۰۷۵۹,

۰ ≤ t < ۱
۴ ;

−۱٫۵۱۱۷۱۰t۴ + ۳٫۲۲۸۴۴۳t۳ + ۱٫۴۱۲۶۳۰t۲ − ۴٫۶۵۰۲۳۵t+ ۲٫۳۸۵۲۵۹,
۱
۴ ≤ t < ۱

۲ ;

۱٫۹۷۷۷۳۱t۴ − ۲٫۷۹۲۹۷۶t۳ + ۵٫۴۲۱۸۶۲t۲ − ۵٫۸۸۴۹۰۴t+ ۲٫۳۶۷۸۶۸,
۱
۲ ≤ t < ۳

۴ ;

۲٫۸۴۰۸۴۴t۴ − ۶٫۲۹۵۸۰۴t۳ + ۳٫۵۴۷۲۶۷t۲ + ۱٫۳۸۲۰۱۲t− ۰٫۸۲۳۱۵۸
۳
۴ ≤ t ≤ ۱

x۲N
=



−۱٫۴۱۳۸۶۹t۴ + ۲٫۶۲۱۴۱۲t۳ + ۰٫۴۶۶۰۸۹t۲ + ۰٫۰۹۳۵۹۹t+ ۰٫۹۹۹۹۹۷,

۰ ≤ t < ۱
۴ ;

−۰٫۸۱۹۷۴۲t۴ + ۱٫۴۳۱۵۱۰t۳ + ۲٫۳۵۶۳۸۷t۲ − ۴٫۸۴۸۸۹۳t+ ۲٫۱۳۵۰۳۴,
۱
۴ ≤ t < ۱

۲ ;

۲٫۴۵۱۰۹۰t۴ − ۴٫۳۱۵۷۳۸t۳ + ۶٫۱۴۲۶۶۲t۲ − ۵٫۹۹۱۹۶۲t+ ۲٫۲۷۲۷۳۱,
۱
۲ ≤ t < ۳

۴ ;

۲٫۳۵۴۷۴۰t۴ − ۳٫۶۰۳۶۶۶t۳ − ۱٫۰۴۷۴۰۸t۲ + ۳٫۷۵۴۶۳۶t− ۱٫۲۶۲۶۸۳,
۳
۴ ≤ t ≤ ۱
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uN =



۱٫۰۲۵۵۶۲t۴ − ۵٫۹۸۳۶۵۲t۳ + ۲٫۶۲۹۱۷۶t۲ + ۳٫۸۶۱۹۴۸t− ۲٫۹۰۶۸۰۹,

۰ ≤ t < ۱
۴ ;

۱۰٫۹۹۷۳۵۵t۴ − ۱۵٫۵۱۹۶۸۳t۳ + ۵٫۰۸۲۲۳۳t۲ + ۳٫۷۹۹۸۴۴(t)− ۲٫۹۳۴۵۴۵,
۱
۴ ≤ t < ۱

۲ ;

۸٫۶۴۹۸۵۲t۴ − ۱۹٫۱۵۹۵۸۶t۳ + ۱۶٫۳۴۶۴۰۸t۲ − ۳٫۵۶۳۴۱۱t− ۱٫۴۶۷۲۲۸,
۱
۲ ≤ t < ۳

۴ ;

۳٫۲۱۶۱۴۵t۴ − ۱۱٫۳۱۳۴۸۳t۳ + ۱۵٫۲۵۱۱۴۹t۲ − ۸٫۱۵۷۳۴۳t+ ۱٫۰۰۳۵۲۴,
۳
۴ ≤ t ≤ ۱

است. ۱٫۵۶۲۲۴۱ برابر J بهینه مقدار

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Time

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x 2N
(t

)

x
2N

.۲ .۶ مثال در x۲ بهینه حالت تابع (ب)
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.۲ .۶ مثال در بهینه حالت تابع :۳ شͺل
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.۲ .۶ مثال در بهینه کنترل تابع :۴ شͺل

:[۲۵] بͽیرید نظر در را زیر خطͬ تأخیری بهینه کنترل مسأله .۳ .۶ مثال

min J = ۳
۲x

۲(۱) + ۱
۲

∫ ۱

۰
u۲(t)dt

S. to : ẋ(t) = x(t− h(t)) + u(t), ۰ < t < ۱;

x(t) = ۱, t ≤ ۰
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است. شده گرفته نظر در زیر ثابت قطعەای تأخیر تابع آن در که

h(t) =

{
۰٫۲, ۰ ≤ t < ۰٫۴;

۰٫۵, ۰٫۴ ≤ t ≤ ۱

ͬ كنيم: م محاسبه را t− τi بازەهای ابتدا ͬ کنیم؛ م حل N = ۵ و انتقال یافته چبیشف توابع ͷكم با را مسأله

t− ۰٫۲ ∈ [−۰٫۲, ۰٫۲); t− ۰٫۵ ∈ [−۰٫۱, ۰٫۵];

ͬ شوند: م افراز زیر صورت به بازەها این داشت، خواهیم متفاوت تأخیر دو [۰٫۲, ۰٫۵) بازه در اینکه به توجه با

[۰, ۰٫۲), [۰٫۲, ۰٫۴), [۰٫۴, ۰٫۵)

با را t جدید بازەهای در سپس و کرده تقسيم بندی مجدد [۰٫۵ − ۰٫۵, ۱ − ۰٫۵] بەصورت را [۰٫۵, ۱] بازه همچنین
بنابراین ͬ کنیم. م جایͽزین t+ ۰٫۵

[۰٫۵, ۱] = [۰٫۵, ۰٫۷) ∪ [۰٫۷, ۰٫۹) ∪ [۰٫۹, ۱]
}و

[I۰, I۱) = [۰, ۰٫۲), [I۱, I۲) = [۰٫۲, ۰٫۴), [I۲, I۳) = [۰٫۴, ۰٫۵),

[I۳, I۴) = [۰٫۵, ۰٫۷), [I۴, I۵) = [۰٫۷, ۰٫۹), [I۵, I۶) = [۰٫۹, ۱]

در صورت این در ͬ شود. م گرفته نظر در x(t) بازەهای با یͺسان بازەهای u(t) تابع برای که است ذکر به لازم
ͬ آید. م بدست یͺسان u(t) توابع بازەها از برخͬ

uN(t) =


−۰٫۶۳۳۴۹۶t۲ + ۲٫۹۱۴۰۸۴t− ۲٫۲۰۴۵۶۸, ۰ ≤ t < ۰٫۲;

۱٫۲۶۶۹۹۳t− ۱٫۹۰۰۴۸۹, ۰٫۲ ≤ t < ۰٫۵;

−۱٫۲۶۷۰, ۰٫۵ ≤ t ≤ ۱

xN(t) =



۰٫۲۱۱۱۶۵t۳ + ۱٫۴۵۷۰۴۱۸t۲ − ۱٫۲۰۴۵۶۸t+ ۱,

۰ ≤ t < ۰٫۲;

−۰٫۰۵۲۷۹۱t۴ + ۰٫۵۲۷۹۱۴t۳ − ۰٫۲۷۲۸۶۶t۲ − ۰٫۵۹۹۶۰۵t+ ۰٫۹۴۲۳۷۶,

۰٫۲ ≤ t < ۰٫۴;

۰٫۶۳۳۴۹۶t۲ − ۰٫۹۰۰۴۸۹t+ ۰٫۹۵۰۱۴۶,

۰٫۴ ≤ t < ۰٫۵;

−۰٫۰۵۲۷۹۱t۴ + ۰٫۵۹۱۲۶۳t۳ − ۱٫۴۰۹۹۹۲t۲ + ۰٫۷۲۵۹۴۷t+ ۰٫۵۷۷۱۹۲,

۰٫۵ ≤ t < ۰٫۷;

−۰٫۰۱۰۵۵۸t۵ + ۰٫۱۵۸۳۷۴t۴ − ۰٫۳۸۱۳۰۸t۳ + ۰٫۰۴۷۷۹۶t۲ − ۰٫۱۶۲۳۲۰t

+۰٫۷۶۹۳۲۸, ۰٫۷ ≤ t < ۰٫۹;

۰٫۲۱۱۱۶۵t۳ − ۰٫۷۶۶۹۹۳t۲ + ۰٫۲۹۱۷۷۲t+ ۰٫۶۸۶۳۸۶,

۰٫۹ ≤ t ≤ ۱

شده مقایسه [۲۵] و [۴۳] مراجع در هدف تابع مقادیر با مثال ها تمام برای هدف تابع مقدار ،۴ جدول در
ما روش جواب به گزارش شده مقدار است. شده استفاده چبیشف و بلاک پالس ترکیب از ،[۴۳] مرجع در است.
مقدار است. شده استفاده بلاک پالس روش از ،[۲۵] مرجع در کردیم. گزارش ۴ جدول در را نتایج و است، ͷنزدی

است. سادەتر سیستم زیرا است، یͺسان ما روش با گزارش شده
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.۳ .۶ مثال در بهینه حالت تابع (آ)

.۳ .۶ مثال در بهینه کنترل تابع :۵ شͺل

هدف تابع مقادیر مقایسه :۴ جدول

مرجع بلاک⁃پالس توابع از استفاده با J∗ مقدار پیشنهادی روش با J∗ مقدار مثال شماره
[۴۳] ۵۱۹

۱۳۹۱ ۰٫۳۷۳۲۱۰ ۱ .۶
[۴۳] ۷۵۳

۴۸۲ ۱٫۵۶۲۲۴۱ ۲ .۶
[۲۵] ۰٫۳۲۶۹۷۹۸۱ ۰٫۳۲۶۹۷۹۸۱ ۳ .۶

نتیجەگیری ۷

بر روش این کردیم. معرفͬ ثابت قطعەای تأخیر با تأخیری کنترل مسایل حل برای کارآمد روش ͷی ما مقاله، این در
صورت به که هستند توابعͬ چبیشف چندجملەای های است. انتقال یافته چبیشف چندجملەای های از استفاده اساس
باشد. کم آن ها تعداد اگر حتͬ آورند، بدست توابع تقریب در را بالایی دقت ͬ توانند م و ͬ شوند م محاسبه بازگشتͬ
دقت ͬ توان م توابع، این تعداد افزایش با همچنین، آوریم. بدست پیچیدەتر توابع از کارآمد تقریبی ͬ توانیم م بنابراین،
مورد تقریبی جواب همͽرایی تحقیق، این طͬ در داد. کاهش را حاصل خطای و داده افزایش را تقریبی جواب
شده ارایه مقاله این در عددی مثال چند پیشنهادی، روش کاربرد و کارآیی نمایش منظور به است. گرفته قرار بررسͬ
قطعەای تأخیر با تأخیری کنترل مسایل حل در ͬ تواند م چͽونه پیشنهادی روش که ͬ دهند م نشان مثال ها این است.
پایدار و کارآمد راەحلͬ عددی، بهینەسازی و انتقال یافته چبیشف پایەهای ترکیب با پیشنهادی روش باشد. موثر ثابت
پایه، توابع از کمͬ تعداد با بالا دقت شامل آن مزایای ͬ دهد. م ارائه تأخیری سیستم های بهینه کنترل مسائل برای

است. پیچیدەتر سیستم های به تعمیم قابلیت دلخواه، بازەهای در عددی پایداری
باشد: زیر موارد در ͬ تواند م مقاله، این نتایج اساس بر آتͬ تحقیقات

تحقیقات است، داشته تمرکز ثابت قطعەای تأخیرهای روی بر مقاله این ͬ که حال در تأخیر: دیͽر نوع مورد در تحقیق
مختلف شرایط تحت پیشنهادی روش چͽونه ببینند تا باشند داشته تمرکز تأخیرها، دیͽر نوع روی بر ͬ توانند م آتͬ

ͬ کند. م عمل
یا غیرخطͬ سیستم های مانند دیͽر، سیستم های روی بر پیشنهادی روش چͽونه متفاوت: سیستم های بررسͬ

ͬ کند. م عمل دارند، اضافͬ محدودیت های که سیستم هایی
دیͽر تقریب روش های آیا است. کرده استفاده تقریب برای چبیشف چندجملەهای از مقاله این تقریب: بهبود

خیر. یا دهند ارایه را دقیق تری نتایج ͬ توانند م
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