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Abstract: LetG be a finite group. A subsetX ⊆ G is called a pairwise non-commuting set if xy ̸= yx
for all distinct elements x, y ∈ X . If |X| ≥ |Y | for every other pairwise non-commuting set Y in G,
then X is called a maximal pairwise non-commuting set. A p-group G is defined as an A2-group if it
contains a nonabelian subgroup of index p such that all subgroups of index p2 are abelian. In this paper,
we determine the exact maximum size of such sets in finite A2-groups.
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ریاضͬ پژوهش های

۶۵–۵۷ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

A۲⁃گروەهای در ناجابەجاشونده دوبەدو مجموعۀ بزرگترین
متناهͬ

(۲) فولادی شیرین و ۱ (۱) عرفͬ رضا

ایران تهران، خوارزمͬ، دانشͽاه کامپیوتر، و ریاضͬ علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه (۲),(۱)

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۱۰̸۹ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۴̸۹̸۱۹ دریافت: تاريخ

دوبەدو مجموعەای را G از X زیرمجموعەی باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض چͺیده:
اگر .xy ̸= yx باشیم داشته X از y و x متمایز عضو دو هر برای هرگاه ͬ نامیم م ناجابەجایی
آن گاه باشد، برقرار G در ناجابەجایی دوبەدو عناصر از Y دیͽر مجموعەی هر برای |X| ≥ |Y |
اگر ͬ گویند م A۲⁃گروه را G p⁃گروه ͷی ͬ نامیم. م ناجابەجایی دوبەدو مجموعەی بزرگترین را X
این در باشند. آبلͬ p۲ اندیس با آن زیرگروەهای همەی و باشد p اندیس از ناآبلͬ زیرگروهͬ دارای
بەدست متناهͬ A۲⁃گروەهای در را ناجابەجایی دوبەدو مجموعەی بزرگترین دقیق اندازەی مقاله،

ͬ آوریم. م

ناجابەجایی. دوبەدو اعضای A۲⁃گروەها، کلیدی: واژەهای

مقدمه ۱
عناصر از ناجابەجایی دو به دو زیرمجموعه ͷی را G از X زیرمجموعه باشد. ناآبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض
دیͽر زیرمجموعه هر برای اگر .xy ̸= yx باشیم داشته X در y و x متمایز عنصر دو هر برای هرگاه ͬ نامیم، م
ماکسیمال زیرمجموعه ͷی X آن گاه ،| X |≥| Y | باشیم داشته G در Y مانند ناجابەجایی دو به دو عناصر از
گروه ۲ خوشەای عدد آن به و ͬ دهیم م نشان ω(G) با را زیرمجموعەای چنین اندازه ͬ شود. م نامیده ناجابەجایی
گراف، این در ͬ باشد. م G گروه به وابسته ناجابەجایی گراف خوشەای عدد همان ω(G) حقیقت، در ͬ گوییم. م
مفهوم .xy ̸= yx هرگاه ͬ شوند م متصل هم به یال ͷی با y و x عنصر دو و است V = G\Z(G) رئوس مجموعه
حذف ناشدنͬ پوشش های با خوشەای عدد گردید. معرفͬ ۱۹۷۵ سال در ۳ اردوش توسط بار اولین خوشەای عدد
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۵۹ متناهͬ ⁃گروههای A۲ در ناجابجاشونده دو به دو مجموعۀ بزرگترین

بودن متناهͬ برای کافͬ و لازم شرط ۱ نویمن دارد. مستقیم ارتباط آن  آبلͬ سره زیرگروەهای توسط متناهͬ گروەهای
ω(G) که این برای کافͬ و لازم شرط که کرد ثابت او داد. پاسخ را اردوش پرسش و آورد دست به را ω(G)

محاسبه متناهͬ، گروەهای پوشش های تعداد اهمیت به توجه با باشد. متناهͬ G

Z(G)
که است این باشد، متناهͬ

متناهͬ گروەهای از زیادی خانوادەهای برای را آن و گرفت قرار توجه مورد بسیاری ͬ دانان ریاض توسط خوشەای عدد
کردند. محاسبه

باشند. p مرتبه از و برابر آن فراتینͬ زیرگروه و مشتق زیرگروه گروه، مرکز هرگاه ͬ نامند، م فراخاص را G p⁃گروه
آن گاه باشد، p۲n+۱ مرتبه از فراخاص گروه ͷی G و باشد فرد عددی p اگر که کرد ثابت [۴] مقاله در ۲ یام چین

np+ ۱ ⩽ ω(G) ⩽ p(p− ۱)n − ۲
p− ۱

p⁃گروەهای برای خوشەای عدد محاسبەی به [۷] مقالەی نویسنده همچنین .ω(G) = ۲n+۱ آن گاه ،p = ۲ اگر و
است. پرداخته ،n ⩽ ۵ که ،pn مرتبەی

با آن زيرگروەهاي کليه و باشد p انديس از ناآبلͯ زيرگروه ͷي داراي هرگاه ͯ نامند م A۲⁃گروه را G p⁃گروه

قضيه ادامه در و است متناهͯ A۲⁃گروەهاي در خوشەاي عدد محاسبه مقاله، اين اصلͯ هدف باشند. آبلͯ p۲ انديس
ͯ کنيم: م اثبات را زير

صورت: این در باشد. pn مرتبه از A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۱ .۱ قضیه

.ω(G) = p+ ۱ آنگاه ،|G/Z(G)| = p۲ و باشد فرادوری غیر G اگر .۱

آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای G و |G/Z(G)| = p۳ و باشد فرادوری غیر G اگر .۲
.ω(G) = p۲ + ۱

آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد G و |G/Z(G)| = p۳ و باشد فرادوری غیر G اگر .۳
.ω(G) = p۲ + p+ ۱

.ω(G) = p(۱+ p) آنگاه ،p > ۲ و باشد فرادوری G اگر .۴

.ω(G) = ۵ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه دارای و باشد فرادوری ۲⁃گروه ͷی G اگر .۵

.ω(G) = ۶ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد و باشد فرادوری ۲⁃گروه ͷی G اگر .۶

نشان دهنده p حرف ͯ شوند. م فرض متناهͯ گروەها تمام ͯ شود. م استفاده زير نمادگذاري از مقاله اين سرتاسر در
γi = γi(G) پايينGͬبا مركزي سري جملەهاي Gاست. گروه در x عنصر يك CG(x)مركزساز است. اول عدد يك
ͯ بريم. م كار به a−۱b−۱abبراي را [a, b] نماد ͯ يابد. م نمايش d(G) مولدهايGبا تعداد حداقل ͯ شوند. م داده نشان
نرم افزار در كوچك“ ”گروەهاي كتابخانه با مطابق n مرتبه از گروه برايm⁃امين را SmallGroup(n,m) همچنین

هستند. [۳] با مطابق و استاندارد تعريف نشده، نمادهاي تمام ͯ بريم. م كار به [۸] GAP

مقدمات و تعاریف ۲
هستند. ضروری مقاله اصلͬ نتایج درک برای که ͬ پردازیم م پایەای نتایج و نظری مبانͬ بررسͬ به بخش، این ددر

ͬ شود. م پرداخته متناهͬ An⁃گروەهای ͬ های ویژگ مطالعۀ و معرفͬ به ابتدا ،[ [؟ مرجع با مطابق

تمام اما باشد، pn−۱ اندیس از ناآبلͬ زیرگروه ͷی دارای اگر ͬ نامند م An⁃گروه را G p⁃گروه .۱ .۲ تعریف
باشند. آبلͬ pn اندیس از آن زیرگروەهای

1Neumann
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۶۵−۵۷ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ فولادی شیرین و عرفͬ رضا ۶۰

با باشند. آبلͯ آن سره زيرگروەهاي تمام ولͯ باشد، ناآبلͯ خود اگر ͯ نامند م مينيمال ناآبلͬ را گروه يك .۲ .۲ تعریف
است. A۱⁃گروه ͷی مینیمال ناآبلͬ p⁃گروه هر قبل تعریف به توجه

یا A۱⁃گروه يك ،p۴ مرتبه از ناآبلͯ گروه هر همچنین است. A۱⁃گروه يك ،p۳ مرتبه از ناآبلͯ گروه هر .۳ .۲ مثال
است. A۲⁃گروه

صورت به را G ͬ توان م و ω(G) = ۱+p صورت این در باشد. مینیمال ناآبلͬ p⁃گروه ͷی G کنید فرض .۴ .۲ لم
نوشت. سره آبلͬ زیرگروه ۱+ p اجتماع

،[۶] مرجع از ۳ .۲ لم بەکارگیری با حال .|G/Z(G)| = p۲ داریم گروه، بودن ناآبلͬ مینیمال به توجه با اثبات.
ͬ آید. م بەدست مطلوب نتیجه

باشد. p۴ مرتبه از ناآبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵ .۲ لم

.ω(G) = ۱+ p۲ آنگاه باشد، ماکسیمال پوچتوانͬ رده از G اگر .۱

.ω(G) = ۱+ p آنگاه باشد، دو پوچتوانͬ رده از G اگر .۲
شود. مراجعه [Corollary 3.4 ،۱] به اثبات.

گروه مرتبەی مقاله پایان تا پس این از A۲⁃گروەها، خوشەای عدد مطالعەی برای ،۵ .۲ لم  به توجه با .۶ .۲ ملاحظه
.n > ۴ آن در که ͬ گیریم م نظر در pn را

صورت: این در باشد. ناآبلͬ p⁃گروه ͷی G کنیم فرض .۷ .۲ لم

.|G′ : A′B′| ≤ p آنگاه باشند، G متمایز ماکسیمال زیرگروه دو B و A اگر .۱

ͬ باشد. م ۱+ p با برابر G ماکسیمال زیرگروەهای تعداد آنگاه |G : Φ(G)| = p۲ اگر .۲
واضح دوم قسمت شود. مراجعه [۳] کتاب ۴۵ صفحەی ۶۹ شماره تمرین به اول قسمت اثبات برای اثبات.

است.
⟨a⟩ ⊴ G دوری نرمال زیرگروه تعریف، مطابق باشد. متناهͬ فرادوری p⁃گروه ͷی G کنید فرض .۸ .۲ ملاحظه
گونەای به را ۱ ≤ k < |a| عدد و گروه از b عضو ͬ توان م نتیجه، در است. دوری نیز G/⟨a⟩ که دارد وجود

که: کرد انتخاب
G = ⟨b, a⟩ و b−۱ab = ak

در باشند. مͬ نامنفͬ صحیح اعداد j و i آن در که است نمایش قابل bjai صورت به G عضو هر است واضح
ͬ کنیم. م فرض ثابت را نمادگذاری این مقاله، ادامەی

آن گاه: باشد. ناآبلͬ فرادوری p⁃گروه ͷی G کنید فرض .۹ .۲ لم
؛ k ≡ ۱ (mod p) .۱

؛ [ai, bj] = [a, b]i(۱+k+···+kj−۱) داریم i, j ≥ ۱ هر برای .۲

؛ G′ = ⟨[a, b]⟩ .۳

اگر تنها و اگر ͬ شوند م جابەجا هم با G در y = bsar و x = bjai دلخواه عضو دو .۴

(۱+ k + · · ·+ ks−۱)i ≡ (۱+ k + · · ·+ kj−۱)r (mod |G′|)
ͬ شود. م تعریف صفر برابر ۱+ k + · · ·+ km−۱ مقدار ،m = ۰ ازای به و i, j, r, s ≥ ۰ آن در که

.Φ(G) = ⟨bp, ap⟩ .۵

.(bai)n = bnai(۱+k+···+kn−۱) داریم ،i, n ≥ ۱ هر برای .۶
کنید. مراجعه [۵] منبع در ۱ .۲ لم به اثبات.

n ≥ ۱ آن در که ،k+۱ = ۲nℓ نوشت ͬ توان م آنگاه ، p = ۲ اگر ، ۹ .۲ لم (۱) قسمت به توجه با .۱۰ .۲ ملاحظه
ͬ کنیم. م استفاده یͺسان  نمادگذاری این از مقاله، این سرتاسر در است. فرد عددی ℓ و



۶۱ متناهͬ ⁃گروههای A۲ در ناجابجاشونده دو به دو مجموعۀ بزرگترین

اصلͬ نتایج ۳

دو به را A۲⁃گروەها منظور، این برای ͬ پردازیم. م متناهͬ A۲⁃گروەهای خوشەای عدد محاسبەی به بخش، این در
دسته هر در ای خوشه عددی مطالعه به و ͬ کنیم م تقسیم فرادوری غیر A۲⁃گروەهای و فرادوری A۲⁃گروەهای ردەی

پردازیم. مͬ
ͬ دهیم. م ارائه [ [؟ برکویچ کتاب از A۲⁃گروەها کلͬ ساختار دربارەی را زیر بنیادی قضیەی ابتدا

.n > ۴ که باشد pn مرتبه از گروه ͷی G کنید فرض .([ [؟ و Theorem 65.7 and Corollary 65.3) ۱ .۳ قضیه

.|G/Z(G)| ≤ p۳ آنگاه باشد، فرادوری غیر A۲⁃گروه ͷی G اگر .۱

.|G′| = p۲ اگر تنها و اگر است A۲⁃گروه ͷی G صورت این در باشد. فرادوری G کنید فرض .۲
فرادوری A۲⁃گروەهای در خوشەای عدد مطالعۀ به اول بخش در ͬ کنیم: م تقسیم بخش دو به را فصل این

ͬ کنیم. م بررسͬ را فرادوری غیر A۲⁃گروەهای در خوشەای عدد دوم، بخش در و ͬ پردازیم م

فرادوری A۲⁃گروەهای ۱ .۳
خوشەای عدد دقیق مقدار و ͬ شوند م بررسͬ فرد p و p = ۲ حالت دو در فرادوری A۲⁃گروەهای بخش، این ددر
و ۸ .۲ ملاحظەی در ارائەشده قراردادهای از گروەها این نمایش برای ͬ شود. م محاسبه حالت هر برای ω(G)

ͬ کنیم. م استفاده ۱۰ .۲ ملاحظەی

صورت: این در باشد. ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۲ .۳ لم

است. متمایز ماکسیمال زیرگروه سه دارای G .۱

زیرگروه دو و دارد آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی دقیقاً آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای G اگر .۲
هستند. ناآبلͬ دیͽر ماکسیمال

.Φ(G) = ⟨a۲, b۲⟩ و |G′| = ۴ .۳
G متمایز ماکسیمال زیرگروەهای تعداد نتیجه در ،|G/Φ(G)| = ۲۲ داریم ،d(G) = ۲ به توجه با −۱ اثبات.

است. ۳ برابر
از صورت، این در باشد. B و A متمایز آبلͬ ماکسیمال زیرگروه دو دارای G گروه حͺم، برخلاف کنید فرض −۲
باید (ii)۱ .۳ قضیەی به توجه با است، A۲⁃گروه ͷی G که آن جا از اما .|G′| ≤ p|A′||B′| = p داریم (i)۷ .۲ لم

است. تناقض ͷی این که باشد |G′| = p۲

توجه با .[a, b] = ak−۱ و G′ = ⟨[a, b]⟩ داریم ،۸ .۲ ملاحظەی در مطرح شده قراردادهای و مطالب به توجه با −۳
که است واضح .H = ⟨a۲, b۲⟩ که ͬ دهیم م قرار .G′ ≤ ⟨a۲⟩ بنابراین .k ≡ ۱ (mod ۲) داریم (i)،۹ .۲ لم به
.|G/H| = ۴ داریم ،۸ .۲ ملاحظەی در ͬ شده معرف فرادوری گروه نمایش گرفتن نظر در با .H ≤ G′ ≤ Φ(G)

.H = Φ(G) که ͬ گیریم م نتیجه ،|G/Φ(G)| = ۴ که آن جا از

G ماکسیمال زیرگروەهای کل صورت این در باشد. ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۳ .۳ لم
از: عبارت اند

H۱ = ⟨a, b۲⟩, H۲ = ⟨a۲, b⟩, H۳ = ⟨a۲, ba⟩.
برای G′ ≤ Hi بنابراین، .G′ ≤ ⟨a۲⟩ که ͬ گیریم م نتیجه ،۲ | k − ۱ و G′ = ⟨ak−۱⟩ اینکه به توجه با اثبات.
۹ .۲ لم به توجه با .i = ۱, ۲ برای Φ(G) ≤ Hi داریم ،Φ(G) = ⟨a۲, b۲⟩ که آن جا از همچنین، .۱ ≤ i ≤ ۳
b۲ ∈ H۳ پس ،(ba)۲ ∈ H۳ و a۲ ∈ H۳ ،۲ | k + ۱ اینکه به توجه با .(ba)۲ = b۲ak+۱ داریم ششم، قسمت
برای |G/Hi| = ۲ داریم ،Hi بودن نرمال و فرادوری گروەهای نمایش به توجه با .Φ(G) ≤ H۳ نتیجه در و
دو به دو زیرگروەهای Hiها که دید ͬ توان م آسانͬ به .۱ ≤ i ≤ ۳ برای Φ(G) < Hi نتیجه، در .۱ ≤ i ≤ ۳

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه است، ماکسیمال زیرگروه سه دارای G اینکه گرفتن نظر در با لذا، هستند. متمایز
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G ماکسیمال زیرگروەهای تمامͬ که طوری به باشد ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۴ .۳ لم
صورت: این در هستند. ناآبلͬ

.۴ ∤ k + ۱ .۱

.۱۶ | |a| .۲

است. توانمند ۲⁃گروه ͷی G .۳

.[a, b۲] ̸= ۱ ͬ گیریم م نتیجه است، ناآبلͬ ماکسیمال زیرگروه H۱ = ⟨a, b۲⟩ مساله فرض به توجه با −۱ اثبات.
قضیۀ اساس (بر |G′| = ۴ و G′ = ⟨[a, b]⟩ که آن جا از .[a, b۲] = [a, b]k+۱ داریم (ii)،۹ .۲ لم بەکارگیری با

.۴ ∤ k + ۱ که ͬ شود م نتیجه ،(۲ .۳
خواهیم G′ مرتبۀ به توجه با آنگاه ،|a| = ۸ اگر .۸ | |a| نتیجه در |′G|؛ = ۴ و G′ = ⟨ak−۱⟩ ≨ ⟨a⟩ ۲⁃داریم
،۴ ∤ k − ۱ که است واضح اما .۲ | k − ۱ لذا ،k ≡ ۱ (mod ۲) که آنجا از .G′ = ⟨ak−۱⟩ = ⟨a۲⟩ داشت
این در است. فرد عددی t آن در که k − ۱ = ۲t کرد فرض ͬ توان م بنابراین .|G′| < ۴ صورت این غیر در زیرا

.۱۶ | |a| بنابراین است؛ تناقض در اول قسمت با نتیجه این .۴ | k + ۱ صورت
نتیجه ،G′ = ⟨ak−۱⟩ ≨ ⟨a⟩ که آنجا از .n ≥ ۴ داریم دوم، قسمت به توجه با .|a| = ۲n کنیم فرض −۳

ͬ گیریم م
G′ = ⟨a۲n−۲⟩ ≤ ⟨a۴⟩ ≤ ℧۲(G).

است. توانمند ⁃گروه ͷی G تعریف، طبق بنابراین، و است آبلͬ G/℧۲(G) پس

صورت: این در باشد. ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۵ .۳ لم

.|H ′| = ۲ آنگاه باشد، G از ناآبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی H اگر .۱

باشند، G ماکسیمال زیرگروەهای ۱ ≤ i ≤ ۳ برای Hi و باشند ناآبلͬ G ماکسیمال زیرگروەهای تمام اگر .۲
آنگاه

Φ(G) = Φ(H۱) ∪ Φ(H۲) ∪ Φ(H۳).

نتیجه، در است. آبلͬ p۲ اندیس با G از زیرگروه هر ،G بودن A۲⁃گروه و H بودن ناآبلͬ به توجه با −۱ اثبات.
.|H ′| = ۲ نتیجه در و است ناآبلͬ مینیمال گروه ͷی H بنابراین هستند، آبلͬ H سرۀ زیرگروەهای همۀ

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را G ماکسیمال زیرگروەهای ،۳ .۳ لم قراردادهای مطابق −۲

H۱ = ⟨a, b۲⟩, H۲ = ⟨a۲, b⟩, H۳ = ⟨a۲, ba⟩.

داریم: (iii)۲ .۳ لم بەکارگیری با هستند، فرادوری (۱ ≤ i ≤ ۳ (برای Hi ها از ͷی هر که آن جا از

Φ(H۱) = ⟨a۲, b۴⟩, Φ(H۲) = ⟨a۴, b۲⟩, Φ(H۳) = ⟨a۴, (ba)۲⟩.

بنابراین .۱ ≤ i ≤ ۳ برای d(G) = d(Hi) = ۲ داریم Hi ها، و G بودن فرادوری به توجه با

|G : Φ(G)| = ۴, |Hi : Φ(Hi)| = ۴, Φ(Hi) ≤ Φ(G).

مستقیم بررسͬ با است. Φ(G) از ماکسیمال زیرگروه ͷی Φ(Hi) لذا و Φ(Hi) < Φ(G) < Hi نتیجه، در
آن جا از هستند. Φ(G) از متمایز دو به دو ماکسیمال زیرگروەهای Φ(H۳) و Φ(H۲) ،Φ(H۱) که ͬ شود م مشاهده

. گردد مͬ تکمیل برهان نتیجه، در دارد. ماکسیمال زیرگروه سه دقیقاً است، فرادوری گروه ͷی Φ(G) که

آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی شامل که طوری به باشد ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۶ .۳ لم
. ω(G) = ۵ صورت این در باشد.
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ͬ دهیم م قرار اثبات.
A = {a, b, ba, ba۲, ba۳}.

۰ ≤ i < j ≤ ۳ اگر منظور، این برای است. ناجابەجایی دوبەدو مجموعه ͷی A مجموعۀ که ͬ دهیم م نشان ابتدا
داریم: را زیر محاسبۀ G′ < ⟨a⟩ به توجه با آن گاه

[bai, baj] = [b, baj]a
i

[ai, baj] = [a, b] i−j.

تناقض در ۰ ≤ i < j ≤ ۳ شرط با که ۴ | (i − j) داریم |G′| = ۴ به توجه با آن گاه ،[bai, baj] = ۱ اگر
نتیجه در هستند ناجابەجایی دوبەدو A مجموعۀ اعضای بنابراین .[a, b] ̸= ۱ است، ناآبلͬ G چون طرفͬ، از است.
مطابق باشد. آبلͬ زیرگروه ͷی H و باشند G متمایز ماکسیمال زیرگروەهای L و K ،H کنیم فرض .۵ ≤ ω(G)

و K است، آبلͬ ۴ اندیس با G از زیرگروه هر که آنجا از هستند. ناآبلͬ L و K ماکسیمال زیرگروەهای (ii)،۲ .۳ لم
ماکسیمال آبلͬ زیرگروه سه اجتماع صورت به ͬ توان م را L و K از ͷی هر ،۴ .۲ لم طبق هستند. مینیمال ناآبلͬ L
زیرگروه پنج اجتماع صورت به ͬ توان م را H ∪ K است، L و K ماکسیمال زیرگروه Φ(G) چون نوشت. آن ها
شامل که H بودن آبلͬ و G = H ∪ K ∪ L به توجه با است. Φ(G) آن ها از ͬͺی که نوشت ماکسیمال آبلͬ
کامل برهان و ω(G) ≤ ۵ نتیجه در کرد. بیان آبلͬ زیرگروه پنج اجتماع صورت به ͬ توان م را G است، Φ(G)

ͬ شود. م

باشد. آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد که طوری به باشد ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۷ .۳ لم
. ω(G) = ۶ صورت این در

ͬ دهیم م قرار اثبات.
A = {a, b, ba, ba۲, ba۳, b۲a}.

مجموعه ،۶ .۳ لم برهان مطابق است. ناجابەجایی دوبەدو مجموعه ͷی A مجموعۀ که ͬ دهیم م نشان ابتدا
زیرگروەهای ،۳ .۳ لم قراردادهای طبق است. G اعضای از ناجابەجایی دوبەدو مجموعه ͷی {a, b, ba, ba۲, ba۳}

هستند: زیر صورت به G ماکسیمال

H۱ = ⟨a, b۲⟩, H۲ = ⟨a۲, b⟩, H۳ = ⟨a۲, ba⟩.

بەکارگیری با .[a, b۲] ̸= ۱ نتیجه در و است ناآبلͬ H۱ هستند، ناآبلͬ G ماکسیمال زیرگروەهای تمام که آنجا از
هر برای جابجاگری، روابط به توجه با .۴ ∤ (k + ۱) گرفت نتیجه ͬ توان م ،|G′| = ۴ به توجه با و (ii)۹ .۲ لم

داریم: ۰ ≤ i ≤ ۳
[b۲a, bai] = [b۲, bai] [a, bai] = [a, b]−i(k+۱)+۱.

از اما .۴ |
(
۱ − i(k + ۱)

)
ͬ شود م نتیجه ،G′ = ⟨[a, b]⟩ و |G′| = ۴ به توجه با آن گاه ،[b۲a, bai] = ۱ اگر

نتیجه در و هستند ناجابەجا دوبەدو A مجموعه اعضای تمام بنابراین ͬ شود. م حاصل تناقضͬ k ≡ ۱ (mod ۲)
و |H ′

۱| = |H ′
۲| = |H ′

۳| = ۲ داریم ،۵ .۳ لم بەکارگیری با .۶ ≤ ω(G)

Φ(G) = Φ(H۱) ∪ Φ(H۲) ∪ Φ(H۳).

ماکسیمال آبلͬ زیرگروه سه اجتماع صورت به ͬ توان م را (۱ ≤ i ≤ ۳ (برای Hi زیرگروەهای از ͷی هر ،۴ .۲ لم طبق
Lj و Nj ،Mj آبلͬ زیرگروەهای است، ۱ ≤ i ≤ ۳ هر برای Hi ماکسیمال زیرگروه Φ(G) که آنجا از نوشت. آن

که بەطوری موجودند G از

H۱ = M۱ ∪M۲ ∪ Φ(G), H۲ = N۱ ∪N۲ ∪ Φ(G), H۳ = L۱ ∪ L۲ ∪ Φ(G),

داریم ،Φ(H۳) ≤ L۱ و Φ(H۲) ≤ N۱ ،Φ(H۱) ≤ M۱ اینکه به توجه با .۱ ≤ j ≤ ۲ آن در که

Φ(G) = Φ(H۱) ∪ Φ(H۲) ∪ Φ(H۳) ⊆ M۱ ∪N۱ ∪ L۱.

بنابراین
G = M۱ ∪M۲ ∪N۱ ∪N۲ ∪ L۱ ∪ L۲,

ͬ شود. م کامل برهان و ω(G) ≤ ۶ نتیجه در هستند. آبلͬ اجتماع این در شده ظاهر زیرگروەهای تمام آن در که
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داریم: را زیر نتیجه قسمت، این در آمده دست به نتایج و مطالب به توجه با

صورت: این در باشد. ۲n مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۸ .۳ نتیجه

.ω(G) = ۵ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی شامل G اگر .۱

.ω(G) = ۶ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد G اگر .۲
صورت: این در باشد. p > ۲ که pn مرتبه از فرادوری p⁃گروه ͷی G کنید فرض .( [۶]) ۹ .۳ قضیه

ω(G) =
|G′|
p

(۱+ p).

زیر قضیەی فرادوری، p⁃گروەهای در خوشەای عدد مورد در بەدست آمده نتایج به توجه با بخش، این انتهای در
ͬ گیریم. م نتیجه را

صورت: این در باشد. pn مرتبه از فرادوری A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۱۰ .۳ قضیه

.ω(G) = p(۱+ p) آنگاه ،p > ۲ اگر .۱

.ω(G) = ۵ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای G و p = ۲ اگر .۲

.ω(G) = ۶ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد G و p = ۲ اگر .۳

فرادوری غیر گروههای −A۲ ۲ .۳
.|G/Z(G)| ≤ p۳ داریم ،۱ .۳ قضیەی به توجه با صورت، این در باشد. فرادوری غیر A۲⁃گروه ͷی G کنیم فرض

ͬ آید. م بەدست زیر قضیەهای از استفاده با گروەها این خوشەای عدد
باشد. pn مرتبه از فرادوری غیر A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه

.ω(G) = p+ ۱ آنگاه ،|G/Z(G)| = p۲ اگر .۱

.ω(G) = p۲ + ۱ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای G و |G/Z(G)| = p۳ اگر .۲

.ω(G) = p۲ + p+ ۱ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد G و |G/Z(G)| = p۳ اگر .۳
شود. مراجعه [۱] از ۳ .۳ قضیەی و [۶] از ۳ .۲ لم ی به اثبات.

داریم: است، مقاله این اصلͬ نتیجۀ که را زیر بنیادی قضیەی مقاله، این در بیان شده مطالب به توجه با بنابراین

صورت: این در باشد. pn مرتبه از A۲⁃گروه ͷی G کنید فرض .۱۲ .۳ قضیه

.ω(G) = p+ ۱ آنگاه ،|G/Z(G)| = p۲ و باشد فرادوری غیر G اگر .۱

آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای G و |G/Z(G)| = p۳ و باشد فرادوری غیر G اگر .۲
.ω(G) = p۲ + ۱

آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد G و |G/Z(G)| = p۳ و باشد فرادوری غیر G اگر .۳
.ω(G) = p۲ + p+ ۱

.ω(G) = p(۱+ p) آنگاه ،p > ۲ و باشد فرادوری G اگر .۴

.ω(G) = ۵ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه دارای و باشد فرادوری ۲⁃گروه ͷی G اگر .۵

.ω(G) = ۶ آنگاه باشد، آبلͬ ماکسیمال زیرگروه فاقد و باشد فرادوری ۲⁃گروه ͷی G اگر .۶
ͬ شود. م جمع بندی متناهͬ A۲⁃گروەهای خوشەای عدد به مربوط نتایج ،۱۰ .۳ و ۱۱ .۳ قضیەهای به توجه با اثبات.
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