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Abstract: The Quicksort algorithm sorts the data stored in an array. The Partial Quicksort algorithm sorts
the l smallest numbers out of numbers stored in an array of length n. The Quicksort on the fly provides
online first the smallest, then the second smallest and so on. If we stop at the l-th smallest, we obtain

Partial Quicksort. In this paper, we analyze Yn(
l

n
), a correctly normalized version of the number of com-

parisons needed to sort the l smallest numbers out of numbers stored in an array of length n, by the Median
Quicksort algorithm. We show that whenever l := ⌈nt⌉, t ∈ [0, 1] and n −→ ∞, then the process

Yn(t) := Yn(
⌈nt⌉
n

) converges to Y (t) in the space of cadlag functions.

Keywords: Median Quicksort algorithm, weighted branching process, contraction method, space of cad-
lag function.
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چͺیده:
الͽوریتم ͬ کند. م مرتب را آرایه ͷی در شده ذخیره دادەهای سریع، مرتب سازی الͽوریتم
ͬ کند. م مرتب را آرایه ͷی در شده ذخیره عدد n از عدد l کوچͺترین جزئͬ، سریع مرتب سازی
همین به و داده کوچͺترین دومین سپس داده، کوچͺترین ابتدا آنͬ، سریع مرتب سازی الͽوریتم
کوچͺترین l⁃امین در اگر که ͬ کند م مرتب زمانͬ ترتیب به را آرایه ͷی دادۀ آخرین تا ترتیب
در ͬ کند. م ارائه را جزئͬ سریع مرتب سازی الͽوریتم کار نتیجۀ همان آنگاه شویم، متوقف داده

مرتب برای نیاز مورد مقایسەهای تعداد شدۀ استاندارد نسخۀ ͷی Yn(
l

n
) تحلیل به مقاله این

آنͬ سریع مرتب سازی الͽوریتم توسط آرایه ͷی در شده ذخیره nعدد از عدد l کوچͺترین کردن
آنگاه ،n −→ ∞ و t ∈ [۰, ۱] ،l := ⌈nt⌉ هرگاه که ͬ دهیم م نشان ما ͬ پردازیم. م میانه⁃محور

است. همͽرا ͹کدل توابع فضای Yدر (t) به Yn(t) := Yn(
⌈nt⌉
n

) فرآیند

انقباض، روش وزن دار، شاخەای فرآیند میانه⁃محور، سریع مرتب سازی الͽوریتم کليدي: واژەهاي
.͹کدل توابع فضای

اصلͬ نتیجۀ و مقدمه ۱
است آرایه ͷی در شده ذخیره دادەهای مرتب سازی روش های از ͬͺی سریع مرتب سازی الͽوریتم  کامپیوتر، علوم در
این شده است. واقع قبول مورد بسیار ساده پیادەسازی و مناسب اجرای سرعت کم، حافظۀ مصرف بەدلیل که

ͬ نماید: م ارائه دادەها کردن مرتب برای غلبه و تقسیم روش ͷی زیر بازگشتͬ مراحل طͬ الͽوریتم
مقاله مسئول ۱نویسنده

(Ramin Imany Nabiyyi ) imany@tabrizu.ac.ir, (Mehri Javanian) javanian@znu.ac.ir

imany@tabrizu.ac.ir
javanian@znu.ac.ir


۴۷ میانه⁃محور سریع مرتب سازی فرآیند

ͬ شود. م انتخاب محور دادۀ عنوان به S آرایۀ در شده ذخیره دادەهای از ͬͺی محور: دادۀ انتخاب .۱

کوچͺتر دادەهای تمامͬ که ͬ شود م داده تغییر قسمͬ به آرایه در شده ذخیره دادەهای چینش : S آرایۀ افراز .۲
آن راست سمت در محور دادۀ از بزرگتر دادەهای تمامͬ و چپ) (زیرآرایۀ آن چپ سمت در محور دادۀ از
راست زیرآرایۀ S> و محور دادۀ چپ، زیرآرایۀ S< قسمت سه به S آرایۀ یعنͬ بͽیرند. قرار راست) (زیرآرایۀ

ͬ شود. م افراز

ͬ شوند. م مرتب سریع مرتب سازی روش به راست و چپ زیرآرایەهای بازگشتͬ: مرتب سازی .۳

کرد. انتخاب محور دادۀ عنوان به را دیͽری دادۀ هر یا آخر، دادۀ اول، دادۀ ͬ توان م کلͬ حالت در
دادۀ انتخاب است. محور دادۀ عنوان به تصادفͬ دادۀ ͷی انتخاب محور، دادۀ انتخاب برای رایج روش های از ͬͺی
ͬ شود. م صرف دادەها مرتب سازی برای کمتری زمان یعنͬ ͬ شود. م الͽوریتم کارایی رفتن بالا باعث مناسب محور
با مستقیم ارتباط که دادەها مرتب سازی برای لازم مقایسەهای تعداد سریع، مرتب سازی نسخەهای از بسیاری برای
است. گرفته قرار بررسͬ مورد گسترده بەطور متعددی مقالات در دارد، دادەها مرتب سازی برای شده صرف زمان
به مقایسەها تعداد مجانبی توزیع مشخصەسازی برای و [۳] به مقایسەها تعداد واریانس و میانگین محاسبۀ برای

کنید. مراجعه آن ها در موجود مراجع و [۱۵ ،۱۴ ،۹ ،۵]
ͬ شود. م انتخاب محور دادۀ عنوان به یͺنواخت بەطور و تصادف به دادەها از ͬͺی استاندارد سریع مرتب سازی در
،S آرایۀ در شده ذخیره دادەهای بین از ،k ثابت و طبیعͬ عدد بەازای ،[۱۱] k⁃میانه⁃محور  سریع مرتب سازی در
دادۀ عنوان به انتخاب شده دادۀ ۲k+ ۱ میانۀ و ͬ شود م انتخاب یͺنواخت بەطور و تصادف به داده ۲k+ ۱ تعداد به
.[۹] است تصادفͬ متغیر ͷی k عدد k⁃میانه⁃محور ، سریع مرتب سازی درتعمیم .[۶] ͬ شود م گرفته نظر در محور
در شده ذخیره عدد n از عدد l کوچͺترین شد، تحلیل و پیشنهاد [۸] توسط بار اولین که جزئͬ مرتب سازی الͽوریتم
همیشه لزوم صورت در که است جزئͬ مرتب سازی الͽوریتم تعمیم ͷی آنͬ مرتب سازی ͬ کند. م مرتب را آرایه ͷی
دومین سپس داده، کوچͺترین ابتدا آنͬ، سریع مرتب سازی .[۱۳ ،۱۰ ،۷ ،۲] ͬ کند م مرتب را چپ سمت لیست

ͬ دهد. م تحویل را آرایه ͷی در موجود دادۀ بزرگترین تا ترتیب همین به و داده کوچͺترین
این صورت به ͬ گیریم. م نظر در را k⁃میانه⁃محور  آنͬ سریع مرتب سازی ،k ثابت و طبیعͬ عدد بەازای مقاله، این در
را S آنگاه باشد، |S| < ۲k + ۱ اگر شدەاند. ذخیره n := |S| اندازۀ با S آرایۀ در داده n ͬ کنیم م فرض ابتدا که
تصادف به را S در داده ۲k + ۱ آنگاه باشد، |S| ≥ ۲k + ۱ اگر ͬ کنیم. م مرتب استاندارد سریع مرتب سازی با
دادەها از ͷی هر مقایسۀ با ͬ گیریم. م نظر در محور دادۀ عنوان به را آنها میانۀ و ͬ کنیم م انتخاب یͺنواخت بەطور و
S>) چپ زیرآرایۀ S< در است محور دادۀ از (بزرگتر) کوچͺتر اکیداً که دادەهایی آنگاه محور، دادۀ با S آرایۀ در
آن از بعد و ͬ کنیم م فراخوانͬ S< برای را مذکور الͽوریتم لزوم، صورت در سپس ͬ گیرند. م قرار راست) زیرآرایۀ
که است این صورت به الͽوریتم نهایی خروجͬ ͬ کنیم. م فراخوانͬ نیز S> برای را مذکور الͽوریتم لزوم، صورت در
کوچͺترین دومین سپس داده، کوچͺترین ابتدا یعنͬ ͬ دهد. م ارائه زمانͬ ترتیب به را S آرایۀ در دادەها شدۀ مرتب

ͬ کند. م مرتب زمانͬ ترتیب به را آرایه ͷی دادۀ آخرین تا ترتیب همین به و داده
توسط شده انجام مقایسەهای تعداد X(S, l) تصادفͬ متغیر ، l = ۱, . . . , |S| و S آرایۀ هر بەازای کنید فرض
پس شود. متوقف داده، کوچͺترین l⁃امین ارائۀ محض به که باشد k⁃میانه⁃محور  آنͬ سریع مرتب سازی الͽوریتم
اکیدا و کوچͺتر اکیدا دادەهای یافتن و محور دادۀ تعیین برای لازم مقایسەهای تعداد W (S) اگر .X(S, ۰) = ۰
−۱ ≤ W (S)−|S| ≤ فرض آنگاه ͬ شوند م ذخیره S> و S< آرایەهای در ترتیب به که باشد محور دادۀ از بزرگتر

است: معقول (۲k + ۱)۲

(میانۀ محور دادۀ حالت)، (بهترین باشند شده مرتب انتخاب شده دادۀ ۲k + ۱ اگر محور، دادۀ تعیین برای ●
کمترین نتیجه در ͬ شود. نم انجام مقایسەای محور، دادۀ تعیین برای بنابراین است. وسط دادۀ با برابر آنها)

است محور دادۀ با S> و S< آرایەهای در داده هر مقایسەهای تعداد برابر فقط W (S) مقدار

(|S>|+ |S<| = |S| − ۱).

حالت)، (بدترین نباشند ترتیب به انتخاب شده دادۀ ۲k+۱ از متوالͬ دادۀ دو هیچ اگر محور، دادۀ تعیین برای ●
با برابر W (S) مقدار بیشترین درنتیجه ͬ آید. م دست به مقایسه k(۲k + ۱) با آنها) (میانۀ محور دادۀ آنگاه

ͬ شود. م |S|+ (۲k + ۱)۲ مرتبۀ از حداکثر که است |S| − ۱+ k(۲k + ۱)
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،l = ۱, ۲, . . . , |S| و |S| ≥ ۲k + ۱ بەازای آنگاه دهیم، نشان IA علامت با را A پیشامد نشانگر تابع اگر
بەصورت بازگشتͬ رابطۀ در ، X(S, l) تصادفͬ )متغیرهای

X(S, l)
)|S|
l=۱ =

(
Il≥Z(S)

(
X(۱)(S<, Z(S)− ۱) +X(۲)(S>, l − Z(S))

)
+ Il<Z(S)X

(۱)(S<, l) +W (S)
)|S|

l=۱
, (۱ .۱)

S< آرایەهای در شده انجام مقایسەهای تعداد و است محور دادۀ رتبۀ Z(S) := |S<|+ ۱ آن در که ͬ کنند م صدق
S آرایۀ ͷی بەازای که باشید داشته توجه ͬ شوند. م داده نشان X(۲) و X(۱) تصادفͬ متغیرهای با ترتیب به S> و
X(۲)(S>, l − Z(S)) و X(۱)(S<, Z(S) − ۱) ،

(
W (S), Z(S)

)
تصادفͬ متغیرهای مشخص، و شده داده

هستند. مستقل
و دارد بستگͬ S آرایۀ اندازۀ یعنͬ ،n := |S| به فقط Z(S) و W (S) ،X(S, l) تصادفͬ متغیرهای احتمال توزیع
باشند Zn

d
= Z(S) و Wn

d
= W (S) ،X(n, l)

d
= X(S, l) اگر بنابراین .S در شده ذخیره دادەهای محتوی نه

داریم (۱ .۱) رابطۀ به توجه با و n ⩾ ۲k + ۱ بەازای آنگاه است، توزیع در برابری دهندۀ نشان d
= علامت آن در )که

X(n, l)
)n
l=۱

d
=

(
Il≥Zn

(
X(۱)(Zn − ۱, Zn − ۱) +X(۲)(n− Zn, l − Zn)

)
+ Il<ZnX

(۱)(Zn − ۱, l) +Wn

)n

l=۱
, (۲ .۱)

X(۱)(i, ·) ،Wn تصادفͬ متغیرهای ،j = ۱, بەازای۲ آنگاه Znباشد، = i که شرط این با و ثابت برایnای آن در که
.X(۰, ·) = X(۱, ·) ≡ ۰ و X(n, ۰) = ۰ ،X(۱)(i, ·) d

= X(۲)(i, ·) d
= X(i, ·) هستند، مستقل X(۲)(i, ·) و

از است عبارت Zn توزیع همچنین

µn(i) := P(Zn = i) =

(
i−۱
k

)(
n−i
k

)(
n

۲k+۱

) I{k+۱,...,n−k}(i) (۳ .۱)

برای است: g(x) :=
(۲k)!
k!k!

xk(۱ − x)k , ۰ < x < ۱ بتا توزیع ͷی Zn

n
حدی توزیع ،n −→ ∞ هرگاه

،۰ < t < ۱

⌈tn⌉/n∑
i=(k+۱)/n

(
i−۱
k

)(
n−i
k

)(
n

۲k+۱

) =
(۲k)!
k!k!n

⌈tn⌉/n∑
i=(k+۱)/n

(
i− ۱
n− ۱

)k(
n− i

n− k − ۱
)k ∼

∫ t

۰

(۲k)!
k!k!

xk(۱− x)kdx.

،X(n, l) شدۀ نرمال نسخۀ ͷی حدی توزیع بررسͬ به l = ۰, ۱, . . . , n و n −→ ∞ هرگاه مقاله، این )در
Yn(

l

n
)

)
l

=

(
X(n, l)− a(n, l)

n

)
l

,

بەصورت کنید)، مراجعه [۴] به a(n, l) محاسبۀ (برای a(n, l) := E(X(n, l)) و ͬ پردازیم م

a(n, l) = αl lnn+ nb(
l

n
) + o(n),

شد)، معرفͬ g(x) := (۲k)!
k!k!

xk(۱− x)k , ۰ < x < ۱ تابع بالا (در آن در که است

α :=

(
− ۲

∫ ۱

۰
(x ln x)g(x)dx

)−۱

, (۴ .۱)
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زیر بازگشتͬ معادلۀ جواب تنها b(·) تابع βای، ثابت عدد بەازای و

b(t) =

∫ ۱

t

xb(
t

x
)g(x)dx+

∫ t

۰
(۱− x)b(

t− x

۱− x
)g(x)dx+ c∗(t), (۵ .۱)

c∗(t) := α

∫ t

۰

(
x ln x+ (t− x) ln(t− x) +

β

α
x− t ln t

)
g(x)dx+ ۱,

(cadlag) ͹کدل تابع ͷی b(·) تابع یعنͬ است. [۰, ۱] بازۀ بر چپ حد دارای و پیوسته راست از b(·) تابع است.
با برابر a(n, l) = a(n, n) ،l = n هرگاه ͬ دهیم. م نشان D با را [۰, ۱] بازۀ بر ͹کدل توابع مجموعۀ است.
بررسͬ مورد [۱۱] در آن تعمیم و [۱] در که است محور  k⁃میانه سریع مرتب سازی در مقایسەها تعداد امیدریاضͬ

است: زیر بەصورت نتیجه و گرفته قرار

a(n, n) = αn lnn+ βn+ o(n).

تابعͬ و بالا) در شده (تعریف Yn

(
l

n

)
فرآیند تعمیم Yn(t) := Yn

(
⌈nt⌉
n

)
فرآیند ،t ∈ [۰, ۱] هر ازای به

بەازای ،(۲ .۱) رابطۀ به توجه با ͬ دهد. م را x از بزرگتر صحیح عدد کمترین [x] علامت آن در که است ͹کدل
داریم n ≥ ۲k + ۱(

Yn(t)

)
t

d
=

(
It>Zn

n

(Zn − ۱
n

Y
(۱)
Zn−۱(۱) +

n− Zn

n
Y

(۲)
n−Zn

(⌈nt⌉ − Zn

n− Zn

))
+ It≤Zn

n

Zn − ۱
n

Y
(۱)
Zn−۱

( ⌈nt⌉
Zn − ۱

∧ ۱
)
+ Cn(⌈nt⌉, Zn)

)
t

, (۶ .۱)

Cn(l, i) :=
۱
n

(
Wn − a(n, l) + Il<ia(i− ۱, l) + Il≥i

(
a(i− ۱, i− ۱) + a(n− i, l − i)

))
,

(۷ .۱)

،Cn(·, i) تصادفͬ متغیرهای ،i = ۱, ۲ بەازای آنگاه باشد، Zn = i که شرط این با و ثابت nای برای آن در که
در ͹کدل توابع Y (۱)

i (·) و Y
(۲)
i (·) ،Yi(·) و Cn(۰, i) = ۰ ،Y (۱)

i
d
= Y

(۲)
i

d
= Yi هستند، مستقل Y

(۲)
n−i و Y

(۱)
i−۱

نُرم با D

∥ f ∥∞,۲=∥∥ f ∥∞∥۲=∥ sup
t
|f(t)| ∥۲=

√
E
(
sup
t
|f(t)|

)۲

,

است. باناخ فضای ͷی (D, ∥ · ∥∞,۲) نُرم دار فضای هستند. f ∈ D هر ازای به
با ،۱ قضیۀ در باشد. همͽرا ͹کدل توابع فضای در Y (t) فرآیند به Yn(t) فرآیند ،n −→ ∞ هرگاه کنید فرض
در Y (t) که ͬ دهیم م نشان انقباض روش و دودویی وزن دار شاخەای فرآیند ͷی بر Y (t) فرآیند نشاندن از استفاده

زیر معادلۀ

Y (t)
d
=

(
C(t, Z) + It≤ZZY

(۱)( t

Z

)
+ It>Z

(
ZY (۱)(۱) + (۱− Z)Y (۲)( t− Z

۱− Z

)))
t

(۸ .۱)

C(t, x) := ۱+ It>x

(
αx ln x+ βx+ α(t− x) ln(t− x) + (۱− x)b

(
t− x

۱− x

)
− αt ln t− b(t)

)
+ It≤x

(
xb

(
t

x

)
− b(t)

)
(۹ .۱)
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بالا) در شده معرفͬ بتای (چͽالͬ g(x) چͽالͬ دارای Z آن در که است معادله این برای یͺتا جوابی و ͬ کند م صدق
͹کدل توابع Y (۱) و Y (۲) ،Y ،Y (۱) d

= Y (۲) d
= Y هستند، مستقل Y (۲) و Y (۱) ،Z تصادفͬ متغیرهای است،

.in
n

→ x > ۰ و ln
n

→ t > ۰ با ، lim
n→∞

Cn(ln, in) = C(t, x) و هستند (D, ∥ · ∥∞,۲) ͹کدل توابع فضای در
،Y (t) و Yn(t) از نسخەهایی ساختن و دودویی وزن دار شاخەای فرآیند ͷی بر Y (t) فرآیند نشاندن با نهایت در

.∥Yn − Y ∥∞,۲ = ∥sup
t
|Yn(t)− Y (t)|∥۲ −→ ۰ آنگاه ،n −→ ∞ هرگاه که ͬ دهیم م نشان

وزن دار شاخەای فرآیند ۲
h : H −→ H توابع فضای HH اگر باشد. اندازەپذیر فضای ͷی H و احتمال فضای ͷی (Ω,A, P ) کنید فرض

باشد،

V =
∞∪
n=۰

{۱, ۲}n = {∅, ۱, ۲, ۱۱, ۱۲, ۲۱, ۲۲, ۱۱۱, ۱۱۲, ۱۲۱, ۱۲۲, ۲۱۱, ۲۱۲, ۲۲۱, ۲۲۲, . . .},

چهارتایی آنگاه باشند، اندازەپذیر C : Ω −→ H و Ti : Ω −→ HH تصادفͬ توابع ،i = ۱, ۲ برای و
وزن) (تابع T = (T۱, T۲) ∈ HH ×HH آن در که ͬ کند م تعریف را وزن دار شاخەای فرآیند ͷی (V,H, T, C)
ازای به و است آن ریشۀ برچسب ∅ که است ریشەدار دودویی درخت ͷی گرەهای برچسب های V مجموعۀ و
n فاصلۀ در که v ∈ V برچسب با گرۀ هر است. دودویی درخت این یال ͷی (v, vi) ،i ∈ {۱, ۲} و v ∈ V هر
.|v| = n برابر v طول و vi ∈ {۱, ۲} ،i هر برای آن در که است v = v۱v۲ . . . vn آنگاه باشد، درخت ریشۀ از
و v۱ = v۱ . . . vn۱ برچسب های دارای ترتیب به ،|v| = n طول به v برچسب با گرۀ راست و چپ فرزندهای

،[۱۲] طبق هستند. v۲ = v۱ . . . vn۲

Vn := {v ∈ V ; |v| = n}, V≤n := {v ∈ V ; |v| ≤ n}, V<n := {v ∈ V ; |v| < n}.

،i = ۱, ۲ برای .T v = (T v
۱ , T

v
۲ ) و T = (T۱, T۲) که باشند، (T v, Cv)

iid
= (T, C) ،v ∈ V بەازای کنید فرض

تعریف Lv
vi := T v

i با را ͬ کند م متصل هم به را vi برچسب با فرزندش و v برچسب با گرۀ که یالͬ روی وزن
برچسب های با گرۀ دو بین مسیر وزن ،v, w ∈ V و i = ۱, ۲ برای نمایید. ملاحظه را ۱ شͺل مثال برای ͬ کنیم. م

داریم w = w۱w۲ . . . wm اگر که ͬ شود م حاصل ،Lv := L∅
v با Lv

wi = Lv
w(T

vw
i ) بازگشتͬ رابطۀ از wi و v

Lv
w = T v

w۱
T vw۱
w۲

T vw۱w۲
w۳

. . . T vw۱w۲...wm−۱
wm

,

که: ͬ شود م تشͺیل این صورت به {R∅
m}m≥۱ وزن دار شاخەای فرآیند بنابراین

R∅
۱ : = C∅ = L∅,

R∅
۲ : = C∅ + T ∅

۱ (C∅۱) + T ∅
۲ (C∅۲) = C∅ + T ∅

۱ (R
∅۱
۱ ) + T ∅

۲ (R
∅۲
۱ )

= L∅ + L۱(C∅۱) + L۲(C∅۲),

R∅
۳ : = C∅ + T ∅

۱ C∅۱ + T ∅
۲ C∅۲ + T ∅

۱ T
∅۱
۱ C∅۱۱ + T ∅

۱ T
∅۱
۲ C∅۱۲ + T ∅

۲ T
∅۲
۱ C∅۲۱ + T ∅

۲ T
∅۲
۲ C∅۲۲

= L∅ + L۱C∅۱ + L۲C∅۲ + L۱۱C∅۱۱ + L۱۲C∅۱۲ + L۲۱C∅۲۱ + L۲۲C∅۲۲

= C∅ + T ∅
۱ (C∅۱ + T ∅۱

۱ C∅۱۱ + T ∅۱
۲ C∅۱۲) + T ∅

۲ (C∅۲ + T ∅۲
۱ C∅۲۱ + T ∅۲

۲ C∅۲۲)

= C∅ + T ∅
۱ (R

∅۱
۲ ) + T ∅

۲ (R
∅۲
۲ ),

،m ≥ ۱ ازای به ترتیب، همین به و

R∅
m :=

∑
w∈V<m

Lv

(
C∅v) = C∅ + T ∅

۱ (R
∅۱
m−۱) + T ∅

۲ (R
∅۲
m−۱).
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. دودویی وزن دار شاخەای فرآیند ͷی متناظر درخت نمایش :۱ شͺل

آغاز v ∈ V برچسب با گرۀ از ∅(ریشه)، برچسب با گرۀ جای به وزن دار شاخەای فرآیند هرگاه کلͬ، حالت در
آنگاه شود،

Rv
m :=

∑
w∈V<m

Lv
w

(
Cvw

)
= Cv + T v

۱ (R
v۱
m−۱) + T v

۲ (R
v۲
m−۱) (۱ .۲)

Cvw و Lv
w بنابراین باشد. i = ۱, ۲ و v ∈ V<n بەازای T v

i ،Cv توسط شده تولید میدان سیͽما An کنید فرض
هستند. اندازەپذیر A|vw| میدان سیͽما به نسبت و هستند یͺدیͽر از مستقل

حدی فرآیند یͺتایی و وجود ۳

انقباض، روش از استفاده با و Y (t) فرآیند روی بر وزن دار شاخەای فرآیند ͷی نشاندن از استفاده با بخش، این در
ͬ پردازیم. م (۸ .۱) معادلۀ ثابت نقطۀ عنوان به D ͹کدل توابع فضای در Y (t) فرآیند یͺتایی و وجود اثبات به

تابع هـر برای که طـورͬ به ͬ کنیـم م تعـریف (V,D, T̃ , C̃) چهـارتایی توسـط وزن دار شـاخەای فرآینـد ͷی ابتدا
صورت به T̃۲ : D −→ D و T̃۱ : D −→ D مولفەهای با T̃ = (T̃۱, T̃۲) ∈ DD ×DD وزن تابع ،h(t) ∈ D

T̃۱(h(t)) := I]۰,Z](t)Zh

(
۱ ∧ t

Z

)
,

T̃۲(h(t)) := I]Z,۱](t)(۱− Z)h

(
۰ ∨ t− Z

۱− Z

)
,

،(۹ .۱) در شده تعریف C تابع ازای به و باشد (۸ .۱) معادلۀ در شده تعریف g(x) چͽالͬ تابع با Z آن در که است

C̃ := C(t, Z) + I]Z,۱](t)ZQ, (۱ .۳)

[۱۱] در را توزیع در همͽرایی این (برهان است Yn(۱) =
X(n, n)− a(n, n)

n

d→ Y (۱) =: Q آن در که

T̃ v = که باشد، ((T̃ v, C̃v), Zv, Qv)
iid
= ((T̃ , C̃), Z,Q) ،v ∈ V بەازای اگر بنابراین کنید). ملاحظه

زیر وزن دار شاخەای فرآیند ،v ∈ V هر بەازای ،(۱ .۲) همانند و (V,D, T̃ , C̃) چهارتایی از آنگاه ،(T̃ v
۱ , T̃

v
۲ )

ͬ آید: م دست به

R̃v
m :=

∑
w∈V<m

Lv
w

(
C̃vw

)
= C̃v + T̃ v

۱ (R̃
v۱
m−۱) + T̃ v

۲ (R̃
v۲
m−۱). (۲ .۳)
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داریم ،(۱ .۳) در شده تعریف C̃(t) تابع واریانس و امیدریاضͬ برای ،t ∈ [۰, ۱] هر بەازای .۱ .۳ قضیه

E
(
C̃(t)

)
= ۰, sup

۰≤t≤۱
V
(
C̃(t)

)
< ∞.

نتیجه در .E(Q۲) < ∞ و E(Q) = ۰ که است شده داده نشان [۱۱] در اثبات.

E
(
C̃(t)

)
= E

(
C(t, Z)

)
+ E

(
E
(
I]Z,۱](t)ZQ | Z

))
= E

(
C(t, Z)

)
+ ۰

=

∫ ۱

t

xb

(
t

x

)
g(x)dx+

∫ t

۰
(۱− x)b

(
t− x

۱− x

)
g(x)dx− b(t)

+ ۱+ α

∫ t

۰

(
x ln x+ (t− x) ln(t− x) +

β

α
x− t ln t

)
g(x)dx = ۰

ͬ آوریم م بەدست ،t ∈ [۰, ۱] هر بەازای ، sup
۰≤t≤۱

|x ln x| < ∞ از استفاده با

E
((

C̃(t)
)۲) ≤

∫ t

۰

(
۱+ αx ln x+ βx+ α(t− x) ln(t− x)

+ (۱− x)b

(
t− x

۱− x

)
− αt ln t− b(t)

)۲

g(x)dx

+

∫ ۱

t

(
۱+ xb

(
t

x

)
− b(t)

)۲

g(x)dx+ E(Q۲) < ∞.

باشد. (۲ .۳) در (V,D, T̃ , C̃) چهارتایی توسط شده تعریف وزن دار شاخەای فرآیند R̃v
m کنید فرض .۲ .۳ قضیه

͹کدل توابع فضای در یͺتا R̃vای تصادفͬ متغیر ،v ∈ V هر بەازای آنگاه ،m −→ ∞ هرگاه این صورت، در
بازگشتͬ معادلۀ در R̃v و است R̃v به همͽرا حتمͬ تقریبا R̃v

m یعنͬ .R̃v
m

a.s.−→ R̃v که دارد وجود
(
D, ∥ · ∥∞,۲

)
ͬ کند: م صدق حتمͬ تقریبا زیر

R̃v :=
۲∑

i=۱

T̃ v
i

(
R̃vi

)
+ C̃v. (۳ .۳)

است. (۸ .۱) توزیعͬ معادلۀ یͺتای جواب R̃v توزیع همچنین

اساس بر .qm :=∥ Sv
m ∥∞,۲ و Sv

m := R̃v
m+۱ − R̃v

m ،m ∈ N هر بەازای و Sv
۰ := C̃v کنید فرض اثبات.

داریم ،m ≥ ۲ هر بەازای و (۲ .۳)

Sv
m :=

۲∑
i=۱

T̃ v
i

(
R̃vi

m

)
−

۲∑
i=۱

T̃ v
i

(
R̃vi

m−۱
)
=

۲∑
i=۱

T̃ v
i

(
R̃vi

m − R̃vi
m−۱

)
=

۲∑
i=۱

T̃ v
i

(
Svi
m−۱

)
.

ͬ آوریم م دست به بنابراین

q۲m =E
[(

sup
t

(
It<ZvZvSv۱

m−۱
( t

Zv

)
+ It≥Zv(۱− Zv)Sv۲

m−۱
( t− Zv

۱− Zv

)))۲]
≤ E

[(
max
۱۱

{Zv ∥ Sv۱
m−۱ ∥∞, (۱− Zv) ∥ Sv۲

m−۱ ∥∞}
)۲]

≤ E
[
Zv۲ ∥ Sv۱

m−۱ ∥۲∞ +(۱− Zv) ∥ Sv۲
m−۱ ∥۲∞

]
≤ E[Zv۲ ∥ Sv۱

m−۱ ∥۲∞] + E[(۱− Zv) ∥ Sv۲
m−۱ ∥۲∞]

= ۲E[Zv۲]E[∥ Sv
m−۱ ∥۲∞] = rq۲m−۱,
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،Γ(·) گاما تابع تعریف از استفاده با آن در که

r :=

(
Γ(k + ۱+ ۲)Γ(۲k + ۲)
Γ(۲k + ۲+ ۲)Γ(k + ۱)

)۱
۲
< ۱. (۴ .۳)

داریم نابرابری این تکرار با
qm ≤ q۰r

m+۱
۲ , q۰ :=∥ C̃v ∥∞,۲ .

آنگاه باشد، m < n و ثابت n هرگاه طرفͬ از

∥ R̃v
n − R̃v

m ∥∞,۲≤
∑

j≥m+۱

∥ Sv
j ∥∞,۲≤ q۰r

m+۱
۲ · ۱

۱−
√
r

m→∞−→ ۰.

باشد، دنباله این حتمͬ تقریبا حد R̃v اگر و است
(
D, ∥ · ∥∞,۲

)
فضای در کوشͬ دنبالۀ ͷی {R̃v

m}m≥۰ بنابراین
آنگاه

R̃v(t) :=
∞∑

m=۱

Sv
m(t), t ∈ [۰, ۱].

هر ازای به ،C̃v T̃و v
۲ ،T̃ v

۱ تعاریف از استفاده با که ͬ آید م دست به (۳ .۳) معادلۀ ،R̃v
m

a.s.−→ R̃v و (۲ .۳) طبق
ͬ شود: م بازنویسͬ زیر صورت به (۳ .۳) معادلۀ ،t ∈ [۰, ۱](

R̃v(t)

)
t

=

(
It≤ZvZvR̃v۱( t

Zv

)
+ It>Zv(۱− Zv)R̃v۲( t− Zv

۱− Zv

)
+ C̃v(t)

)
t

. (۵ .۳)

نقطۀ قضیۀ طبق آنگاه باشند، X۲(t) و X۱(t) ،C̃v(t) توابع از مستقل و Zv d
= Z ،t ∈ [۰, ۱] هر ازای به اگر

است: (۴ .۳) در r انقباض ثابت با زیر انقباض یͺتای ثابت نقطۀ عنوان به ،R̃v(t) توزیع باناخ، ثابت

G : (M, d۲) −→ (M, d۲)

G(λ) := L
(
It≤ZZX

۱
( t

Z

)
+ It>Z(۱− Z)X۲

( t− Z

۱− Z

)
+ C̃v(t)

)
,

با واسراشتاین متر d۲ و است متناهͬ واریانس و صفر میانگین دارای که است توزیع هایی همه فضای M آن در که
تعریف

d۲(µ, λ) = inf
X,Y ∈M
L(X)=λ

L(Y )=µ

∥ X − Y ∥∞,۲,

توجه با پس L(X۱) = L(X۲) = λ و دادەایم نشان L(·) علامت با را X تصادفͬ متغیر توزیع همچنین است.
همانند است. Y فرآیند برای (۸ .۱) توزیعͬ معادلۀ یͺتای جواب R̃v(t) توزیع که ͬ گیریم م نتیجه ،(۵ .۳) معادلۀ به

.[۱۴] در d۲ واسراشتاین متر تحت انقباض روش کاربرد

͹کدل توابع فضای در فرآیند همͽرایی ۴

انقباض، روش از استفاده با و Yn(t) فرآیند روی بر وزن دار شاخەای فرآیند ͷی نشاندن از استفاده با بخش، این در
ͬ پردازیم. م

(
D, ∥ · ∥∞,۲

)
فضای در Y (t) فرآیند به Yn(t) فرآیند همͽرایی اثبات به

برای که ͬ کنیم م تعریف (V,D, T̂n, Ĉn) چهارتایی توسط وزن دار شاخەای فرآیند ͷی ثابت، n ≥ ۱ بەازای ابتدا
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و T̂۱,n : D −→ D مولفەهای با T̂n = (T̂۱,n, T̂۲,n) ∈ DD × DD وزن تابع ،hn(t) ∈ D تابع هر
صورت به T̂۲,n : D −→ D

T̂۱,n(hn(t)) : = In≥۲k+۱I]۰,Zn
n

](t)
Zn − ۱

n
hZn−۱

(
⌈nt⌉

Zn − ۱
∧ ۱

)
,

T̂۲,n(hn(t)) : = In≥۲k+۱I]Zn
n

,۱](t)
n− Zn

n
hn−Zn

(
۰ ∨ ⌈nt⌉ − Zn

n− Zn

)
,

،(۷ .۱) در شده تعریف Cn تابع ازای به و است (۳ .۱) در چͽالͬ تابع با Zn آن در که باشد

Ĉn(t) := Cn(⌈nt⌉, Zn) + I]Zn
n

,۱](t)
Zn − ۱

n
QZn−۱,

،v ∈ V ازای به اگر بنابراین است. Qn := Yn(۱) =
X(n, n)− a(n, n)

n
آن در که

((T̂ v
n , Ĉv

n), Z
v
n, Q

v
n)

iid
= ((T̂n, Ĉn), Zn, Qn)

فرآیند ،v ∈ V هر ازای به ،(۱ .۲) همانند و (V,D, T̂n, Ĉn) چهارتایی از آنگاه ، T̂ v
n = (T̂ v

۱,n, T̂
v
۲,n) که باشد

ͬ آید: م دست به زیر وزن دار شاخەای

R̂v
m(n) := Ĉv

n + T̂ v
۱,n(R̂

v۱
m−۱(n)) + T̂ v

۲,n(R̂
v۲
m−۱(n)).

،v ∈ V هر ازای به آنگاه ،m −→ ∞ هرگاه که ͬ شود م داده نشان ،۲ .۳ قضیۀ برهان مشابه برهانͬ طریق از
ثابت، n ≥ ۱ ازای به که دارد وجود

(
D, ∥ · ∥∞,۲

)
͹کدل توابع فضای در یͺتا R̂v(n)ای تصادفͬ متغیر

ͬ کند: م صدق حتمͬ تقریبا زیر بازگشتͬ معادلۀ در R̂v(n) و R̂v
m

a.s.−→ R̂v(n)

R̂v(n) :=
۲∑

i=۱

T̂ v
i,n

(
R̂vi(n)

)
+ Ĉv

n. (۱ .۴)

است. Yn فرآیند برای (۶ .۱) توزیعͬ معادلۀ یͺتای جواب R̂v(n) توزیع همچنین

، n −→ ∞ هرگاه شدەاند، تعریف (۸ .۱) و (۱ .۴) در ترتیب به که R̃v و R̂v(n) فرآیندهای برای .۱ .۴ قضیه
آنگاه

∥ Yn − Y ∥∞,۲=∥ R̂v(n)− R̃v ∥∞,۲−→ ۰.

ͬ کنیم: م تعریف را زیر توابع ابتدا اثبات.

a۱(n, Zn)(t) := In≥۲k+۱I]۰,Zn
n

](t)
Zn − ۱

n
,

b۱(n, Zn)(t) :=
⌈nt⌉

Zn − ۱
∧ ۱,

j۱(n, Zn)(t) := Zn − ۱,

a۲(n, Zn)(t) := In≥۲k+۱I]Zn
n

,۱](t)
n− Zn

n
,

b۲(n, Zn)(t) := ۰ ∨ ⌈nt⌉ − Zn

n− Zn

,

j۲(n, Zn)(t) := n− Zn.
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داریم lim
n→∞

Cn = C چون این صورت در .l∗n := sup
m≤n

lm و ln := E
(

∥ R̂v(n)− R̂v(∞) ∥∞
)۲

کنید فرض

ln ≤
۲∑

i=۱

E
(

∥ T̂ v
i,n

(
R̂vi

(
ji(n, Z

v
n)
)
− T̂ v

i,∞
(
R̂vi(∞)

)
∥∞

)۲

+ E
(

∥ Ĉv
n − C̃v ∥∞

)۲

≤
۲∑

i=۱

E
(

∥ ai(n, Z
v
n)
(
R̂vi

(
ji(n, Z

v
n)
)
(bi(n, Z

v
n)
)
− R̂vi(∞)

)
+ (ai(n, Z

v
n)− T̂ v

i,∞)R̂vi(∞) ∥∞
)۲

+ o(۱)

≤
∑
i

E
(

∥ ai(n, Z
v
n) ∥∞

)۲

l∗n +
∑
i

E
(

∥ ai(n, Z
v
n)− T̂ v

i,∞ ∥∞
)۲

· E
(

∥ R̂vi(∞) ∥∞
)۲

+ ۲
∑
i

E
(

∥ ai(n, Z
v
n)(ai(n, Z

v
n)− T̂ v

i,∞) ∥∞
)

· E
(

∥ R̂vi
(
ji(n, Z

v
n)
)
(bi(n, Z

v
n)
)
− R̂vi(∞)

)
R̂vi(∞) ∥∞

)
+ o(۱)

≤ l∗n
∑
i

E
(
∥ ai(n, Z

v
n) ∥∞

)۲
+ o(۱)

+ ۲
∑
i

E
(

∥ ai(n, Z
v
n)(ai(n, Z

v
n)− T̂ v

i,∞) ∥∞
)
· ∥ R̂vi(∞) ∥∞,۲ ·

√
l∗n

≤ l∗n
∑
i

E
(
∥ ai(n, Z

v
n) ∥∞

)۲
+ o(۱)

داریم (ai توابع تعریف (طبق است
∑

i E
(
∥ ai(n, Z

v
n) ∥∞

)۲
< ۱ چون آنگاه l∞ := lim sup ln

n
اگر

۰ ≤ l∞ ≤ l∞lim sup
n

∑
i

E
(
∥ ai(n, Z

v
n) ∥∞

)۲
+ o(۱) < l∞.

باشد. برقرار بالا نابرابری که این تا l∞ = ۰ باید بنابراین

نتیجەگیری و بحث ۵
مجانبی رفتار تحلیل اصلͬ، هدف دادیم. قرار مطالعه مورد میانه⁃محور آنͬ سریع مرتب سازی فرآیند مقاله، این در
ما بود. ،Yn یعنͬ عنصر، n بین از عنصر lکوچͷ ترین مرتب سازی برای لازم مقایسەهای تعداد نرمال شدۀ فرآیند

دارد. ضعیف همͽرایی ͹کدل توابع فضای در Y حدی فرآیند ͷی به فرآیند این که دادیم نشان
برای تصادفͬ ثابت نقطه معادله ͷی و کردیم استفاده وزن دار شاخەای فرآیند روش از نتیجه، این به دستیابی برای
بینهایت حد در را میانه⁃محور سریع مرتب سازی الͽوریتم بازگشتͬ ساختار معادله، این شد. استخراج حدی فرآیند
معادله این جواب یͺتایی و وجود مارتینگل، نظریۀ و تابعͬ تحلیل روش های از استفاده با همچنین، ͬ کند. م منعکس

شد. داده ,۰]نشان ۱] بازۀ بر ͹کدل توابع D فضای در
این از صریحͬ نمایش بلͺه ͬ کنند، م تأیید Y حدی فرآیند به را Yn گسسته فرآیند همͽرایی تنها نه بەدست آمده نتایج
مرتب سازی الͽوریتم تصادفͬ ساختار از بهتری درک امر این ͬ دهند. م ارائه تصادفͬ سری ͷی بەصورت حدی فرآیند

ͬ کند. م فراهم آنͬ و میانه⁃محور حالت در سریع
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