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Abstract: The classical functional linear regression model with a scalar response has been widely used.
However, the local effects of the predictor function on the response cannot be evaluated with this model,
as it considers only a weighted average of the entire predictor trajectory in relation to the response. To ad-
dress this issue, we propose a generalization of the classical functional linear regression model by adding
an unknown number of points of impact, where the predictor values at these points have a significant effect
on the response. The points of impact and their coefficients, the slope function, the eigenvalues, and the
eigenfunctions of the covariance operator of the predictor are unknown and need to be estimated. In this
paper, we derive the convergence rate of a quantity constructed based on these unknown parameters. This
result can be used in future statistical inferences for this model, including the calculation of prediction in-
tervals and bootstrap prediction intervals. Additionally, a simulation study has been conducted to evaluate
the obtained results.
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ریاضͬ پژوهش های

۴۴–۳۱ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون در همͽرایی نرخ ͷی

(۳) ͬ نسب حسین محمد و (۲) خادم نوع امید ،۱ (۱) شیروانͬ علیرضا

ایران ایرانشهر، ولایت، دانشͽاه پایه، علوم دانشͺدۀ آمار، گروه (۱)

ایران زنجان، زنجان، دانشͽاه علوم، دانشͺدۀ آمار، گروه (۲)

ایران تهران، بهشتͬ، شهید دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺدۀ آمار، گروه (۳)

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاریخ ۱۴۰۴̸۸̸۱۱ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳̸۹̸۵ دریافت: تاريخ

قرار استفاده مورد گستردە بەطور اسͺالر پاسخ با ͷکلاسی تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل چͺیده:
ارزیابی مدل این با ͬ توان نم را پاسخ روی پیشͽو تابع موضعͬ اثرات حال، این با است. گرفته
برای ͬ گیرد. م نظر در را پاسخ روی پیشͽو مسیر کل از وزنͬ میانگین ͷی فقط مدل این زیرا کرد،
نقاط از نامعلومͬ تعداد افزودن با را ͷکلاسی تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل از تعمیمͬ مشͺل این رفع
پاسخ روی ͬ داری معن تأثیر نقاط، این ازای به پیشͽو مقادیر که ویژگͬ این با ͬ گیریم، م نظر در تأثیر
کوواریانس عملͽر ویژەتابع های و ویژەمقدارها شیب، تابع آن ها، ضرایب و تأثیر نقاط دارند.
شده ساخته کمیت ͷی همͽرایی نرخ مقاله این در شوند. برآورد باید و هستند نامعلوم پیشͽو
آماری استنباط های در ͬ توان م نتیجه این از آوردەایم. بەدست را نامعلوم پارامترهای این پایەی بر
استفاده پیش گویی استرپی بوت بازەهای و پیش گویی بازەهای یافتن جمله از مدل این برای آینده
دادەایم. انجام آمده بەدست نتیجەی ارزیابی برای نیز شبیەسازی مطالعەی ͷی این، بر علاوه کرد.

همͽرایی. نرخ تأثیر، نقطەی تابعͬ، خطͬ رگرسیون کليدي: واژەهاي

مقدمه ۱

... و فرکانس زمان، مانند دیͽر متغیر ͷی از تابعͬ بەصورت آن ها ماهیت که دادەهایی جمع آوری فن آوری، پیشرفت با
در ͬ نامند. م تابعͬ دادەهای هستند، چندمتغیره دادەهای از تعمیمͬ که را دادەها این گونه است. شده امͺان پذیر است
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۳۳ تابعͬ... خطͬ رگرسیون در همͽرایی نرخ ͷی

تحلیل روش های است ممͺن لذا اندازەگیری کرد، زمانͬ نقاط از متناهͬ تعداد ͷی در ͬ توان م را تابعͬ دادەهای عمل
روش های از استفاده تابعͬ، دادەهای ماهیت به توجه با اما گرفت. بەکار آنها تحلیل برای را چندمتغیره دادەهای
روش های و تعریف ها باید بنابراین داشت. خواهد همراه به مشͺلاتͬ آنها تحلیل برای چندمتغیره دادەهای تحلیل
[۳] کردەاند. مرور را تابعͬ دادەهای تحلیل نظری بحث های [۱۰] شود. ارائه تابعͬ دادەهای تحلیل برای سازگاری

پرداختەاند. تابعͬ دادەهای تحلیل ناپارامتری روش های از برخͬ به نیز
پاسخ متغیر ͷی مدلسازی در اسͺالر پاسخ با تابعͬ رگرسیون تحلیل تابعͬ، دادەهای تحلیل در مهم مسائل از ͬͺی
خطͬ رگرسیون مدل ͬ توان م مدل، این به تأثیر نقاط افزودن با است. تابعͬ پیشͽوی ͷی حداقل اساس بر علاقه مورد
آنها، با متناظر پیشͽوی مقادیر که ͬ شود م گفته زمانͬ نقطەهای به تأثیر نقطەی گرفت. نظر در را تاثیر نقاط با تابعͬ
مطالعاتͬ حوزەهای از بسیاری در تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل دارد. پاسخ متغیر روی ͬ داری معن تأثیر
سر تابعͬ دادەهای با که مدل هایی در را پیش گویی دقت و کرده بهینە را تصمیم گیری فرایند نوع این دارد. کاربرد
مشخصͬ زمان های ͬ توان م تأثیر نقاط تحلیل با سلامت، حوزەی در بەعنوان مثال، ͬ دهد. م افزایش دارند، کار و
رژیمͬ توصیەهای و پیش گویی در انکارناپذیر نقش زمان ها این که داد تشخیص را غذایی) وعدەهای از بعد (مانند
زمان طول در فنوتیپی ͬ های ویژگ و ژنͬ بیان پروفایل های بین رابطەی مطالعەی با تابعͬ، ͷژنومی حوزەی در دارند.
درمان های توسعەی به و داد تشخیص را بیماری پیشرفت برای کلیدی زمان های یا ژن ها ͬ توان م مختلف شرایط در یا
پیش گویی در مالͬ ابزارهای درون روزی قیمت  نمودارهای بررسͬ بازار، تحلیل در همچنین، کرد. ͷکم هدفمند
پیش گویی در بیشتری تأثیر که روز از خاصͬ زمان های ͬ توان م تأثیر نقاط تحلیل با است. مؤثر بازار حرکت های
خطͬ رگرسیون مدل های [۷] و [۶] کرد. شناسایی را بازار، شدن بسته و باز زمان های مانند دارند، آینده قیمت های
مدل های برای تأثیر نقطەی ͷی با مدلͬ [۱۲] نیز، بقا تحلیل زمینەی در گرفتند. نظر در را تأثیر نقطەی ͷی با تابعͬ

کردند. مطالعه را تأثیر نقطەی چندین با خطͬ رگرسیون چارچوب ͷی [۱] کرد. معرفͬ کاکس رگرسیون
را تأثیر نقاط تعداد این که بر علاوه آن ها دادند. تعمیم را [۷] توسط شده ارائه اولیەی تأثیر نقطەی ͷی با مدل [۴]
انتگرالͬ عبارت ͷی از استفاده با نیز را پاسخ روی پیشͽو مسیر کل از وزنͬ میانگین ͷی اثر گرفتند، نظر در نامعلوم
تعداد تابعͬ، پیشͽوی و اسͺالر پاسخ با ͷکلاسی تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل به آن ها واقع در افزودند. مدل به
خطاها دوم توان های کمترین روش از استفاده با را مدل نامعلوم پارامترهای کردند، اضافه تأثیر نقطەی نامعلومͬ
تابعͬ رگرسیون مدل [۹] نمونه، بەعنوان ،[۴] کار اساس بر دادند. نشان را برآوردگرها سازگاری و کردند برآورد
تابع ،[۲] توسط شده ارائه اسپلاین روش اساس بر [۵] کردند. بررسͬ را اسͺالر پاسخ و تأثیر نقاط با ناپارامتری
شبیەسازی، مطالعەی ͷی با و کرده برآورد تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل در را ضریب پارامترهای و شیب
تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل در تأثیر نقاط معناداری فرض آزمون برای آمارەای [۱۱] دادند. نشان را خود روش کارایی

دادند. ارائه اسͺالر پاسخ با
همͽرایی نرخ و گرفته نظر در را [۴] توسط شده ارائه تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل مقاله این در
بعدی استنباط های در همͽرایی نرخ این آوردەایم. بەدست را نامعلوم پارامترهای اساس بر شده ساخته کمیت ͷی
ما آیندەی کارهای اهداف که پیش گویی استرپی بوت بازەهای و پیش گویی بازەهای یافتن جمله از مدل این مورد در
فرض های و مدل معرفͬ به ۲ بخش در است: شده ارائه ترتیب این به مقاله این مطالب رفت. خواهد بەکار هستند،
نهایت در آوردەایم. بەدست را نظر مورد همͽرایی نرخ یعنͬ مقاله، اصلͬ نتیجەی ۳ بخش در پرداختەایم. نیاز مورد

دادەایم. اختصاص ۳ بخش در آمده بەدست نتیجەی ارزیابی برای شبیەسازی مطالعەی به را ۴ بخش

نیاز مورد فرضیات و مدل ۲

I = [a, b] آن در که است، X ∈ L۲(I) تابعͬ پیشͽوی ͷی و Y اسͺالر پاسخ متغیر ͷی شامل بررسͬ مورد مدل
ͬ کنیم م فرض است. I روی پذیر انتگرال دوم توان تابع های تمام فضای L۲(I) و R به متعلق کران دار بازەی ͷی



۴۴−۳۱ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و شیروانͬ علیرضا ۳۴

I روی X تابع و شده تشͺیل (X,Y ) زوج با هم توزیع ،(Xi, Yi); i = ۱, · · · , n مستقل مشاهدات از دادەها که
متغیرها که ͬ کنیم م فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون .E[

∫
I
X۲(t)dt] <∞ که است شده تعریف بەگونەای

که زمان هایی ͬ تواند م مثال به عنوان t) E[X(t)] = ۰ ،t ∈ [a, b] برای و E(Y ) = ۰ یعنͬ شدەاند، مرکزی
تولید زیر تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل از استفاده با Yiها دهد). نشان را شوند انجام باید اندازه گیری ها

ͬ شوند: م

Yi =

∫
I

β (t)Xi (t) dt+
S∑
r=۱

βrXi (τr) + εi, i = ۱, . . . , n. (۱ .۲)

ͷی β شیب تابع هستند. σ۲ متناهͬ واریانس و صفر میانگین با هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای εi خطاهای
هستند. مستقل Xiها از εi خطاهای همچنین و است I بازه روی پذیر انتگرال دوم توان و کران دار نامعلوم، تابع
مدل این ͬ شود. م داده نمایش

∫
I
β (t)Xi (t) dt عبارت توسط Yi بر Xi(· ) منحنͬ عمومͬ اثر ،(۱ .۲) مدل در

طور به Yi پاسخ متغیر که ͬ گیرد م نظر در τS ،... ،τ۱ بەصورت را تأثیر نقاط از S ∈ N نامشخص تعداد همچنین
شامل (۱ .۲) مدل دارد. قرار Xi(τS) ،... ،Xi(τ۱) یعنͬ آن ها متناظر تابعͬ مقدارهای تأثیر تحت توجهͬ قابل
شرط شوند. برآورد دادەها از استفاده با باید که است r = ۱, . . . , S ،βr و τr ،S ≥ ۰ ،β(t) نامعلوم پارامترهای
حداقل که معنا این به است، خاص» موضعͬ «تغییرات ویژگͬ وجود (۱ .۲) مدل پارامترهای شناساپذیری برای لازم
ناحیەی این از خارج ͬ های منحن با تأثیر نقطەی هر مجاورت در Xi(t) پیشͽوی فرآیند موضعͬ نوسانات از بخشͬ
ͬ توان م دارند را ویژگͬ این که تصادفͬ فرآیندهای میان از کنید). مراجعه ۴ (به باشد نداشته همبستگͬ محدود،
ویژگͬ درباره بیشتر جزئیات (برای کرد اشاره ͷارنشتاین⁃اولنب فرآیند و کسری براونͬ حرکت براونͬ، حرکت به
دارد، قرار بازه درون تأثیر نقطەی هر که ͬ کنیم م فرض این، بر علاوه کنید). مراجعه ۴ به خاص، موضعͬ تغییرات
پیوستەی همبستگͬ تابع دارای X ،t, s ∈ I هر برای که ͬ کنیم م فرض همچنین .τr ∈ (a, b); r = ۱, . . . , S
با همبستگͬ عملͽر به مربوط ... ،ψ۲ ،ψ۱ تابع های ویژه و ... ،λ۲ ،λ۱ مقدارهای ویژه این که و باشد Γ(t, s)
همین به ͬ دهند. م تشͺیل L۲(I) برای یͺامتعامد پایەی ͷی و اکید نزولͬ دنبالەی ͷی ترتیب بە ،Γ(·, ·) هستەی
،j ≥ ۱ ،ψ̂j و λ̂j با ترتیب به Γ̂(·, ·) هستەی با نمونەای همبستگͬ عملͽر تابع های ویژه و مقدارها ویژه ترتیب،

ͬ شوند. م داده نمایش

با سپس، ͬ کنیم. م استفاده تأثیر نقاط موقعیت و تعداد برآورد برای [۴] توسط شده پیشنهاد روش از مقاله، این در
برآورد را رگرسیون ضرایب و شیب تابع خطاها، دوم توان های کمترین روش  و تابعͬ اصلͬ مؤلفەهای تحلیل از استفاده
.α̃j = ⟨β, ψ̂j⟩ و αj = ⟨β, ψj⟩ ،θ̂ij = ⟨Xi, ψ̂j⟩ ،θij = ⟨Xi, ψj⟩ ͬ کنیم م تعریف j و i هر برای ͬ کنیم. م
نشان ͬ توان م .

∑∞
j=۱ αjψj و

∑∞
j=۱ θijψj از عبارتند بەترتیب β فوریەی سری بسط و Xi کارهونن⁃لوئەو̱ بسط

که ∫داد b

a

β(t)Xi(t)dt =
∞∑
j=۱

αjθij,

(اصطلاح ͬ آوریم م بەدست ،k مناسب برش نقطه ی ͷی و τ̂Ŝ ،... ،τ̂۱ ،Ŝ برآوردهای داشتن با کنید). مراجعه ۴ (به
تعیین مدل انتخاب معیارهای یا واریانس درصد اساس بر که دارد اشاره تابعͬ اصلͬ مؤلفەهای تعداد به برش نقطه ی

است): شده

Yi =
k∑
j=۱

αj θ̂ij +
Ŝ∑
r=۱

βrXi(τ̂r) + ε∗i , i = ۱, . . . , n,



۳۵ تابعͬ... خطͬ رگرسیون در همͽرایی نرخ ͷی

آن در که

ε∗i =
∞∑
j=۱

αjθij −
k∑
j=۱

αj θ̂ij +
S∑
r=۱

βrXi(τr)−
Ŝ∑
r=۱

βrXi(τ̂r) + εi, i = ۱, ..., n.

j = ۱, . . . , k ،βr ،αj هر برای را
∑n

i=۱(Yi−
∑k

j=۱ αj θ̂ij −
∑Ŝ

r=۱ βrXi(τ̂r))
۲ دوم توان های مجموع حال

برآوردگر و β = (β۱, . . . , βS)
T برای را β̂ = (β̂۱, . . . , β̂Ŝ)

T برآوردگر کرده، کمینه r = ۱, . . . , Ŝ و
β̂(t) =

∑k
j=۱ α̂jψ̂j(t)صورت به شیب تابع برآوردگر نهایت در ͬ آوریم. م ,α۱بەدست . . . , αk برای را α̂۱, . . . , α̂k

ͬ شود. م محاسبه

هستند. توزیع هم و مستقل نرمال تصادفͬ متغیرهای εn ،... ،ε۱ خطاهای و گاوسͬ X فرآیند .۱ .۲ فرض

ͷی M k ͬ کنیم م فرض است). برش نقطەی همان k) Γ[k](t, s) =
∑∞

j=k+۱ λjψj(t)ψj(s) ͬ دهیم م قرار
نشان λmin(M k) نماد با را M k ماتریس مقدار ویژه کوچͷ ترین باشد. Γ[k](τr, τs) عناصر با S × S ماتریس

ͬ دهیم. م

،j ≥ ۱ هر برای و ،σ۲ < C۰ < ∞ که بەطوری دارند، وجود C۰ و µ > ۱ ثابت های − الف .۲ .۲ فرض
.λj − λj+۱ ≥ C−۱

۰ j−µ−۱ و λj ≤ C۰j
−µ

.ν > ۱ + ۱
۲µ ͷی و ۰ < C۱ <∞ ͷی برای |αj| ≤ C۱j

−ν و ،t هر برای β(t) =
∑∞

j=۱ αjψj(t) − ب

.supt supj ψj(t)۲ ≤ Cψ که بەطوری دارد، وجود Cψ <∞ ثابت مقدار − پ

.λmin(M k) ≥ Dk−µ+۱ ،k هر برای که بەطوری دارد، وجود ۰ < D <∞ ثابت ͷی − ت

آن گاه ،n→ ∞ اگر شرایطͬ، بودن برقرار صورت در که دادند نشان [۴] ،۲ .۲ و ۱ .۲ فرض های تحت

P (Ŝ = S) → ۱, (۲ .۲)

،r = ۱, . . . , S هر برای و

۱
n

n∑
i=۱

(Xi(τr)−Xi(τ̂r))
۲ = Op(n

−۱), (۳ .۲)

۱
n

n∑
i=۱

(Xi(τr)−Xi(τ̂r))εi = Op(n
−۱), (۴ .۲)

پیشنهادی برآوردهای بەترتیب ،Ŝ و τ̂r آن در که کنید) مراجعه ۴ ۲ گزاره و ۴ قضیه به بیشتر جزئیات مشاهدەی (برای
هستند. S و τr برای [۴]

اصلͬ نتیجەی ۳

برهان جزئیات بخش ادامەی در سپس و آوردە  بەدست ۱ .۳ قضیەی در را نظر مورد همͽرایی نرخ ابتدا بخش این در
کردەایم. ارائه را
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برای اگر ۱ ،k ≍ O(n
۱

a+۲b ) و باشند برقرار ۲ .۲ و ۱ .۲ فرض  های و (۲ .۲) رابطەی کنید فرض .۱ .۳ قضیه
داریم: آن گاه کند، صدق (۴ .۲) و (۳ .۲) رابطەهای در τ̂r برآوردگر r = ۱, ..., S

۱√
n

n∑
i=۱

X
[k]
i (τ̂ )

n∑
j=k+۱

α̃j θ̂ij

=
√
n
[ n∑
j=k+۱

αjλjψj(τ۱), ...,
n∑

j=k+۱

αjλjψj(τS)
]T

+ op(۱), (۱ .۳)

.X [k]
i (t) = Xi(t)−

∑k
j=۱ θ̂ijψ̂j(t) و X

[k]
i (τ̂ ) = [X

[k]
i (τ̂۱), ..., X

[k]
i (τ̂S)]

T آن در که

باشد، برقرار ۱ .۳ قضیەی شرایط اگر که کرد خواهیم اثبات شرط این تحت .Ŝ = S ͬ کنیم م فرض ابتدا اثبات.
داریم: r = ۱, ..., S برای آن گاه

√
n

n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τ̂r) =
√
n

n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τr) +Op

(
n

−۲(a+b)+۳
۲(a+۲b)

)
, (۲ .۳)

هم چنین و

√
n

n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τr) =
√
n

n∑
j=k+۱

αjλjψj(τr) + op(۱). (۳ .۳)

که ͬ دهد م نتیجه [۴] (A · ۱۸) رابطەی طرفͬ از

۱√
n

n∑
i=۱

X
[k]
i (τ̂ )

n∑
j=k+۱

α̃j θ̂ij =
√
n
[ n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τ̂۱), ...,
n∑

j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τ̂S)
]T
. (۴ .۳)

،Ŝ = S شرط به بنابراین، ͬ شود، م نتیجه (۴ .۳) تا (۲ .۳) ترکیب از (۱ .۳) رابطەی که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به
ͬ توان م کل احتمال قانون از استفاده و (۲ .۲) رابطەی گرفتن نظر در با حال ͬ رسد. م پایان به ۱ .۳ قضیەی برهان

ͬ شود. م کامل ۱ .۳ قضیەی برهان ترتیب بدین داد، تعمیم غیرشرطͬ حالت به را شرطͬ برهان

که ͬ شود م نتیجه [۱۱] (۳۵) رابطەی از استفاده با :(۲ .۳) رابطەی برهان

√
n

n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τ̂r) =
√
n

n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τr) +
n∑

j=k+۱

α̃jλ̂jOp

(
j

a
۲
)
, (۵ .۳)

ͬ آوریم: م بەدست کوشͬ⁃شوارتز نابرابری اعمال با و

∣∣ n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jOp

(
j

a
۲
)∣∣ ≤

√√√√ n∑
j=k+۱

α̃۲
j ×

√√√√ n∑
j=k+۱

λ̂۲
j Op(ja). (۶ .۳)

1 m ≍ O(n) ⇐⇒ m = O(n), n = O(m)
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که داریم [۴] (A · ۱۸) رابطەی از قبل پاراگراف مطالب از استفاده با √√√√بەعلاوه، n∑
j=k+۱

α̃۲
j = Op

(
n

−(۲b−۱)
۲(a+۲b)

)
, (۷ .۳)

بەدست ۲ .۲ فرض (الف) قسمت و k = O
(
n

۱
a+۲b

)
با [۱۱] (۳۰) نابرابری و (۲۸) رابطەی کردن ترکیب از و

ͬ آوریم: √√√√م n∑
j=k+۱

λ̂۲
j Op(ja) = Op

(
n

−a+۱
a+۲b

)
. (۸ .۳)

داریم: (۸ .۳)−(۶ .۳) از حال

∣∣ n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jOp

(
j

a
۲
)∣∣ = Op

(
n

−۲(a+b)+۳
۲(a+۲b)

)
, (۹ .۳)

□ ͬ شود. م کامل (۲ .۳) رابطەی برهان ،(۹ .۳) و (۵ .۳) دادن قرار هم کنار با و

نوشت: ͬ توان م [۱۱] (۲۸) رابطەی اساس بر :(۳ .۳) رابطەی برهان

√
n

n∑
j=k+۱

α̃jλ̂jψ̂j(τr) =
√
n

n∑
j=k+۱

αjλjψj(τr) + A+ op(۱), (۱۰ .۳)

آن در که

A =
n∑

j=k+۱

λjψj(τr)
∑
l ̸=j

αl(λj − λl)
−۱

∫
∆ψjψl +

n∑
j=k+۱

αjψj(τr)

∫
∆ψjψj,

+
n∑

j=k+۱

αjλj
∑
l ̸=j

(λj − λl)
−۱ψl(τr)

∫
∆ψjψl.

داریم: طرفͬ از

E[A] =
n∑

j=k+۱

λjψj(τr)
∑
l ̸=j

αl(λj − λl)
−۱E

[ ∫
∆ψjψl

]

+
n∑

j=k+۱

αjψj(τr)E
[ ∫

∆ψjψj
]

+
n∑

j=k+۱

αjλj
∑
l ̸=j

(λj − λl)
−۱ψl(τr)E

[ ∫
∆ψjψl

]
. (۱۱ .۳)
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که داد نشان ͬ توان م

E
[ ∫

∆ψjψl
]
= −n− ۱

۲λjδjl, (۱۲ .۳)

و (۲۹) رابطەی هم چنین ،۲ .۲ فرض ،(۱۲ .۳) ،(۱۱ .۳) از استفاده با است. کرونەکر دلتای ،δjk که بەطوری
داریم: [۱۱] (۳۰) نابرابری

∣∣E[A]∣∣ = n− ۱
۲
∣∣ n∑
j=k+۱

αjλjψj(τr)
∣∣ ≤ const.n− ۱

۲k−(a+b)+۱,

بنابراین، است. ثابت مقدار ͷی const که به گونه ای

lim
n→∞

E[A] = ۰. (۱۳ .۳)

که ͬ شود م نتیجه [۱۱] (۲۸) رابطەی از این، بر علاوه

E[A]۲ = B۱ + ...+B۹, (۱۴ .۳)

که بەطوری

B۱ =
n∑

j=k+۱

λ۲
jψ

۲
j (τr)

∑
l۱ ̸=j

∑
l۲ ̸=j

αl۱αl۲(λj − λl۱)
−۱(λj − λl۲)

−۱E
[
Z۲
jZl۱Zl۲

]
+O(n−۱),

B۲ =
n∑

j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

λj۱λj۲ψj۱(τr)ψj۲(τr)
∑
l۱ ̸=j۱

∑
l۲ ̸=j۲

αl۱αl۲(λj۱ − λl۱)
−۱

× (λj۲ − λl۲)
−۱E

[
Zj۱Zj۲Zl۱Zl۲

]
+O(n−۱),

B۳ =
n∑

j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

αj۱αj۲ψj۱(τr)ψj۲(τr)

(
E
[
Z۲
j۱
Z۲
j۲

]
− E

[
Z۲
j۱

]
E
[
Z۲
j۲

])

+
n∑

j=k+۱

α۲
jψ

۲
j (τr)var(Z

۲
j ) +O(n−۱),

B۴ =
n∑

j=k+۱

α۲
jλ

۲
j

∑
l۱ ̸=j

∑
l۲ ̸=j

(λj − λl۱)
−۱(λj − λl۲)

−۱ψl۱(τr)ψl۲(τr)E
[
Z۲
jZl۱Zl۲

]
+O(n−۱),

B۵ =
n∑

j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

αj۱αj۲λj۱λj۲

∑
l۱ ̸=j۱

∑
l۲ ̸=j۲

(λj۱ − λl۱)
−۱(λj۲ − λl۲)

−۱

× ψl۱(τr)ψl۲(τr)E
[
Zj۱Zj۲Zl۱Zl۲

]
+O(n−۱),

B۶ =۲
n∑

j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

αj۲λj۱ψj۱(τr)ψj۲(τr)
∑
l ̸=j۱

αl(λj۱ − λl)
−۱E

[
Zj۱ZlZ

۲
j۲

]
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+ ۲
n∑

j=k+۱

αjλjψ
۲
j (τr)

∑
l ̸=j

αl(λj − λl)
−۱E

[
Z۳
jZl

]
+O(n−۱),

B۷ =۲
n∑

j=k+۱

αjλ
۲
jψj(τr)

∑
l۱ ̸=j

∑
l۲ ̸=j

αl۱ψl۲(τr)(λj − λl۱)
−۱(λj − λl۲)

−۱

× E
[
Z۲
jZl۱Zl۲

]
+O(n−۱),

B۸ =۲
n∑

j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

αj۲λj۱λj۲ψj۱(τr)
∑
l۱ ̸=j۱

∑
l۲ ̸=j۲

αl۱ψl۲(τr)(λj۱ − λl۱)
−۱

× (λj۲ − λl۲)
−۱E

[
Zj۱Zj۲Zl۱Zl۲

]
+O(n−۱),

B۹ =۲
n∑

j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

αj۱αj۲λj۲ψj۱(τr)
∑
l ̸=j۲

ψl(τr)(λj۲ − λl)
−۱E

[
Z۲
j۱
Zj۲Zl

]
+ ۲

n∑
j=k+۱

α۲
jλjψj(τr)

∑
l ̸=j

ψl(τr)(λj − λl)
−۱E

[
Z۳
jZl

]
+O(n−۱),

،(۳ .۳) رابطەی برهان کردن کامل برای ،(۱۴ .۳) و (۱۳ .۳) ،(۱۰ .۳) به توجه با .θj = ⟨X,ψj⟩ آن در که
قسمت ،۲ .۲ فرض از استفاده با ͬ کنند. م میل صفر به B۹ ،... ،B۱ آن گاه ،n → ∞ اگر که دهیم نشان ͬ است کاف

داریم: کوشͬ⁃شوارتز، نابرابری و [۱۱] ۲ لم (e)

|B۱| ≤ const.
n∑

j=k+۱

j−۲a
∑
l۱ ̸=j

l−b۱ |λj − λl۱ |−۱λ
۱
۲
l۱
λ

۱
۲
j

∑
l۲ ̸=j

l−b۲ |λj − λl۲ |−۱λ
۱
۲
l۲
λ

۱
۲
j

+O(n−۱)

≤ const.
n∑

j=k+۱

j−۲a + const.
n∑

j=k+۱

j−۲a−b+۱ log j

+ const.
n∑

j=k+۱

j−۲(a+b−۱) log۲ j +O(n−۱), (۱۵ .۳)

و

|B۲| ≤ const.

n∑
j۱=k+۱

n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

j−a۱ j−a۲

∑
l۱ ̸=j۱

l−b۱ |λj۱ − λl۱ |−۱λ
۱
۲
l۱
λ

۱
۲
j۱

×
∑
l۲ ̸=j۲

l−b۲ |λj۲ − λl۲ |−۱λ
۱
۲
l۲
λ

۱
۲
j۲
+O(n−۱)

≤ const.
( n∑
j۱=k+۱

j−a۱ +
n∑

j۱=k+۱

j−a−b+۱
۱ log j۱

)
×

( n∑
j۲=k+۱, ̸=j۱

j−a۲ +
n∑

j۲=k+۱, ̸=j۱

j−a−b+۱
۲ log j۲

)
+O(n−۱). (۱۶ .۳)
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که ͬ دهند م نتیجه [۱۱] (۳۲) تا (۳۰) نابرابری های و (۱۶ .۳) ،(۱۵ .۳) طرفͬ از

|B۱| ≤ const.k−۲a+۱ + const.k−۲a−b+۲ log k + const.k−۲(a+b)+۳ log۲ k

+O(n−۱),

و

|B۲| ≤ const.(k−a+۱ + k−a−b+۲ log k)۲ +O(n−۱).

و ͬ کنند م میل صفر به نیز B۹ ،... ،B۳ که ͬ شود م ثابت مشابه بەصورت ͬ کنند. م میل صفر به B۲ و B۱ بنابراین،
□ ͬ رسد. م پایان به (۳ .۳) رابطەی برهان ترتیب این به

شبیەسازی ۴

کدنویسͬ R افزار نرم در الͽوریتم ها پرداختەایم. (۱ .۳) رابطەی ارزیابی به شبیەسازی  از استفاده با بخش این در
حرکت فرآیند از مستقل مسیرهای Xn ،... ،X۱ است. شده ارائه شبیەسازی تکرار ۲۰۰۰ اساس بر نتایج و شدە
تولید زیر تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل از استفاده با Yi پاسخ های و ͬ دهند م نشان را X استاندارد براونͬ

شدەاند:

Yi =

∫ ۱

۰
β (t)Xi (t) dt+ β۱Xi(τ۱) + β۲Xi(τ۲) + εi, i = ۱, . . . , n,

β(t) و هستند استاندارد نرمال تصادفͬ متغیرهای εiها ،β۲ = ۳ ،β۱ = −۳ ،τ۲ = ۰٫۶ ،τ۱ = ۰٫۳ آن در که
عملͽر یͺامتعامد تابع های ویژه ψjها ،j ≥ ۱ برای طوری که شده، محاسبه β(t) =

∑۱۰۰
j=۱ j

−۲ψj(t) بەصورت
توسط شده ارائه روش از استفاده با را تأثیر نقاط هستند. ψj(t) =

√
۲ sin((j− ۱

۲)πt) بەصورت X کوواریانس
تأثیر نقاط بهینەی تعداد کنید)، مراجعه ۸ (به R افزار نرم در bestglm بستەی از استفاده با و کرده برآورد [۴]
زیر مدل روی BIC معیار اساس بر زیرمجموعه بهترین انتخاب با را (k) اصلͬ مؤلفەهای تعداد هم چنین و (S̃)

آوردەایم: بەدست

Yi =
k∑
j=۱

αjZ̃ij +
S̃∑
r=۱

βrXi(τ̂r) + ε∗i , i = ۱, . . . , n,

خطاها دوم توان های کمترین روش از استفاده با ،j = ۱, ..., k ،αj و r = ۱, ..., S̃ ،βr برآوردهای آن در که
متفاوت است ممͺن تکرار هر در و ͬ شود م محاسبه شبیەسازی حین k مقدار این که گرفتن نظر در با آمدەاند. بەدست
برای را ۶۰ و ۵۵ ،۵۰ ،۴۵ ،۴۰ ،۳۵ ،۳۰ ،۲۵ ، ۲۰ ،۱۸ ،۱۶ ،۱۴ ،۱۲ ،۱۰ ممͺن مقادیر باشد، دیͽر تکرارهای با
دوبعدی بردارهایی (۱ .۳) رابطەی راست سمت و چپ سمت داریم، تأثیر نقطەی دو که آن جا از گرفتەایم. نظر در k
کردەایم. محاسبه را رابطه طرف دو نظیر به نظیر مؤلفەهای تفاضل ،(۱ .۳) رابطەی ارزیابی برای بود. خواهند
برای را دوم تأثیر نقطەی و اول تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های جعبەای نمودارهای ترتیب به ۲ و ۱ شͺل های

ͬ دهد. م نشان ۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای
برای ͬ شوند. م نزدیͺتر و ͷنزدی صفر به تفاضل ها k مقدار شدن بزرگتر با ͬ شود، م ملاحظه که همان گونه



۴۱ تابعͬ... خطͬ رگرسیون در همͽرایی نرخ ͷی

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای اول تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های جعبەای نمودارهای :۱ شͺل

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای دوم تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های جعبەای نمودارهای :۲ شͺل

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای اول تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های میانگین :۳ شͺل

در نیز را تفاضل ها واریانس و تفاضل ها قدرمطلق میانگین تفاضل ها، میانگین به مربوط نمودارهای بیشتر، بررسͬ
تفاضل ها قدرمطلق میانگین تفاضل ها، میانگین که است واضح شͺل ها به توجه با کردەایم. ترسیم ۸ تا ۳ شͺل های
نیز شبیەسازی نتایج بنابراین ͬ کنند. م میل صفر به k افزایش با تأثیر، نقطەی دو هر به مربوط تفاضل های واریانس و

ͬ کنند. م تایید را (۱ .۳) رابطەی برقراری



۴۴−۳۱ صفحه ۴ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و شیروانͬ علیرضا ۴۲

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای دوم تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های میانگین :۴ شͺل

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای اول تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های قدرمطلق میانگین :۵ شͺل

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای دوم تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های قدرمطلق میانگین :۶ شͺل

نتیجەگیری و بحث

۱√
n

∑n
i=۱ X

[k]
i (τ̂ )

∑n
j=k+۱ α̃j θ̂ij ،(۱ .۲) تأثیر نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل در ،(۱ .۳) رابطەی اساس بر

کاربردی بسیار نتیجە این همͽراست.
√
n
[∑n

j=k+۱ αjλjψj(τ۱), ...,
∑n

j=k+۱ αjλjψj(τS)
]T به احتمال در



۴۳ تابعͬ... خطͬ رگرسیون در همͽرایی نرخ ͷی

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای اول تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های واریانس :۷ شͺل

۲۰۰ نمونەی اندازە و مختلف kهای برای دوم تأثیر نقطەی به مربوط تفاضل های واریانس :۸ شͺل

استفاده برآوردهایشان از آن ها جای به است لازم و نداریم اختیار در را αjها و λjها ψjها، τrها، عمل در زیرا است،
نقاط با تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل مورد در آماری استنباط های از بسیاری در ͬ توان م را آمده بەدست رابطەی کنیم.

گرفت. بەکار پیش گویی استرپی بوت بازەهای و پیش گویی بازەهای یافتن در جمله از ،(۱ .۲) تأثیر

تشͺر و تقدیر

گرامͬ سردبیر از و ارزشمندشان و دقیق نظرات بابت محترم داوران از را خود قدردانͬ و سپاس مراتب نویسندگان
ارتقای در بسزایی تأثیر ارائەشده پیشنهادهای ͬ دارند. م ابراز داوری فرایند شایستەی مدیریت و توجه بەدلیل مجله

است. داشته مقاله این نهایی کیفیت
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