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Abstract: In statistics, the independence between statistics is of particular importance. Without calcu-
lating the joint distribution of two statistics, given the necessary conditions such as the completeness and
sufficiency of one statistic and the ancillarity of the other, this independence can be proven. This paper
examines generalizations of this result, as well as cases involving bounded completeness and Bayesian
sufficiency. Finally, under the action of topological groups, this fact is generalized, and the independence
of an invariant function from a sufficient equivariant statistic is established.
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ریاضͬ پژوهش های

۳۰–۸ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

گروەهای تحت ناوردا آماره و بسنده هم وردای آماره استقلال
ͬͺتوپولوژی

شمس۱ مهدی

ایران. کاشان، کاشان، دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺدۀ آمار، گروه

۱۴۰۴̸۱۲̸۷ انتشار: تاریخ ۱۴۰۴̸۸̸۱۱ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۳̸۹̸۲ دریافت: تاریخ

محاسبه بدون است. برخوردار ویژەای اهمیت از آمارەها بین استقلال وجود آمار علم در چͺیده:
آماره بودن ͬͺکم و آماره ͷی بودن کامل بسنده جمله از لازم شرايط داشتن با آماره، دو توأم توزيع
حالت های همچنین و موضوع این تعميم های مقاله اين در ͬ شود. م ثابت استقلال اين وجود دیͽر،
گروەهای عمل تحت پایان، در گرفت. خواهند قرار بررسͬ مورد و بيزی بودن كامل شمارا بەطور
بسنده هم وردای آماره ͷی با ناوردا تابع ͷي استقلال و شده داده تعمیم حقیقت این ͬͺتوپولوژی

ͬ شود. م ثابت

ناوردایی، بیزی، دیدگاه جفتͬ، بسندگͬ بودن، کامل شمارا بەطور گروه، عمل کليدی: واژەهای
هم وردایی.

پیش گفتار ۱

است برخوردار ویژەای اهمیت از هنوز زمان گذشت با که است آمار علم در ساده نتیجەهای معدود جزو باسو قضیه
تشͺیل را ͷکلاسی آمار استنباط اصلͬ هسته رائو⁃بلاکول قضیه و کرامر⁃رائو نامساوی نیمن⁃پیرسن، لم مثل و
توجه با و شد اثبات [۲] باسو توسط ۱۹۵۵ سال در که است آمار مشهور قضیەهای از ͬͺی قضیه این .[۱۲] ͬ دهد م
مهم کتاب های بیشتر در قضیه این واقع در ماند. باقͬ کارا و مشهور اثباتش از پس سال ها آن متنوع کاربردهای به
شده بیان [۶] برگر و کسلا و [۲۱] ماخوپادیای ،[۱۹] کسلا و ͬ من ل ،[۲۰] رومانو و ͬ من ل جمله از آماری استنباط
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فراوانͬ کاربرد های که شده باعث آن جنبه این و ͬ شود م ظاهر کاربردی کاملا́ نتیجه ͷی بەصورت باسو قضیه است.
باشد. داشته مختلف زمینەهای در

فشرده تصادفͬ متغیر ͷی در را تصادفͬ متغیر چند به مربوط اطلاعات که است تصادفͬ نمونه از تابعͬ آماره،
که آمارەای لذا برود، بین از مطالعه مورد مسئله به مربوط اطلاعات از کمͬ است ممͺن دادەها تلخیص در ͬ سازد. م
کفایت مسئله بررسͬ برای دیͽر که شود بەقسمͬ اولیه نمونه تلخیص باعث نباید ͬ شود، م برده بەکار استنباط برای
آماره ͷی توسط دادەها کردن فشرده و کردن خلاصه که است این آماری استنباط در بسندگͬ مطالعه علت نکند.
پس باشد. پارامتر پیرامون نمونه اطلاعات تمام شامل اطلاعات، دادن دست از بدون که بەطوری است علاقه مورد
واضح باشند. بسنده هنوز که کرد خلاصه را دادەها ͬ توان م چقدر که ͬ شود م مطرح سؤال این بسندگͬ، تعریف از
شود. حفظ مجهول پارامتر مورد در دادەها در نهفته اطلاعات که است جایز جایی تا دادەها کردن خلاصه است
روی را تلخیص حداکثر بسنده، آماره این و ͬ شود م نامیده مینیمال بسنده آماره دارد، را خصوصیت این که آمارەای
آماره که است این در کامل بسنده آماره ͷی و مینیمال بسنده آماره ͷی بین اساسͬ تفاوت ͬ دهد. م انجام نمونه
پارامتر تخمین برای که باشد ͬ بخش) گاه ناآ یا ͬͺکم فرعͬ، (اطلاعات اضافͬ اطلاعات شامل است ممͺن بسنده
است ممͺن یعنͬ این و است) نشده فشرده کامل بەطور هنوز بسنده آماره گویند اصطلاح (در نیست، مفید مجهول
بسنده، آمار ͷی اگر که صورتͬ در است؛ ͬͺکم آماره ͷی که باشد داشته وجود مینیمال بسنده آماره از تابع ͷی
به آن توزیع که است آمارەای ،ͬͺکم آماره نیست. امͺان پذیر باشد ͬͺکم که آن از تابع ͷی وجود باشد، نیز کامل
آن از تابعͬ وجود عدم خود، خودی به مینیمال بسنده آماره وجود که است ذکر قابل ندارد. بستگͬ مجهول پارامتر
ͬ کند م تضمین کامل بسنده آماره وجود باسو، قضیه بەکارگیری با که صورتͬ در ͬ کند. نم تضمین را باشد ͬͺکم که
اطلاعات شامل کامل بسنده آماره که است معنͬ بدین این و ندارد، وجود باشد ͬͺکم که آماره این از تابعͬ که
بیشترین به منجر بسنده، آماره ͷی بودن کامل عامیانەتر بەعبارت نیست. مجهول پارامتر درباره لازم غیر و ͬͺکم
اولین است. موفق دادەها ممͺن فشردگͬ و بیان در کامل بسنده آماره دیͽر بەعبارت و ͬ شود م دادەها در فشردگͬ
ͬͺکم آمارەهای بسندگͬ، بین ارتباط کشف باعث که شد اثبات باسو توسط ۱۹۵۵ سال در فوق مفاهیم بین ارتباط
باشد: زیر بەشرح انداخت قضیه این کردن مطرح فکر به را باسو که ایدەای ͬ رسد م بەنظر .[۱۳] گردید استقلال و
بیشتری اطلاعات هیچ پارامتر، درباره لازم اطلاعات همه داشتن بر علاوه باشد کامل بسندەای، آماره «چنانچه
نیست پارامتر درباره اطلاعͬ هیچ شامل که ͬͺکم آماره ͷی با ارتباطͬ ͬ تواند نم آمارەای چنین پس ندارد. آن درباره
از مستقل ͬͺکم آماره هر که ͬ رسد م بەنظر طبیعͬ رو این از باشد. داشته ندارد) بستگͬ پارامتر به آن توزیع (چون

باشد.» کامل بسنده آماره
که است آماری استنباط اساسͬ قضیەهای از ͬͺی قضیه این شد. اثبات [۲] در باسو، قضیه اصلͬ نسخه
لذا ͬ کند. م تضمین را ͬͺکم آماره از کامل بسنده آماره استقلال و دارد آمار متعدد شاخەهای در فراوانͬ کاربردهای
اشاره نکته این به [۵] در شد. خواهند بیان ساده زبان به شده ارائه آن برای که مختلفͬ اثبات های متعدد، مراجع از
استقلال نظریه به مستقیماً بودن ͬͺکم و بسندگͬ مفهوم آن گاه شود، نگاه مسئله به بیزی دیدگاه از اگر که ͬ شود م
چارچوب در که T و U آماره برای یعنͬ شد، مطرح باسو قضیه بیزی نسخه ،[۴] در .[۹] ͬ شود م وابسته شرطͬ
و X تصادفͬ متغیرهای و باشند مستقل Θ و U تصادفͬ متغیرهای یعنͬ هستند، بسنده و ͬͺکم بەترتیب بیزی،
شرطͬ مستقل U و T شد ثابت باشد، کامل کران دار بەطور T آن بر علاوه و باشند T شرط به شرطͬ مستقل Θ

مربوط شد، ارائه [۱۶] کولموگوروف توسط که بیزی بسندگͬ نظریه به بسندگͬ، بیزی تعریف هستند. Θ شرط به
شرطͬ توزیع و بسنده (T, V ) توأم آماره اگر که کرد مطرح را باسو قضیه از تعمیم ͷی [۱۵] جرگنسن ͬ شود. م
نشان ،[۱۷] در .[۱۸] هستند V روی شرطͬ مستقل U و T آن گاه باشد، ͬͺکم آماره ͷی (V, U) و کامل T |V
ͬͺکم آماره ͷی از احتمال توزیع های از خانواده ͷی برای کامل شمارا بەطور و جفتͬ بسنده آماره ͷی که شد داده
ͬ شود م داده تعمیم سیͽمایی میدان ͷی به نسبت شرطͬ بودن کامل به بودن کامل مفهوم ،[۱۴] در است. مستقل

کرد. مطرح را باسو قضیه از دیͽری تعمیم ͬ توان م نیز حالت این در و
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است: ذیل بەشرح مقاله این بخش های اصلͬ خطوط
آماره برای قضیه این تعمیم های دوم، بخش در ͬ شود. م مرور آن مختلف اثبات های و باسو قضیه اول، بخش در
قضیه این بیزی حالت سوم، بخش در شد. خواهد معرفͬ کامل شمارا بەطور و جفتͬ بسنده آماره یا مشروط ͬͺکم
تحت باسو قضیه بر تعمیمͬ که هم وردا و ناوردا تابع ͷی استقلال ایده چهارم، بخش در بالاخره ͬ شود. م معرفͬ
آینده تحقیقات برای پیشنهادات و نتیجەگیری پنجم، بخش در ͬ شود. م اثبات و بیان هست ͬͺتوپولوژی گروەهای

ͬ شود. م مطرح

ͬͺکم آماره از کامل بسنده آمار استقلال ۲

خانواده ͷی که X توزیع های خانواده اساس این بر و دارد بستگͬ θ پارامتر به X تصادفͬ متغیر توزیع کنید فرض
X تصادفͬ متغیر دو استقلال راحتͬ برای جا این در ͬ شود. م داده نمایش P = {Pθ : θ ∈ Θ} با است پارامتری

.[۱۳] ͬ شود م داده نمایش X ⊥⊥ Y نماد با Y و
ͬ شوند. م مرور رابطه این در مقدماتͬ تعریف چند نیاز، مورد پایەای مفاهیم با خوانندگان آشنایی برای ابتدا

ͬ شود م نامیده آماره ͷی باشد نداشته بستگͬ مجهولͬ پارامتر به که T ≡ T (X) نظیر تصادفͬ متغیر از تابع هر
مربوط اطلاعات که ͬ شود م تعريف X = (X۱, . . . , Xn) تصادفͬ نمونه از تابعͬ بەصورت T (X) معمولا˟ .[۶]
۱۹۲۲ سال در بار اولین برای آماره اصطلاح .[۶] ͬ سازد م فشرده تصادفͬ متغیر ͷی در را تصادفͬ متغیر چند به

.[۸ ،۷] شد معرفͬ فیشر توسط
شرطͬ توزیع ،θ هر بەازای هرگاه گویند، بسنده (P خانواده برای معادل، بەطور (یا θ برای را T ≡ T (X) آماره
هرگاه گویند، مینیمال بسنده را T بسنده آماره باشد. نداشته بستگͬ θ ∈ Θ پارامتر به t مقادیر همه برای ،X|T = t

.[۱۹] باشد دیͽر بسنده آماره هر از تابعͬ
بستگͬ مجهول پارامتر آن به U توزیع هرگاه گویند، پارامتر ͷی برای ͬ بخش) گاه ناآ یا (فرعͬ ͬͺکم را U آماره
برای ͬͺکم آماره اصطلاح .[۵] نیست پارامتر پیرامون اطلاعͬ هیچ شامل ͬͺکم آماره بنابراین .[۵] باشد نداشته
به Eθ[U ] اگر گویند، اول مرتبه ͬͺکم را U آماره .[۳] شد معرفͬ [۱۱] فیشر توسط ۱۹۲۵ سال در بار اولین
به و است ثابت مقداری Eθ[U ] آن گاه باشد، ͬͺکم آماره ͷی U اگر که است بدیهͬ باشد. نداشته بستگͬ θ ∈ Θ

هست. نیز اول مرتبه ͬͺکم آماره U بنابراین و ندارد بستگͬ θ ∈ Θ

اگر ،g ∈ G تابع هر برای هرگاه گویند، است) حقیقͬ مقادیر با توابع از خانواده ͷی G) G−کامل را T آماره
G اگر خاص حالت در .[۱۸] Pθ(g(T ) = ۰) = ۱ ،θ ∈ Θ هر بەازای آن گاه ،Eθ[g(T )] = ۰ ،θ ∈ Θ هر بەازای
بەعبارت ͬ نامند. م کامل کران دار بەطور و کامل را T آماره بەترتیب باشد، کران دار توابع یا انتگرال پذیر توابع خانواده
خود خانواده این در صفر برای نااریب برآوردگر تنها اگر است، کامل T توسط شده تولید توزیع های خانواده دیͽر
.[۱۹] نیست صحیح مطلب این عکس ولͬ است، کامل کران دار بەطور کامل، آماره هر که است واضح باشد. صفر
بودن کامل ویژگͬ .[۸ ،۷] شد معرفͬ [۱۹] شفه و ͬ من ل توسط ۱۹۵۰ سال در بار اولین برای بودن کامل اصطلاح
را مشخصͬ یͺتایی خواص باشد، بسنده آماره به مربوط ویژگͬ این وقتͬ ولͬ ندارد، کاربردی تنهایی به آماره ͷی
کامل بسنده آماره به بحث، بعد به این از لذا ͬ شود. م احتمال و آمار مسائل از برخͬ سادگͬ موجب و ͬ کند م تضمین

ͬ شود. م محدود کامل) کران دار بەطور یا (و
ͬ شود. م بیان [۱۶ ،۱۳ ،۱۰ ،۱] مراجع در آن متفاوت اثبات های و باسو قضیه اکنون

آماره و باشد کامل کران دار بەطور و بسنده P توزیع های خانواده برای T آماره اگر ([۲] باسو (قضیه .۱ .۲ قضیه
هستند. (شرطͬ) مستقل θ هر بەازای U و T آن گاه باشد، ͬͺکم آماره ͷی U

θ به p = FU(u) = Pθ(U ≤ u) ،u ثابت مقدار يك بە ازای ،U آماره بودن ͬͺکم به توجه با اول: برهان اثبات.
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ͬ توان م بەسادگͬ شود، تعريف g(t) = P (U ≤ u |T = t) بەصورت g كران دار تابع اگر اكنون ندارد. بستگͬ
نوشت

Eθ (g(T )− p) = EθE
(
I[−∞,u](U)

∣∣T)− p

= Eθ

(
I[−∞,u](U)

)
− p

= Pθ (U ≤ u)− p = ۰

(۱ .۲)

است. شده استفاده مͺرر امید ویژگͬ از دوم تساوی در که

بودن کامل کران دار بەطور ویژگͬ به توجه با همچنین و است حقیقͬ مقادیر با کران دار تابع ͷی g اینکه از
،۱ احتمال با رو این از و Pθ (g(T ) = p) = ۱ ،θ ∈ Θ هر برای که گرفت نتیجه ͬ توان م (۱ .۲) از ،T
بەصورت T بسندگͬ و U بودن ͬͺکم به توجه با تساوی این که P (U ≤ u) = P (U ≤ u |T = t)

زيرا است، U و T (شرطͬ) استقلال معادل اين و ͬ شود بازنویسͬ م Pθ(U ≤ u) = Pθ (U ≤ u |T = t)

:θ ∈ Θ هر برای

Pθ(U ≤ u)Pθ(T ≤ t) = pPθ(T ≤ t)

= pEθ

(
I[−∞,t](T )

)
= Eθ

(
p I[−∞,t](T )

)
= Eθ

(
I[−∞,t](T ) g(T )

)
= Eθ

(
I[−∞,t](T )E

(
I[−∞,u](U) | T

))
= Eθ

(
E
(
I[−∞,t](T ) I[−∞,u](U) | T

))
= Eθ

(
E
(
I[−∞,t]×[−∞,u](T, U) | T

))
= Eθ

(
I[−∞,t]×[−∞,u](T, U)

)
= Pθ(U ≤ u, T ≤ t)

(۲ .۲)

شده استفاده مͺرر امید ویژگͬ از هشتم تساوی در و ریاضͬ امید بودن خطͬ ویژگͬ از ششم و سوم تساوی در که
ͬ کند. م اثبات را U و T (شرطͬ) استقلال (۲ .۲) تساوی پایان در است.

نوشت: ͬ توان م θ ∈ Θ هر برای اکنون بͽیرید. نظر در را h حقیقͬ مقادیر با و کران دار دلخواه تابع دوم: برهان

Eθ [E(g(U) | T )− Eg(U)] = EθE(g(U) | T )− EθEg(U)

= Eg(U)− Eg(U) = ۰.
(۳ .۲)

به بستگͬ Eθ[h(U)] و Eθ[h(U)|T ] که گرفت نتیجه ͬ توان م است، ͬͺکم U و بسنده T اینکه به توجه با حال
پس است. آماره ͷی یعنͬ ندارد، بستگͬ مجهول پارامتر به h(T ) = Eθ[h(U)|T ] − Eθ[h(U)] لذا و ندارند θ
با تابعͬ h اینکه و T بودن کامل به توجه با که Eθ[h(T )] = ۰ ،θ ∈ Θ هر برای گرفت، نتیجه ͬ توان م (۳ .۲) از
بەصورت g(U) = I[−∞,u](U) انتخاب با که Eθ[g(U)|T ] = Eθ[g(U)] ͷی احتمال با است، حقیقͬ مقادیر

است. U و T استقلال معادل و ͬ شود م بازنویسͬ Pθ(U ∈ A|T ) = Pθ(U ∈ A)

ηA(t) = P (U ∈ A | T = t) و pA = P (U ∈ A) کنید، تعریف A بورل مجموعه هر برای سوم: برهان
،θ ∈ Θ هر بەازای لذا است). بسنده T و ͬͺکم U (زیرا ندارد بستگͬ θ یعنͬ مجهول، پارامتر به احتمال دو هر که
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.Eθ(ηA(T )) = Eθ(P (U ∈ A | T )) = Eθ [E(IA(U) | T )] = Eθ(IA(U)) = Pθ(U ∈ A) = pA

،θ ∈ Θ هر بەازای یعنͬ ،ηA(T ) = pA ͷی احتمال با که گرفت نتیجه ͬ توان م ،T بودن کامل از استفاده با حال
است. U و T استقلال معادل این که Pθ(U ∈ A | T = t) = Pθ(U ∈ A)

تابع .fU(u) = fU |T=t(u) ،t و u هر بەازای که شود ثابت است کافͬ U و T استقلال برای چهارم: برهان
بسنده T (زیرا ندارد بستگͬ θ به fU |T=t(u) تابع همچنین است). ͬͺکم U (چون ندارد بستگͬ θ به fU(u)
hu(t) تابع صورت این در شود، تعریف hu(t) = fU(u) − fU |T=t(u) تابع ثابت، u هر برای اگر لذا است).

نوشت: ͬ توان م θ ∈ Θ هر برای حال است). آماره ͷی hu(T ) (یعنͬ ندارد بستگͬ θ به و دارد بستگͬ t به فقط

Eθ(hu(T )) = Eθ(fU(u))− Eθ(fU |T=t(u))

= fU(u)−
∫ ∞

−∞
fU |T=t(u) fθ(t) dt

= fU(u)−
∫ ∞

−∞
fU,T (u, t) dt = ۰

(۴ .۲)

بەازای یعنͬ ،hu(T ) = ۰ ،ͷی احتمال با گرفت نتیجه ͬ توان م (۴ .۲) از ،T آماره بودن کامل ویژگͬ به توجه با که
است. U و T استقلال معادل هم این که fU(u) = fU |T=t(u) ،t هر

صحیح نیز کامل آمارەهای برای ،۱ .۲ قضیه هست، نیز کامل کران دار بەطور آماره ͷی کامل، آماره هر چون
کلمه قضیه، صورت در و شده نوشته ͷکلاسی آمار چارچوب اساس بر صرفاً [۲] باسو قضیه اصلͬ نسخه است.
آمار چارچوب تمایز برای احتمالا˟ که شد اضافه [۳] باسو توسط ۱۹۸۲ سال در اخیر مورد بود. نشده آورده شرطͬ
T استقلال لذا و شده گرفته نظر در تصادفͬ متغیر بەعنوان θ کار این با و بوده بیزی آمار چارچوب از ͷکلاسی
تساوی دو شد، مشاهده ۱ .۲ قضیه در اول برهان در که طور همان البته شد. خواهد (θ شرط (به مشروط U و
دو هر (θ ∈ Θ هر (برای Pθ(U ≤ u) = Pθ(U ≤ u |T = t) نيز و P (U ≤ u) = P (U ≤ u |T = t)

علاوه ۱ .۲ قضیه است. صحیح ۱ .۲ قضیه بیزی، و ͷکلاسی چارچوب دو هر در یعنͬ این و ͬ شوند م گرفته نتیجه
.[۱] است برقرار نیز ناپارامتری خانوادەهای برای پارامتری، خانوادەهای بر

ͬ توان م ،۱ .۲ قضیه بەکارگیری با آن گاه باشد، دلخواه ͬͺکم آماره هر U و کامل کران دار بەطور بسنده آماره T اگر
COV (f(T ), g(U)) = ۰ یعنͬ ناهمبستەاند، h(U) و g(T ) ،h و g دلخواه تابع دو هر برای که گرفت نتیجه

.[۲۲]
نتیجه ͬ توان م است، صفر برابر ͬͺکم آماره ͷی در فیشر اطلاع میزان که مطلب این و ۱ .۲ قضیه از استفاده با
دو در فیشر اطلاع میزان آن گاه باشد، دلخواه ͬͺکم آماره هر U و کامل کران دار بەطور بسنده آماره T اگر که گرفت
اطلاع میزان IT (θ) = Eθ

(
∂
∂θ

ln gθ(T )
)۲ آن در که I(T,U)(θ) = IT (θ) یعنͬ است، یͺسان T و (T, U) آماره

حقیقت این اثبات برای است. T تصادفͬ متغیر احتمال تابع یا چͽالͬ تابع gθ و T آماره در θ پارامتر به نسبت فیشر
آن پی در I(T,U)(θ) = IT (θ) + IU(θ) این رو از و ،T ⊥⊥ U ،۱ .۲ قضیه طبق که ͬ شود م استفاده نکته این از
ͬͺکم آماره ͷی اینکه به توجه با زیرا است، قبول قابل نیز شهودی بەطور نتیجەای چنین البته .I(T,U)(θ) = IT (θ)

ͬ بخش گاه ناآ آماره آن برای انتخابی اسامͬ از ͬͺی منظور همین برای (و ͬ دهد نم مجهول پارامتر درباره اطلاعاتͬ
پارامتر درباره اطلاعات تمام حاوی بەتنهایی خود (که کامل بسنده آماره ͷی با آماره این ترکیب با بنابراین است)،

ͬ آید. نم بەدست پارامتر درباره جدیدی اطلاع هیچ است)،
یعنͬ است، صحیح نیز اول مرتبه ͬͺکم آماره برای ۱ .۲ قضیه که ͬ شود م اشاره نکته این به بخش این پایان در
ذکر هستند. (شرطͬ) مستقل θ ∈ Θ هر بەازای U اول مرتبه ͬͺکم آماره و T کامل کران دار بەطور و بسنده آماره
T از تابعͬ بەعنوان ثابت آماره از غیر ͬͺکم آماره هیچ آن گاه باشد، کامل بسنده آماره T اگر که است لازم نکته این
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باشد، نداشته وجود باشد اول مرتبه ͬͺکم آماره که T بسنده آماره از ثابتͬ غیر تابع هیچ اگر برعکس، ندارد. وجود
است. کامل T آن گاه

جفتͬ بسنده آماره استقلال همچنین و شرطͬ استقلال حالت های در تعمیم ۳
ͬͺکم آماره از کامل شمارا بەطور و

ͷی در و ͬ شود م نتیجەگیری شرطͬ استقلال مورد دو در که ͬ شود م معرفͬ ۱ .۲ قضیه از تعمیم چند بخش این در
ͬ شود. م مطرح ͬͺکم آماره از کامل شمارا بەطور و جفتͬ بسنده آماره استقلال مورد

آن به ذیل در که کرد مطرح را ۱ .۲ قضیه از کلͬ تعمیم ͷی ۱۹۹۸ سال در سخنرانͬ ͷی طͬ [۱۵] جرگنسن
است. شده اشاره

باشد، ͬͺکم آماره يك (V, U) و كامل T |V شرطͬ توزيع و بسنده (T, V ) توأم آماره اگر ([۱۸]) .۱ .۳ قضیه
.T ⊥⊥ U |V هستند، يعنͬ V روی شرطͬ مستقل U و T آن گاه

اگر .h(T, V ) = E[g(U) | T, V ] − E[g(U) | V ] کنید تعریف و باشد کران دار تابعͬ g کنید فرض اثبات.
طرف از ندارد. بستگͬ θ به که هست V از تابعͬ تنها E[g(U) | V ] آن گاه باشد، θ پارامتر برای بسنده آماره V
باشد، نداشته بستگͬ θ به نیز E[g(U) | T, V ] شرطͬ ریاضͬ امید که ͬ شود م این به منجر (T, V ) بسندگͬ دیͽر

داریم: مͺرر امید ویژگͬ از استفاده با حال است. آماره ͷی h(T, V ) پس

E[h(T, V ) | V ] = E[E[g(U) | T, V ] | V ]− E[g(U) | V ] = ۰. (۱ .۳)

داریم معادل بەطور یا h(T, V ) = ۰ ،ͷی احتمال با که ͬ گیریم م نتیجه T | V بودن کامل و (۳ .۳) رابطه از
.E[g(U) | T, V ] = E[g(U) | V ]

که P [U ≤ u | T = t, V = v] = P [U ≤ u | V = v] شود، انتخاب g(U) = I[−∞,u](U) اگر حال
است. V به نسبت T و U شرطͬ استقلال نشان دهنده این

و V = X۱
T

،T =
∑n

i=۱Xi دهید قرار .θ > ۰ آن در که X۱, . . . , Xn
i.i.ⅾ.∼ E(θ) کنید فرض .۲ .۳ مثال

که fX(x; θ) = θn exp(−θ
∑n

i=۱ xi)I(۰,∞)n(x) با است برابر (X۱, . . . , Xn) توأم چͽالͬ تابع .U = X۲
X۱

.i = ۱, . . . , n− ۱ ،Wi =
Xi

T
کنید تعریف .x = (x۱, . . . , xn) آن در

xi = بەصورت تبدیل این وارون که برده بەکار را (x۱, . . . , xn) 7→ (t, w۱, . . . , wn−۱) تبدیل حالت این در
،(t,w) برای مقادیر دامنه بود. خواهد tn−۱ تبدیل ژاکوبی و xn = t(۱−

∑n−۱
i=۱ wi) و i = ۱, . . . , n−۱ ،twi

تعریف با لذا هست. w = (w۱, . . . , wn−۱) ∈ ∆n−۱ =
{
(w۱, . . . wn−۱) : wi ≥ ۰,

∑n−۱
i=۱ wi < ۱

}
fT,W(t,w; θ) = با است برابر (T,W) توأم احتمال چͽالͬ تابع ،W = (W۱, . . . ,Wn−۱) تصادفͬ بردار
اینکه از اکنون ندارد. بستگͬ θ پارامتر به h(w) = I{t>۰,w∈∆n−۱} تابع که θne−θttn−۱I{t>۰,w∈∆n−۱}

با بود خواهد برابر w۲, . . . , wn−۱ روی انتگرال گیری با (T, V ) توأم احتمال چͽالͬ تابع ،V = W۱ = x۱
T

c(v) =
∫
w۲,...,wn−۱

I{(v,w۲,...,wn−۱)∈∆n−۱} dw۲ · · · dwn−۱ آن در که fT,V (t, v; θ) = θne−θttn−۱c(v)

ͷی (T, V ) ،[۱۹] نیمن تجزیه قضیه از استفاده با بنابراین، است. θ از مستقل و متناهͬ ،v ∈ (۰, ۱) مقادیر برای
بود. خواهد θ برای توأم بسنده آماره

به fW(w) =
∫∞
۰ fT,W(t,w; θ) dt = I{w∈∆n−۱}

∫∞
۰ θne−θttn−۱ dt = Γ(n)I{w∈∆n−۱} اینکه از

Dirichlet(۱, . . . , ۱) دریخله توزیع دارای (X۱
T
, . . . , Xn

T
) تصادفͬ بردار حقیقت در و ندارد، بستگͬ θ پارامتر
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ͬͺکم آماره ͷی (V, U) بنابراین هستند. ͬͺکم آماره نیز V و U نظیر نسبت ها این از اندازەپذیر تابع هر لذا هست،
است.

که T |V = v ∼ Gamma(n, θ) داریم ،t > ۰ ،fT |V (t|v; θ) =
fT,V (t,v;θ)

fV (v)
∝ θntn−۱e−θt اینکه از

T |V آماره هست، تک پارامتری نمایی خانواده به متعلق گاما خانواده اینکه از و است معلوم n یعنͬ شͺل پارامتر
است.) واضح گاما خانواده بودن کامل اثبات لاپلاس، تبدیل های یͺتایی به توجه با حقیقت (در است. کامل

ͬ توان م را آن که است صادق T ⊥⊥ U | V یعنͬ ،۱ .۳ قضیه حͺم ،۱ .۲ قضیه شرایط برقراری به توجه با
m(v) = E[b(U) | V = v] تابع ،b کران دار اندازەپذیر تابع هر برای گرفت. نتیجه نیز مستقیم بەصورت
ویژگͬ طبق لذا و hv(t) = E[b(U) | T = t, V = v] − m(v) ͬ کنیم م تعریف اکنون است. خوش تعریف
جا همه تقریباً ͬ دهد م نتیجه که است کامل T | V ͬ دانیم م اما .Eθ[hv(T ) | V = v] = ۰ داریم مͺرر، امید
توابع تمام برای ͬ دهد م نشان اخیر تساوی .E[b(U) | T, V ] = E[b(U) | V ] دیͽر بەعبارت و hv(T ) = ۰
.T ⊥⊥ U | V با است معادل که E[a(T )b(U) | V ] = E[a(T ) | V ]E[b(U) | V ] ،b و a کران دار اندازەپذیر

کرد. بیان ۳ .۳ تعریف از استفاده با ͬ توان م را ۱ .۲ قضیه از مشابهͬ تعمیم

پارامتر به v هر برای U |V = v توزیع هرگاه گوییم، V شرط به مشروط ͬͺکم را U آماره ([۲۳]) .۳ .۳ تعریف
باشد. نداشته بستگͬ مجهول

U اگر و است بسنده V آن گاه ،( v هر برای ) باشد V = v شرط به مشروط ͬͺکم X اگر خاص حالت در
است. ͬͺکمU آن گاه باشد، V ثابت تصادفͬ متغير شرط به مشروط ͬͺکم

ندارد. وجود T شرط به نابدیهͬ مشروط ͬͺکم آماره باشد، کامل بسنده آماره ͷی T اگر ([۲۳]) .۴ .۳ نتیجه

باشد، U به وابسته پيشامدی A اگر حال باشد، داشته وجود T شرط به U مشروط ͬͺکم آماره کنید فرض اثبات.
كامل به توجه با .E (P (A | T )− IA(T )) = Eθ (E (IA | T )− Pθ(A)) = Eθ(IA)− Pθ(A) = ۰ آن گاه
ثابت يك احتمال با U اين يعنͬ و P (A | T ) = IA(T ) يك احتمال با كه ͬ شود حاصل م نتیجه این ،T بودن

است.

آمارەای با دلخواه آماره آن توأم که دیͽر دلخواه آماره و مشروط ͬͺکم آمار شرطͬ استقلال برای زیر قضیه اکنون
ͬ شود. م بیان هست کامل بسنده آماره ͷی ͬ شود، م مشروط آن روی که

T آن گاه باشد، V شرط به مشروط ͬͺکم آماره يك U و باشد كامل T و بسنده (T, V ) توأم آماره اگر .۵ .۳ قضیه
.T ⊥⊥ U |V هستند، يعنͬ V شرط به شرطͬ مستقل Uو

ندارد بستگͬ θ پارامتر به v و t هر برای U | T = t, V = v شرطͬ توزیع است، بسنده (T, V ) آماره چون اثبات.
به U | V = v شرطͬ توزیع ،v هر برای بنابراین است، V = v شرط به مشروط ͬͺکم U چون مشابه بەطور و
بنابراین: است. آماره ͷی h(U, V ) = P (U ≤ u | T, V )− P (U ≤ u | V ) نتیجه در ندارد. بستگͬ θ پارامتر

Eθ{h(U, V )} = Eθ{P (U ≤ u | T, V )− P (U ≤ u | V )}

= EθE(I[−∞,u](U) | T, V )− EθE(I[−∞,u](U) | V )

= Pθ(U ≤ u)− Pθ(U ≤ u) = ۰

(۲ .۳)

:v و t و u هر برای لذا .h(U, V ) = ۰ ͷی احتمال با ،T آماره بودن کامل و (۲ .۳) به توجه با

P (U ≤ u | T = t, V = v) = P (U ≤ u | V = v) (۳ .۳)
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.T ⊥⊥ U | V یعنͬ است، V شرط به T و U مشروط استقلال معادل (۳ .۳) که

و V = X۱ − X۲ ،T = X̄ دهید قرار .µ ∈ R آن در که X۱, X۲, X۳
i.i.ⅾ.∼ N(µ, ۱) کنید فرض .۶ .۳ مثال

مشاهدات بود. خواهد µ برای کامل بسنده آماره ͷی T ،[۱۹] نیمن تجزیه قضیه از استفاده با .U = X۲ −X۳

،X۲ = X − ۱
۳V + ۱

۳U ،X۱ = X̄ + ۲
۳V + ۱

۳U یعنͬ نوشت، (T, V, U) حسب بر ͬ توان م را نمونه اصلͬ
دادەهای از (وارون پذیر) خطͬ تبدیل ͷی (T, V, U) ͬ دهد، م نشان حقیقت این .X۳ = X − ۱

۳V − ۲
۳U

وارون پذیر خطͬ تبدیل از بخشͬ (T, V ) و بوده µ برای بسنده آماره ͷی T اینکه به توجه با است. (X۱, X۲, X۳)

بود. خواهد µ برای بسنده آماره ͷی نیز (T, V ) است، (T, V, U)
،i = ۱, ۲, ۳ ،Yi = Xi − µ ∼ N(۰, ۱) اینکه از ͬ پردازیم. م U | V بودن مشروط ͭͺکم اثبات به اکنون
و V = (Y۱ + µ) − (Y۲ + µ) = Y۱ − Y۲ بەصورت Yiها حسب بر ͬ توان م را U و V تصادفͬ متغیرهای

بنابراین کرد. بازنویسͬ U = (Y۲ + µ)− (Y۳ + µ) = Y۲ − Y۳

(
V

U

)
=

(
۱ −۱ ۰
۰ ۱ −۱

)Y۱Y۲
Y۳

 ∼ N۲

((
۰
۰

)
,

(
۲ −۱
−۱ ۲

))
. (۴ .۳)

مشروط ͬͺکم آماره ͷی U ͬ دهد م نشان که U | V = v ∼ N
(
−v

۲ ,
۳
۲

)
داریم ،۴ .۳ در شده داده توزیع به توجه با

.(۴ بخش به کنید (رجوع µ ⊥⊥ U | V بیزی، دیدگاه از و دقیق تر بەطور و است V شرط به
بەراحتͬ کنیم؛ اثبات نیز مستقیم بەطور را ادعا این ͬ خواهیم م که T ⊥⊥ U | V که داریم ،۵ .۳ قضیه به توجه با

ͬ شود: م TVثابت
U

 =


۱
۳

۱
۳

۱
۳

۱ −۱ ۰
۰ ۱ −۱


X۱

X۲

X۳

 ∼ N۳


µ۰
۰

 ,Σ = (σij) =

۱ ۰ ۰
۰ ۲ −۱
۰ −۱ ۲


 . (۵ .۳)

ͬ دهد م نتیجه که COV(T, U | V ) = σ۱۳ − σ۱۲σ
−۱
۲۲ σ۲۳ = ۰ − ۰ × ۱

۲ × (−۱) = ۰ ͬ دانیم م ،۴ .۳ از اما
.T ⊥⊥ U | V

باشد، ثابت تصادفͬ متغیر ͷی V آماره که حالتͬ در ،۵ .۳ و ۱ .۳ قضیەهای یعنͬ تعميـم، دو خاص حالت
است ͬͺکم آماره يك خود ثابت، تصادفͬ متغير يك به مشروط ͬͺکم آماره يك زيرا ͬ دهد؛ م نتیجه را ۱ .۲ قضیه
دقیق تر، بەعبارت ͬ دهد. م نتیجه را آماره دو آن استقلال ثابت، تصادفͬ متغیر ͷی به مشروط استقلال همچنین و
و باشد بسندە (T, V ) توأم آمارەی اگر که ͬ کند م بیان ۱ .۳ قضیه باشد. ثابت تصادفͬ متغیر ͷی V کنید فرض
ͬ کند م بیان ،۵ .۳ قضیه همچنین .T ⊥⊥ U | V آن گاه باشد، ͬͺکم آماره يك (V, U) و كامل T |V شرطͬ توزيع
.T ⊥⊥ U | V آن گاه باشد، V شرط به مشروط ͬͺکم آماره يك U و باشد کامل بسنده (T, V ) توأم آمارەی اگر که
U و باشد کامل بسنده T اگر که کرد بازنویسͬ صورت این به ͬ توان م جدید فرض با را ،۵ .۳ و ۱ .۳ قضیەهای
ثابت تصادفͬ متغیر ͷی V اگر که کنید توجه است. ۱ .۲ قضیه همان که T؛ ⊥⊥ U آن گاه باشد، ͬͺکم آماره
ͬͺکم ͬ شود؛ م T بودن کامل به منجر T | V بودن کامل ͬ شود؛ م T بسندگͬ به منجر (T, V ) بسندگͬ باشد،
ͬ شود؛ م T بودن کامل بسنده به منجر (T, V ) بودن کامل بسندە ͬ شود؛ م U بودن ͬͺکم به منجر (V, U) بودن
یعنͬ ،۵ .۳ و ۱ .۳ قضیەهای حͺم نهایت در و ͬ شود م U بودن ͬͺکم به منجر V شرط به U بودن مشروط ͬͺکم

ͬ شود. م T ⊥⊥ U به منجر ،T ⊥⊥ U | V
ͬ آید. م بەدست ۱ .۲ قضیه از دیͽری تعمیم ۹ .۳ و ۷ .۳ تعریف های گرفتن نظر در با
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همه برای T هرگاه گویند، جفتͬ بسنده P = {Pθ : θ ∈ Θ} خانواده برای را T آماره ([۱۷]) .۷ .۳ تعریف
،Θ۰ ⊂ Θ شمارای زیرمجموعه هر بەازای هرگاه معادل، بەطور باشد. بسنده P◦ ⊂ P عضوی دو زیرمجموعەهای

باشد. بسنده {Pθ : θ ∈ Θ۰} خانواده برای T آماره

بررسͬ حقیقت این مشاهده برای .[۱۷] نیست صحیح آن عکس ولͬ ͬ دهد، م نتیجه را جفتͬ بسندگͬ بسندگͬ،
باشد. مفید ͬ تواند م زیر مثال

در که P = {Pθ : θ ∈ Θ} = {δx۰ : x۰ ∈ [۰, ۱] × {۰}} ∪ {λ[۰,۱]×{۱}} کنید فرض .۸ .۳ مثال
دیراک اندازەهای خانواده {δx۰ : x۰ ∈ [۰, ۱] × {۰}} تصادفͬ، متغیر تکیەگاه ،X = [۰, ۱] × {۰, ۱} آن
،A ⊆ [۰, ۱] × {۱} هر برای و δx۰(A) = IA(x۰) حقیقت، در هستند. یͷ بعدی ͹لب اندازه λ[۰,۱]×{۱} و
است، جفتͬ بسنده باشد، شده تعریف S(x, y) = xبەصورت که S آماره ͬ دهد. م نشان را A طول λ[۰,۱]×{۱}(A)

P◦ ⊂ P عضوی دو زيرمجموعەهای همه برای جداگانه حالت سه باید جزئیات بررسͬ برای نیست. بسنده اما
شوند: بررسͬ

داریم: i = ۱, ۲ برای حالت این در باشند. δx۲ و δx۱ دیراک اندازەهای پارامتر، دو هر اول: حالت

fδxi (x, y) =

۱ (x, y) = (xi, ۰)

۰ o.w.
= gi(x)h(x, y) (۶ .۳)

.h۱(x, y) = I{۰}(y) آن در که
داریم: حالت این در باشد. λ ͹لب اندازه دیͽری و δx۰ دیراک اندازه پارامتر، ͷی دوم: حالت

fδx۰ (x, y) =

۱ (x, y) = (x۰, ۰)

۰ o.w.
= g۱(x)h۱(x, y),

fλ(x, y) =

۱ y = ۱

۰ y = ۰
= g۲(x)h۲(x, y).

(۷ .۳)

.h۲(x, y) = I{۱}(y) و h۱(x, y) = I{۰}(y) آن در که
داریم: حالت این در باشند. λ ͹لب اندازەهای پارامتر دو هر سوم: حالت

fλ(x, y) =

۱ y = ۱

۰ y = ۰
= g۲(x)h۲(x, y) (۸ .۳)

h۲(x, y) = I{۱}(y) آن در که
آماره جفتͬ بسندگͬ ،[۱۹] نیمن تجزیه قضیه و (۸ .۳) و (۷ .۳) ،(۶ .۳) تساوی های و شده بررسͬ حالت سه از

ͬ کند. م ثابت را S(x, y) = x یعنͬ ،S
بسنده P خانواده برای S آماره ͬ کنیم م فرض ͬ کنیم. م عمل خلف برهان به S آماره بسندگͬ عدم اثبات برای
داریم θ ∈ Θ هر برای که دارند وجود h و gθ نامنفͬ توابع ،[۱۹] نیمن تجزیه قضیه طبق حالت این در باشد.
اندازه ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را ویژه حالت دو .fθ(x, y) = gθ(S(x, y)) · h(x, y) = gθ(x) · h(x, y)
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بنابراین: ͬ گیریم. م نظر در را θ = δ(x۰,۰) یعنͬ ،(x۰, ۰) در دیراک

fδ(x۰,۰)(x, y) =

۱ (x, y) = (x۰, ۰)

۰ o.w.
= gθ(x) · h(x, y) (۹ .۳)

ͬ دهد: م نتیجه (۹ .۳) بنابراین

gδ(x۰,۰)(x۰) · h(x۰, ۰) = ۱ (۱۰ .۳)

.gδ(x۰,۰)(x) · h(x, y) = ۰ ،(x, y) 6= (x۰, ۰) هر برای و
بنابراین ͬ گیریم. م نظر در را θ = λ یعنͬ [۰, ۱]× {۱} روی ͹لب اندازه دیͽر، حالت در

fλ(x, y) =

۱ y = ۱

۰ y = ۰
= gθ(x) · h(x, y) (۱۱ .۳)

این دوم تساوی در که gλ(x) · h(x, ۱) = ۱ و gλ(x) · h(x, ۰) = ۰ ،x هر برای (۱۱ .۳) به توجه با لذا
هر برای دیراک، اندازەگیری حالت در اما .h(x, ۱) 6= ۰ و gλ(x) 6= ۰ ،x هر برای که ͬ شود م تضمین نکته
بەویژه و h(x, ۰) = ۰ داریم x هر برای ،g تابع بودن ناصفر به توجه با که gδ(x۰,۰)(x) · h(x, ۰) = ۰ ،x 6= x۰

خانواده برای S آماره ͬ دهد م نشان که ͬ رسیم م ۰ = ۱ تناقض به (۱۰ .۳) در مقدار این دادن قرار با .h(x۰, ۰) = ۰
نیست. بسنده P

احتمال چͽالͬ تابع ،(͹لب) دیراک تابع برای یعنͬ پارامتری، فضای از مختلف حالت دو در سادەتر، زبان به
ندارد وجود باشد θ از مستقل که h(x, y) مانند تابعͬ هیچ لذا و است مثبت (y = ۱) y = ۰ مقدار برای تنها
به را fθ(x, y) چͽالͬ تابع ،[۱۹] نیمن تجزیه قضیه ͷکم به بتوانیم P خانواده به متعلق توزیع های تمام برای که
بنابراین نوشت؛ h(x, y) نظیر نمونه از تابعͬ در gθ(S(x, y)) = gθ(x) مثل ،θ و S آماره از تابعͬ حاصل ضرب
بسنده P خانواده در ولͬ است، جفتͬ بسندگͬ لذا و بسنده P۰ ⊆ P عضوی دو زیرمجموعەهای خانواده در S آماره

□ نیست.

داشته وجود Θ۰ ⊂ Θ شمارای زیرمجموعه ͷی هرگاه گویند، کامل شمارا بەطور را T آماره ([۱۷]) .۹ .۳ تعریف
باشد. كامل P = {Pθ(T

−۱(.)) : θ ∈ Θ۱} خانواده ،Θ◦ ⊂ Θ۱ ⊂ Θ شمارای زیرمجموعه هر برای که باشد

مثال ͷی زیر در .[۱۷] نیست صحیح آن عکس ولͬ ͬ دهد، م نتیجه را بودن کامل بودن، کامل شمارا بەطور
ͬ شود. م ارائه عکس نبودن برقرار برای نقض

X = [۰, ۱] × {۰, ۱} آن در که P = {Pθ = ۱
۲λ[۰,۱] +

۱
۲δθ : θ ∈ Θ = [۰, ۱]} کنید فرض .۱۰ .۳ مثال

تابع ͷی f : [۰, ۱] → R کنید فرض هستند. یͷ بعدی ͹لب اندازه λ[۰,۱] و دیراک اندازه δθ تصادفͬ، متغیر تکیەگاه
قرار با .

∫
f dPθ =

۱
۲

∫ ۱
۰ f(x) dλ(x) +

۱
۲f(θ) = ۰ ،θ ∈ [۰, ۱] هر برای که بەطوری باشد بورل⁃اندازەپذیر

بنابراین .f(θ) = −c ،θ ∈ [۰, ۱] هر برای ͬ دهد م نتیجه که ۱
۲c+

۱
۲f(θ) = ۰ داریم ،c =

∫ ۱
۰ f(x)dλ(x) دادن

،θ ∈ [۰, ۱] هر برای ͬ دهد م نتیجه که c =
∫ ۱
۰ f(x)dλ(x) =

∫ ۱
۰ (−c)dλ(x) = −c · λ([۰, ۱]) = −c

ͬ دهد. م نشان را P خانواده بودن کامل که f = ۰ ،[۰, ۱] روی همەجا تقریباً پس .f(θ) = ۰
شمارا بەطور P خانواده کنید فرض خلف، برهان با نیست. کامل شمارا بەطور P خانواده ͬ دهیم م نشان اکنون
که بͽیرید نظر در را g : [۰, ۱] → R بورل⁃اندازەپذیر تابع و Θ۰ = {θ۱, θ۲, . . .} شمارای خانواده باشد. کامل
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ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت

g(x) =

۱ x ∈ Θ۰

−۱ x ∈ [۰, ۱] \Θ۰

(۱۲ .۳)

داریم: θi ∈ Θ۰ مقادیر برای بنابراین

∫
g dPθi =

۱
۲

∫ ۱

۰
g(x) dλ(x) +

۱
۲
g(θi)

=
۱
۲
[۱ · λ(Θ۰) + (−۱) · λ([۰, ۱] \Θ۰)] +

۱
۲
g(θi)

=
۱
۲
[۱× ۰+ (−۱)× ۱] +

۱
۲
× ۱ = ۰

(۱۳ .۳)

در g تابع تعریف همچنین و λ([۰, ۱] \Θ۰) = ۱ و λ(Θ۰) = ۰ آن پی در و Θ۰ بودن شمارا از آخر تساوی در که
همەجا تقریباً که صورتͬ در

∫
g dPθi = ۰ ،θi ∈ Θ۰ هر برای ͬ دهد م نشان (۱۳ .۳) تساوی شد. استفاده (۱۲ .۳)

کامل P۰ = {Pθ۰ : θ۰ ∈ Θ۰} زیرخانواده لذا و Pθi({g 6= ۰}) = Pθi([۰, ۱]) = ۱ دقیق تر، بەعبارت g؛ 6= ۰
نیست. کامل شمارا بەطور {Pθ : θ ∈ [۰, ۱]} خانواده پس است؛ فرض با تناقض که نیست

U و P = {Pθ : θ ∈ Θ} خانواده برای کامل شمارا بەطور و جفتͬ بسنده آماره ͷی T اگر ([۱۷]) .۱۱ .۳ قضیه
.T ⊥⊥ U آن گاه باشد، ͬͺکم آماره ͷی

Pθ(U ∈ A) است، ͬͺکم آماره ͷی U چون باشد. U مقادیر فضای در بورل مجموعه ͷی A کنید فرض اثبات.
آن پی در و Eθ[Pθ(U ∈ A|T )] = Pθ(U ∈ A) داریم ،۱ .۲ قضیه از سوم برهان مشابه لذا ندارد، بستگͬ θ به
آماره ͷی g(T ) = Pθ(U ∈ A|T )− Pθ(U ∈ A) دیͽر طرف از .Eθ[Pθ(U ∈ A|T )− Pθ(U ∈ A)] = ۰
هست، نیز کامل شمارا بەطور T آماره چون هست. ͬͺکم آماره ͷی U و جفتͬ بسنده آماره ͷی T زیرا است،
هر بەازای لذا و g(T ) = ۰ ،θ ∈ Θ۰ هر بەازای و Θ◦ ⊂ Θ شمارای زیرمجموعه هر برای گرفت نتیجه ͬ توان م

است. U و T استقلال معادل این که Pθ(U ∈ A|T ) = Pθ(U ∈ A) ،θ ∈ Θ

کامل مفهوم [۱۴] در نمونه بەعنوان ͬ پردازیم. نم آنها ذکر به که دارد وجود ۱ .۲ قضیه از نیز دیͽری تعمیم های
مطرح حالت این در ۱ .۲ قضیه تعمیم و ͬ شود م داده تعمیم سیͽمایی میدان ͷی به نسبت شرطͬ بودن کامل به بودن

ͬ شود. م

بیزی دیدگاه از استقلال بررسͬ ۴

متغير يك بەعنوان Θ و شود نگاه مسئله به ديدگاه بيزی از اگر كه که ͬ کند م نشان خاطر ۱۹۸۲ سال در [۳] باسو
شرطͬ توزيع های مجموعه بەصورت P = {Pθ : θ ∈ Θ} مدل و شود گرفته نظر در ξ پيشين توزيع با تصادفͬ

.[۹] ͬ شود م وابسته شرطͬ استقلال نظريه به مستقيماً بودن ͬͺکم و بسندگͬ مفهوم آن گاه باشد، X|Θ = θ

این در ͬ شود. م گرفته نظر در (X,Θ) توأم احتمال توزیع ،ξ پیشین توزیع هر برای و P مدل ͷی برای اکنون
آماره تعریف همان که باشد نداشته بستگͬ θ به U |Θ = θ شرطͬ توزیع اگر گویند، ͬͺکم را U آماره چارچوب

است. ۳ .۳ تعریف یعنͬ مشروط، ͬͺکم
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U آن بر علاوه باشد. وابسته T به فقط Θ و T شرط به X شرطͬ توزيع اگر است، بسنده T آماره همچنين
بسنده T همچنين و باشند مستقل Θ و U تصادفͬ متغير دو ،(X,Θ) از Qξ توأم توزيع هر برای اگر است، ͬͺکم
به مستقيم بەطور بسندگͬ تعريف بيزی .[۱۰ ،۳] باشند T شرط به شرطͬ مستقل Θو X ،Qξ هر برای اگر است،

.[۶] ͬ شود م مربوط شد، ارائه [۱۶] كولموگوروف توسط سال۱۹۴۲ در كه بسندگͬ بيزی نظريه
آن گاه باشد، بسنده معمول بەطور T اگر که است صورت این به بیزی بسندگͬ و معمول بەطور بسندگͬ ارتباط
لذا و دارد بستگͬ X به T (X) طریق از فقط Θ|X پسین توزیع ،Θ تصادفͬ متغیر برای ξ پیشین توزیع هر بەازای
مثبت θ هر بەازای Θ پیشین چͽالͬ تابع اگر برعکس، است. بیزی بسنده T ،[۱۶] کولموگوروف تعریف به توجه با
.[۴ ،۱] است معمول بەطور بسنده θ برای T آن گاه باشد، داشته بستگͬ T (X) به فقط Θ|X شرطͬ توزیع و باشد
متغیرها ͬͽهم که حالتͬ برای را (اثبات نوشت. زیر بەصورت بیزی فرمول بندی با را ۱ .۲ قضیه ͬ توان م اکنون

ͬ شود). م اثبات مشابه بەطور قضیه پیوسته حالت برای و ͬ کنیم م مطرح هستند گسسته

چارچوب بيزی، در U ( يعنͬ باشند مستقل Θ و U تصادفͬ متغير های ،Qξ هر برای کنید فرض ([۴]) .۱ .۴ قضیه
بسنده چارچوب بيزی، در T ( يعنͬ باشند T شرط به شرطͬ مستقل Θ و X تصادفͬ متغير های و است) ͬͺکم

باشد. كامل كران دار بەطور T كه آن بر مشروط هستند، Θ شرط به شرطͬ مستقل U و T آن گاه است)،

ͬ شوند: م گرفته نظر در زیر احتمال های ،A پیشامد هر برای اثبات.

ηA(t, θ) = P (U ∈ A | T = t,Θ = θ), λA(θ) = P (U ∈ A | Θ = θ). (۱ .۴)

احتمال به (۱ .۴) در شده داده شرطͬ احتمال ،(U ⊥⊥ Θ (یعنͬ است بیزی ͬͺکم آماره ͷی T اینکه به توجه با
بیزی بسنده آماره ͷی T اینکه از همچنین ندارد. بستگͬ θ به که ͬ شود م بدل λA(θ) = P (U ∈ A) غیرشرطͬ

نتیجه: در و U ⊥⊥ Θ | T که گرفت نتیجه ͬ توان م است، X از تابعͬ U و (X ⊥⊥ Θ | T (یعنͬ است

ηA(t, θ) =
P (U ∈ A, T = t,Θ = θ)

P (T = t,Θ = θ)

=
P (U ∈ A,Θ = θ | T = t)P (T = t)

P (Θ = θ | T = t)P (T = t)

=
P (U ∈ A | T = t)P (Θ = θ | T = t)

P (Θ = θ | T = t)

= P (U ∈ A | T = t)

(۲ .۴)

بنابراین و ندارد بستگͬ θ به نیز ηA(t, θ) بنابراین است. شده استفاده U ⊥⊥ Θ | T از (۲ .۴) تساوی در که
داریم: θ ∈ Θ هر بە ازای لذا و است آماره يك ψA(T ) = ηA(T, θ)− λA(θ)

Eθ(ψA(T )) = Eθ(ηA(T, θ))− Eθ(λA(θ))

= Eθ(P (U ∈ A | T ))− P (U ∈ A)

= EθE(IA(U) | T )− Eθ(IA(U)) = ۰

(۳ .۴)

است. شده استفاده مͺرر امید ویژگͬ از آخر تساوی در که
ψA(T ) = ۰ ͷی احتمال با که گرفت نتیجه ͬ توان م (۳ .۴) تساوی از ،T آماره بودن کامل از استفاده با حال
استقلال معادل اين كه P (U ∈ A |T = t,Θ = θ) = P (U ∈ A |Θ = θ ) يا و ηA(T, θ) = λA(θ) یا

.(T ⊥⊥ U |Θ ( يعنͬ است Θ شرط به U و T شرطͬ
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آماره T = X۱+X۲
۲ بیزی، دیدگاه از .X۱, X۲ | Θindep∼ N(Θ, σ۲) و Θ ∼ N(۰, τ ۲) کنید فرض .۲ .۴ مثال

و T | Θ ∼ N
(
Θ, σ

۲

۲

)
داریم بیزی دیدگاه از دیͽر بەعبارت است. ͬͺکم آماره ͷی U = X۱ −X۲ و بسنده

. U | Θ ∼ N(۰, ۲σ۲)

طریق از فقط Θ | X ∼ N
(

τ۲

σ۲+τ۲
T,
( ۱
τ۲

+ ۲
σ۲

)−۱
)

پسين توزيع است، بسنده معمول بەطور T اینکه از
T ،۱ .۴ قضیه طبق لذا هست، نیز کامل کران دار بەطور T آماره است. بیزی بسنده T لذا و دارد بستگͬ نمونه به T

داریم گرفت. نتیجه ͬ توان م نیز مستقیم بەطور را حقیقت این که هستند Θ شرط به شرطͬ مستقل U و
(۴ .۴)

COV(T, U | Θ) = COV
(
X۱ +X۲

۲
, X۱ −X۲ | Θ

)
=

۱
۲
[COV(X۱, X۱)− COV(X۱, X۲) + Ⅽov(X۲, X۱)− COV(X۲, X۲)]

=
۱
۲
[
σ۲ − ۰+ ۰− σ۲] = ۰.

تضمین U | Θ و T | Θ بودن نرمال اما هستند. شرطͬ ناهبسته U | Θ و T | Θ که ͬ دهد م نشان (۴ .۴) تساوی
.U ⊥⊥ Θ |T که ͬ کند م

ناوردا آماره و بسنده هم وردای آماره استقلال ۵

ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد ͬ کند م عمل تصادفͬ متغیر روی که ͬͺتوپولوژی گروه ͷی تحت ۱ .۲ قضیه بخش، این در
حفظ بسندگͬ فرض ،۱ .۲ قضیه در حقیقت، در ͬ شود. م اثبات هم وردا بسنده آماره ͷی با ناوردا تابع ͷی استقلال و

شد. خواهد جا بەجا ناوردایی با بودن ͬͺکم فرض و هم وردایی با بودن کامل فرض ولͬ ͬ شود، م
را آن و f(gx) = f(x) ،x ∈ X و g ∈ G هر برای هرگاه گوییم، (G−ناوردا) ناوردا را f : X → Y تابع
تابع .x۲ = gx۱ ،g ∈ G ͷی برای دهد نتیجه f(x۱) = f(x۲) و باشد ناوردا هرگاه گوییم، ماکسیمال ناوردای
اختصاص مجزا مدارهای به را مختلف مقادیر آن، بر علاوه ماکسیمال ناوردای تابع و است ثابت مدارها روی ناوردا
f : X → Y تابع معادل اند. G تحت که ͬ شود م افراز مدارهایی به X که است حالتͬ بهترین لذا و ͬ دهد م
انتقالͬ بەطور G گروه .f(gx) = gf(x) ،x ∈ X و g ∈ G هر برای هرگاه گوییم، (G−هم وردا) هم وردا را
که بەطوری باشد داشته وجود g ∈ G عضو ͷی θ۱, θ۲ ∈ Θ هر برای هرگاه ͬ کند، م عمل Θ پارامتر فضای روی
روی g عضو باز حالت این در و باشد Rn زیرمجموعه ͬ تواند م X مجموعه که است ذکر قابل .[۱۹] θ۲ = gθ۱

و x ∈ X هر برای (g۱g۲)x = g۱(g۲x) و ex = x شرط باید آن در که کرد خواهد عمل gx بەصورت x
است. G گروه همانͬ عضو e که باشد برقرار g۱, g۲ ∈ G

لذا و است پارامتر درباره X اطلاعات تمام شامل باشد، نیز بسنده τ(X) هم وردای آماره اگر شهودی بەطور
ديͽر طرف از کرد. صحبت ندارد بستگͬ پارامتر به توزيعش که h(X) ͬͺکم آماره از آن استقلال به راجع ͬ توان م
فضای روی G گروه اگر و بود خواهد پارامتر از ناوردا تابع ͷي آن توزيع باشد، ناوردا تابع ͷي h(X) اگر ͬ دانيم م
تابعͬ اگر تنها و اگر ناورداست h(X) که اين به توجه با است. ͬͺکم h(X) کند، عمل انتقالͬ بەطور Θ پارامتر

است. مستقل τ(X) از ماکسيمال ناوردای آماره که ͬ شود م پيشنهاد باشد، ماکسيمال ناوردای از

فشرده موضعاً و G⁃فشرده ͬͺتوپولوژی گروه بەترتیب که (Y , σ(Y)) و (X , σ(X )) اندازەپذیر فضاهای .۱ .۵ قضیه
τ : X → Y تابع کند. عمل Y روی انتقالͬ بەطور G کنید فرض بͽیرید. نظر در را ͬ کنند م عمل آن ها روی G
باشد. G−ناوردا و اندازەپذیر h : X → Z تابع و اندازەپذیر فضای ͷی (Z , σ(Z)) G−هم وردا، و اندازەپذیر
فرض و Z = h(X) دهید قرار است)، Po توزیع دارای X (یعنͬ L(X) = Po با X ∈ X تصادفͬ متغیر برای
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بنابراین باشد. (X , σ(X )) روی توزیع ها از {gPo : g ∈ G} خانواده برای بسنده آماره ͷی Y = τ(X) کنید
.Z ⊥⊥ Y آن گاه ،L(X) = gPo ،g ∈ G هر برای اگر

مثل کران دار اندازەپذیر تابع ͷی برای باشد. آن القایی توزیع Q۰ و P۰ توزیع دارای X ∈ X کنید فرض اثبات.
خوش تعریف ،f تابع بودن کران دار بەخاطر Hg(y) = EgP۰(f(h(X)) | τ(X) = y) شرطͬ امید ،Z روی f
وجود Y روی H اندازەپذیر تابع ͷی است، {gP۰ : g ∈ G} خانواده برای بسنده آماره ͷی τ(X) اینکه از است.
نسبت صفر اندازه با مجموعه ͷی Ng آن در که Hg(y) = H(y) ، y /∈ Ng و g ∈ G هر برای بەطوری که دارد
وجود He(y) تابع ͷی همەجا تقریباً همچنین .gQ۰(Ng) = Q۰(g

−۱Ng) = ۰ یعنͬ است، gQ۰ احتمال تابع به
ͬ کند: م صادق زیر معادله در k کران دار و اندازەپذیر تابع هر برای که ∫دارد

Y
k(y)He(y)Q۰(dy) = EQ۰(k(Y )He(Y ))

= EQ۰EP۰(k(Y )f(h(X)) | τ(X) = y)

= EP۰(k(τ(X))f(h(X)))

=

∫
X
k(τ(x))f(h(x))P۰(dx).

(۱ .۵)

ͬ کند: م صادق زیر معادله در l کران دار و اندازەپذیر تابع هر برای ،gP۰ احتمال ∫اندازه
X
l(x)gP۰(dx) =

∫
X
l(gx)P۰(dx). (۲ .۵)

برای آن در که L (τ(X)) = gQ۰ یعنͬ بود، خواهد gQ۰ ،τ(X) توزیع G−هم ورداست، ،τ که این به توجه با
داریم: k کران دار تابع هر برای ،f ◦ h ناوردایی و حقیقت این به توجه با .L(X) = gPo ،g ∈ G∫

Y
k(y)He(y)Q۰(dy) =

∫
X
k(τ(x))f(h(x))P۰(dx)

=

∫
X
k(g−۱τ(gx))f(h(gx))P۰(dx)

=

∫
X
k(g−۱τ(x))f(h(x))gP۰(dx)

=

∫
Y
k(g−۱y)Hg(y)(gQ۰)(dy)

=

∫
Y
k(y)Hg(gy)Q۰(dy)

(۳ .۵)

از سوم تساوی در h؛ G−ناوردایی و τ G−هم وردایی ویژگͬ از دوم تساوی در (۵. ۱)؛ از اول تساوی در که
نتیجه (۳ .۵) معادله بنابراین است. شده استفاده (۲ .۵) از پنجم تساوی در و (۱ .۵) از چهارم تساوی در (۵. ۲)؛
هر برای و H(y) = He(y) ،Q۰ همەجا تقریباً اینکه از اکنون، He(y) = Hg(gy) Q۰ همەجا تقریباً ͬ دهد، م
همەجا تقریباً که گرفت نتیجه ͬ توان م ،Hg(gy) = H(gy) داریم ، Q۰(g

−۱Ng) = ۰ آن در که α(g)y /∈ Ng

اندازەپذیر تابع ͷی لذا .H(y) = H(gy) ،Q۰ همەجا تقریباً ͬ دهد م نتیجه این و Hg(gy) = H(gy) ،Q۰

انتقالͬ بە صورت Y روی G اینکه از اما .H = H̃ ،Q۰ همەجا تقریباً که بەطوری دارد وجود H̃ مثل G−ناوردا
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،Q۰ همەجا تقریباً پس، است. ثابت H ،Q۰ همەجا تقریباً آن پی در و باشد ثابت باید H̃ ͬ کند، م عمل

He(y) = EP۰(f (h(X)) |τ(X) = y ) (۴ .۵)

،y ∈ Y هر برای و باشد کران دار (Y , σ(Y)) روی k تابع اگر است. ثابت

H(y) = H(y۰) (۵ .۵)

داریم

EP۰ [k (τ(X)) f (h(X))] = EP۰EQ۰ [k (τ(X)) f (h(X)) | τ(X)]

=

∫
Y
EP۰ [k (τ(X)) f (h(X)) | τ(X) = y]Q۰(dy)

=

∫
Y
k(y)EP۰ [f (h(X)) | τ(X) = y]Q۰(dy)

=

∫
Y
k(y)H(y)Q۰(dy)

= H(y۰)

∫
Y
k(y)Q۰(dy)

=

∫
Y
H(y)Q۰(dy) · EP۰ [k (τ(X))]

= EP۰ [f (h(X))] · EP۰ [k (τ(X))]

(۶ .۵)

ͬ بودن خط ویژگͬ از سوم تساوی در ریاضͬ؛ امید تعریف از دوم تساوی در مͺرر؛ امید ویژگͬ از اول تساوی در که
و (۱ .۵) رابطه از ششم تساوی در (۵. ۵)؛ رابطه از پنجم تساوی در (۵. ۴)؛ رابطه از چهارم تساوی در ریاضͬ؛ امید

است. شده استفاده ریاضͬ امید تعریف و (۱ .۵) رابطه از نیز هفتم تساوی در و ریاضͬ امید تعریف

و Z = h(X) آمارەهای ،L(X) = P۰ با X ∈ X تصادفͬ متغیر برای که ͬ دهد م نشان (۶ .۵) تساوی
در و {gP۰ : g ∈ G} = {gP̃۰ : g ∈ G} داریم L(X) = P̃۰ = g۱P۰ وقتͬ هستند. مستقل Y = τ(X)

نیز P̃۰ برای را شد انجام P۰ برای که استدلالͬ است. بسنده {gP̃۰ : g ∈ G} خانواده برای Y = τ(X) آن پی
Y = τ(X) و Z = h(X) آمارەهای ،L(X) = g۱P۰ Xبا ∈ X تصادفͬ متغیر برای بنابراین داد. انجام ͬ توان م

هستند. مستقل

σ > ۰ و µ ∈ R آن در که باشد N(µ, σ۲) توزیع از تصادفͬ نمونه ͷی X۱, . . . , Xn کنید فرض .۲ .۵ مثال
G = {(a, b) : a > ۰, b ∈ R}بەصورت را مͺان⁃مقیاس) گروه یا آفین (گروه ͬͺتوپولوژی گروه عمل نامعلومند.
(a, b)x = ax+b = (ax۱+b, . . . axn+b) ،x = (x۱, . . . xn) و (a, b) ∈ G هر برای آن در که کنید تعریف
هست هم وردا τ(X) = (S, X̄) بسنده آماره است. (a, b) · (µ, σ۲) = (aµ + b, a۲σ۲) القایی گروه عمل و
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داریم: زیرا ،(S۲ =
∑n

i=۱(Xi − X̄)۲ آن در (که

τ((a, b)X) = τ((aX۱ + b, . . . , aXn + b))

=

(√∑n

i=۱
(aXi + b− aX − b)۲, aX + b

)
= (aS, aX + b)

= (a, b)(S, X)

= (a, b)τ(X)

(۷ .۵)

در است. شده تعریف (a, b)(δ۱, δ۲) = (aδ۱, aδ۲ + b) بەصورت τ(X) آماره برد فضای روی گروه عمل که
آماره ͬ دهد، م نشان که τ (gX) = gτ (X) ،g = (a, b) ∈ G عضو هر برای ͬ دهد، م نشان (۷ .۵) رابطه حقیقت

هست. نیز هم وردا ،τ(X) بسنده

زیرا: است، ماکسیمال ناوردای h(X) = (τ(X))−۱X = X−X
S

آماره

h(gX) = h((a, b)X)

= (τ((a, b)X))−۱(a, b)X

= ((a, b)τ(X))−۱(a, b)X

= τ(X)−۱(a, b)−۱(a, b)X

= τ(X)−۱X

= h(X)

(۸ .۵)

،Y و X مثل مختلف نمونه دو برای اگر همچنین هست؛ ناوردا h(X) ͬ دهد، م نشان (۸ .۵) که
τ(Y) در چپ سمت از تساوی طرف دو ضرب با که (τ(X))−۱X = (τ(Y))−۱Y آن گاه ،h(X) = h(Y)

ͷی در Y و X لذا و Y = gX که g = τ(Y)(τ(X))−۱ دارد وجود یعنͬ ،τ(Y)(τ(X))−۱X = Y داریم
ͬ سازد م ناوردا افرازهای روی که برچسب هایی و است ماکسيمال ناوردای h(X) بنابراین دارند. قرار یͺسان مدار

زیرا: هست، نیز ͬͺکم h(X) = X−X̄
S

آماره حالت، این در که است ذکر به لازم است. یͺتا

h(X) =
X− X̄

S

=

(
X۱ − X̄

S
, . . . ,

Xn − X̄

S

)

=

 X۱−µ
σ

− ۱
n

∑n
i=۱

Xi−µ
σ√∑n

i=۱

(
Xi−µ

σ
− X̄−µ

σ

)۲ , . . . , Xn−µ
σ

− ۱
n

∑n
i=۱

Xi−µ
σ√∑n

i=۱

(
Xi−µ

σ
− X̄−µ

σ

)۲


=

 Z۱ − Z̄√∑n
i=۱(Zi − Z̄)۲

, . . . ,
Zn − Z̄√∑n
i=۱(Zi − Z̄)۲



(۹ .۵)

اینکه به توجه با هستند. هم توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای i = ۱, . . . , n ،Zi =
Xi−µ

σ
∼ N(۰, ۱) آن در که
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نیز ͬͺکم h(X) آماره (۹ .۵) ساختار طبق ندارند، بستگͬ σ > ۰ و µ ∈ R یعنͬ مجهول پارامترهای به Ziها

هست.
اینکه به توجه با خاص مثال این در که هست نیز ͬͺکم h(X) مثل ناوردا تابع هر گروه، بودن انتقالͬ به توجه با
واضح هست، نیز ͬͺکم که h(X) ناوردای آماره از آن استقلال هست، نیز کامل ،τ(X) هم وردای بسنده آماره
بودن ͬͺکم و τ(X) بودن کامل فرض نداشتن با ͬ تر کل حالت در ،۱ .۵ قضیه شرایط برقراری به توجه با ولͬ است.

بͽیریم. نتیجه را ناوردا آماره ͷی و هم وردا بسنده آماره استقلال توانستیم نیز h(X)

موضوع این عکس ولͬ ،[۲۰] هستند نیز ͬͺکم خاص، شرایط تحت ناوردا آمارەهای که است ذکر به لازم
ͬ شود. م ارائه آن برای نقضͬ مثال زیر در که نیست صحیح

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را U = U(X۱, X۲) آماره .X۱, X۲
i.i.d.∼ N(µ, ۱) کنید فرض .۳ .۵ مثال

U =

X۱ −X۲ X۱ +X۲ ≥ ۱

X۲ −X۱ X۱ +X۲ < ۱
(۱۰ .۵)

،gα(X۱, X۲) = (X۱+α,X۲+α) انتقال گروه عمل برای زیرا است، ناوردا مͺانͬ یا جمعͬ گروه تحت U آماره
زیرا است، ͬͺکم آماره ͷی U ولͬ ،U(gα(X۱, X۲)) = U(X۱ + α,X۲ + α) 6= U(X۱, X۲) داریم α ∈ R
Y۱ = X۱−X۲ ∼ N(۰, ۲) اینکه از استفاده با حقیقت، این دیدن برای ندارد. بستگͬ µ مجهول پارامتر به آن توزیع

ͬ شود: م بازنویسͬ زیر بەصورت (۱۰ .۵) در U آماره ،Y۲ = X۱ +X۲ ∼ N(۲µ, ۱) و

U =

Y۱ Y۲ ≥ ۱

−Y۱ Y۲ < ۱
(۱۱ .۵)

استقلال ،COV(Y۱, Y۲) = ۰ یعنͬ آن ها، ناهمبستگͬ و Y۲ و Y۱ تصادفͬ متغیرهای بودن نرمال به توجه با
ͬ توان م نیز Y۱ بودن ͬͺکم و Y۲ بودن کامل بسنده از ۱ .۲ قضیه بودن کامل استفاده با که ͬ شود م نتیجه Y۲ و Y۱

ͬ کنیم: م محاسبه را (۱۱ .۵) در شده بازنویسͬ U تصادفͬ متغیر توزیع تابع اکنون رسید. نتیجه همین به

FU(t) = P (U ≤ t)

= P (Y۲ ≥ ۱ | Y۱ ≤ t)P (Y۱ ≤ t) + P (Y۲ < ۱)P (−Y۱ ≤ t | Y۲ < ۱)

= P (Y۲ ≥ ۱)P (Y۱ ≤ t) + P (Y۲ < ۱)P (−Y۱ ≤ t)

= P (Y۲ ≥ ۱)P (Y۱ ≤ t) + P (Y۲ < ۱)P (Y۱ ≤ t)

= FY۱(t)

(۱۲ .۵)

بودن هم توزیع از چهارم تساوی در و Y۲ و Y۱ استقلال از سوم تساوی در کل؛ احتمال قانون از دوم تساوی در که
است. ͬͺکم آماره ͷی U لذا و U ∼ N(۰, ۲) ͬ دهد م نشان (۱۲ .۵) لذا است. شده استفاده −Y۱ و Y۱

توزيع G⁃ناورداست، ،Z = h(X) و ͬ کند م عمل {gPo : g ∈ G} روی انتقالͬ بەطور G اینکه از .۴ .۵ ملاحظه
قضیه طبق بنابراین است. ͬͺکم آماره Z = h(X) لذا و است يͺسان (g ∈ G هر (برای gPo هر تحت آن
با ،۱ .۲ قضیه برقراری برای بودن کامل فرض ،۱ .۵ قضیه در ͬ شود. م نتیجه کامل بسنده آماره از آن استقلال ،۱ .۲

است. شده جا بەجا هم وردایی
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بسنده آماره باشد. θ > ۰ ،U(۰, θ) یͺنواخت توزیع از تصادفͬ نمونه ͷی X۱, . . . , Xn کنید فرض .۵ .۵ مثال
،c > ۰ ،gc(x۱, . . . , xn) = (cx۱, . . . , cxn) مقیاس) (گروه ضربی گروه به نسبت هم وردا τ(X) = X(n)

تحت h(X) =
(

X۱
X(n)

, . . . , Xn−۱
X(n)

)
آماره τ(gcX) = τ(cX۱, . . . , cXn) = cX(n) = cτ(X) زیرا است،

طبق لذا .h(gcX) = h(cX۱, . . . , cXn) =
(

cX۱
cX(n)

, . . . , cXn−۱
cX(n)

)
= h(X) زیرا است، ناوردا ضربی، گروه

قضیه در بودن ͬͺکم و بودن کامل حالت این در که است ذکر به لازم است. مستقل τ(X) از h(X) ،۱ .۵ قضیه
ͬ دهند. م ناوردایی و هم وردایی به را نقششان ۲. ۱بەترتیب

نیز k = f ◦ h : Z → Y آن گاه باشد، ماکسیمال ناوردای f : Y → Z و ͷبەی ͷی f : X → Y اگر .۶ .۵ لم
است. ماکسیمال ناوردای

ناورداست. k بنابراین و k(gx) = f(h(gx)) = f(h(x)) = k(x) داریم x ∈ X و g ∈ G هر برای اثبات.
ماکسیمال ناوردای ،f بودن ͷبەی ͷی به توجه با و f(h(x۱)) = f(h(x۲)) آن گاه ،k(x۱) = k(x۲) اگر همچنین

است. ماکسیمال ناوردای h بنابراین .x۱ = gx۲ که بەطوری g ∈ G دارد وجود h بودن

احتمال چͽالͬ تابع با Γ(a, b) توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفͬ نمونەهای X۱, . . . , Xn کنید فرض .۷ .۵ مثال
با را G = R+ ͬͺتوپولوژی گروه و X = (R+)n نمونه فضای .a, b > ۰ که باشد x > ۰ ،f(x) = xa−۱e−x/b

Γ(a)ba

بͽیرید. نظر در c > ۰ ،gc(x۱, . . . , xn) = (cx۱, . . . , cxn) عمل
هست، نیز هم وردا G گروه عمل تحت که بوده b پارامتر برای کامل بسنده آماره ͷی τ(X) =

∑n
i=۱Xi آماره

h(X) =
(

X۱∑n
i=۱ Xi

, . . . , Xn∑n
i=۱ Xi

)
بەصورت ماکسیمال ناوردای آماره .τ(gcX) =

∑n
i=۱ cXi = cτ(X) زیرا

نمونه دو برای اگر و هست آن ناوردایی نشان دهنده h(gcX) =
(

cX۱
c
∑n

i=۱ Xi
, . . . , cXn

c
∑n

i=۱ Xi

)
= h(X) زیرا است،

Y و X ͬ دهد م نشان که Y = gcX که c =
∑n

i=۱ Yi∑n
i=۱ Xi

دارد وجود آن گاه ،h(X) = h(Y) ،Y و X مثل مختلف
ͬ سازند م ناوردا افرازەهای روی که برچسب هایی و است ماکسیمال ناوردای h(X) و دارند قرار یͺسان مدار ͷی در
است. مستقل τ(X) هم وردای بسنده آماره از h(X) ماکسیمال ناوردای آماره ،۱ .۵ قضیه از استفاده با است. یͺتا

g(a۱, . . . , an) =
(

a۱
∑n

i=۱ ai
an

, . . . ,
an−۱

∑n
i=۱ ai

an
,
an−۱

∑n
i=۱ ai

an
,
an

∑n
i=۱ ai

|an|

)
ͷبەی ͷی تابع گرفتن نظر در با

نیز k(X) =
(

X۱
Xn
, . . . , Xn−۱

Xn

)
آن پی در و g ◦ h(X) =

(
X۱
Xn
, . . . , Xn−۱

Xn
, Xn

|Xn|

)
آماره ،۶ .۵ لم از استفاده و

مستقل τ(X) هم وردای بسنده آماره از k(X) ماکسیمال ناوردای آماره ۱ .۵ قضیه طبق و بوده ماکسیمال ناوردای
است.

،τ(X) برآوردگر یعنͬ هم وردا، برآوردگر بودن کامل به توجه با ͬ شود، م مشاهده ۷ .۵ مثال در که همان طور
ͬͺکم و τ(X) بسنده آماره بودن کامل از اولͬ که ͬ شوند م منجر یͺسانͬ نتیجه به دو هر ۱ .۵ و ۱ .۲ قضیەهای
نشان زیر مثال ͬ کند. م استفاده h(X) آماره ناوردایی τ(X)و بسنده آماره هم وردایی از دومͬ و h(X) آماره بودن
یعنͬ گیرد. قرار استفاده مورد ͬ تواند م نیز نیست اعمال قابل ۱ .۲ قضیه که مواقعͬ در حتͬ ۱ .۵ قضیه که ͬ دهد م
ͬͺکم آماره ͷی ناوردا، آماره اینکه یا ندارد را بودن کامل ویژگͬ هم وردا، بسنده آماره که هستند خاصͬ حالت های
هم وردا بسنده آماره استقلال برای ۱ .۲ قضیه که به نسبت قوی تری ابزار ͬ تواند م ۱ .۵ قضیه حالت ها، این در و نباشد

دهد. ارائه ناوردا آماره و

تابع و X = D = {±۱,±۲,±۳,±۴,±۵} نیͺەگاه با گسسته تصادفͬ متغیر ͷی X کنید فرض .۸ .۵ مثال
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باشد: زیر احتمال

Pθ(X = x) =



θ۲(۱− θ)/۲ x = ±۵

θ(۱− θ)۲/۲ x = ±۴

θ۳/۲ x = ±۳

(۱− θ)۳/۲ x = ±۲

θ(۱− θ)/۲ x = ±۱

(۱۳ .۵)

هستند زیر بەصورت (۱۳ .۵) در شده داده احتمال تابع برای ͬͺکم توابع تمام ͬ شود، م ثابت بەراحتͬ

h۰(a) =

u۱ a ∈ D′

u۲ a ∈ D \D′
(۱۴ .۵)

اینکه برای نباشند. D′ در هم زمان بەطور ±a که شده انتخاب بەگونەای D′ = {d۱, d۲, d۳, d۴, d۵} ⊆ D که
دیͽر طرف از باشد. نداشته بستگͬ θ پارامتر به Pθ(h۰ = u) u هر برای باید باشد، ͬͺکم h۰دلخواه آماره

Pθ(hθ = u) =
∑

i∈D′
Pθ(X = i)

=
∑

i∈D′
AiPθ(X = i)

= ۱
۲θ

۲(۱− θ)B۵ +
۱
۲θ(۱− θ)۲B۴ +

θ۳

۲ B۳ +
(۱−θ)۳

۲ B۲ + θ(۱− θ)B۱

=

[
B۴ − B۵

۲
+
B۲ − B۳

۲

]
θ۳ +

[
B۵

۲
− B۴ +

۳B۲

۲
− B۱

۲

]
θ۲

+

[
B۴

۲
− ۳B۲

۲
+
B۱

۲

]
θ +

B۲

۲

(۱۵ .۵)

.Bi = Ai +Ai+۱ و ͬ کنند م اختیار i ∈ D \D′ و i ∈ D′ حالت برای ترتیب به را ۱ و ۰ مقادیر Ai ضرایب که
اگر: تنها و اگر ندارد بستگͬ θ پارامتر به (۱۵ .۵) احتمال جرم تابع بنابراین،
B۴ − B۵ = B۲ − B۳

B۵ − ۲B۴ +B۱ = ۳(B۱ − B۲)

B۱ − B۴ = ۳(B۱ − B۲)

(۱۶ .۵)

اینکه به توجه با است. B۱ = B۲ = B۳ = B۴ = B۵ = δ ،(۱۶ .۵) معادله جواب تنها که ͬ شود م دیده بەراحتͬ
بررسͬ حالت سه این از ͷی هر در را مسئله اکنون .δ ∈ {۰, ۱, ۲} ͬ کنند، م اختیار را ۱ و ۰ مقادیر فقط Aiها

ͬ کنیم: م

است. ممͺن غیر که D′ = ∅ لذا و Ai = ۰ داریم i هر برای صورت این در ،δ = ۰ اگر اول: حالت

بدیهͬ آماره ،ͬͺکم آماره حالت این در و Ai = ۱ داریم i هر برای صورت این در ،δ = ۲ اگر دوم: حالت
.h۰(a) = u داریم a ∈ D هر برای یعنͬ است،

یا Ai = ۰ ∧ Ai+۱ = ۱ حالت های از ͬͺی ،i هر برای صورت این در ،δ = ۱ اگر سوم: حالت
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ͬ دهد. م رخ Ai = ۱ ∧ Ai+۱ = ۰
همزمان بەطور را −a و +a که کند انتخاب را D از عضوی پنج زیرمجموعەهای باید D′ دیͽر بەعبارت
نیز را دوم) (حالت بدیهͬ آماره که هستند (۱۴ .۵) در شده ارائه h۰ شͺل به ͬͺکم آمارەهای تنها لذا باشد. نداشته
h۰(−۱) = h۰(−۲) = h۰(−۳) = h۰(−۴) = h۰(−۵) = ۰ که شود تعریف یەگونەای h۰ ͬ شوند. م شامل
و P (h۰ = ۱) = P (h۰ = ۰) = ۱

۲ که ͬ شود م نتیجه h۰(۱) = h۰(۲) = hθ(۳) = h۰(۴) = h۰(۵) = ۱ و
است. ͬͺکم آماره ͷی h۰ آن پی در

فضای روی گروه ͷی ،g۲(x) = −x و g۱(x) = x آن در که کند عمل D روی G = {g۱, g۲} اگر اکنون
این تحت مدل بەوضوح ͬ کند. م القا g ∈ G و θ ∈ Θ هر برای θ 7→ g(θ) = θ بەصورت Θ = (۰, ۱) پارامتر
،h(a) = v ،a ∈ D هر برای اگر بنابراین هستند. G−ناوردا ͬͽهم بدیهͬ ͬͺکم آمارەهای ناورداست. گروه

هست. نیز G−ناوردا که است ͬͺکم آماره ͷی h(X)

حالت این در بنابراین نیست. کامل اما است، مینیمال بسنده θ برای τ(X) = |X| ͬ شود م ثابت بەراحتͬ
نشان دهنده ،≤ (نماد Ḡ = {g۱} ≤ G که G−هم ورداست ،τ(X) اما کرد. استفاده ۱ .۲ قضیه از ͬ توان نم
اینکه از G⁃ناورداست). ،τ(X) حقیقت (در ͬ کند م عمل بدیهͬ بەطور ،D۱ = {۱, ..., ۵} روی است) زیرگروه
و h(X) که ͬ شود م گرفته نتیجه P (h(X) = v|τ(X) = t) = P (h(X) = v) = ۱

۲ ،t = ۱, . . . , ۵ هر برای
لذا و G−هم ورداست ،U(X) = X مشابه بەطور ͬ آید. م بەدست نیز ۱ .۵ قضیه از نتیجه این که مستقل اند τ(X)

است. مستقل h(X) از U ،۱ .۵ قضیه از استفاده با

نتیجەگیری و بحث ۶

[۲] باسو توسط نسخه اولین شد. پرداخته آنها توأم توزیع محاسبه بدون آماره، دو استقلال بررسͬ به مقاله این در
[۱۵] جرگنسن توسط دیͽری حالت ͬ کرد. م تضمین را ͬͺکم آمار با کامل بسنده آمار استقلال آن در که شد معرفͬ
باشند، ͬͺکم آماره يك (V, U) و كامل T |V شرطͬ توزيع و بسنده (T, V ) آماره اگر که شد مطرح صورت این به
شرط به مشروط ͬͺکم آماره يك U و كامل بسنده (T, V ) آماره اگر ͬ کند، م بیان دیͽر حالت .T ⊥⊥ U |V آن گاه
خانواده برای كامل شمارا بەطور و جفتͬ بسنده آماره يك T اگر شد، ثابت [۱۷] در .T ⊥⊥ U |V آن گاه باشد، V
ͬ شود م فرض ،[۴] باسو قضیه بیزی نسخه در .T ⊥⊥ V آن گاه باشد، ͬͺکم آماره يك V و P = {Pθ : θ ∈ Θ}
چارچوب در ( يعنͬ، X ⊥⊥ Θ |T و است) ͬͺکم آماره ͷی U چارچوب بيزی، در ( يعنͬ U ⊥⊥ Θ ، Qξ هر برای

.T ⊥⊥ U |Θ ͬ شود م گرفته نتیجه و است كامل كران دار بەطور T همچنین و است) بسنده T  بيزی،
ثابت و مطرح ͬ کند، م عمل تصادفͬ متغیر فضای روی ͬͺتوپولوژی گروه که حالتͬ برای ۱ .۵ قضيه پایان در
در است. مستقل ناوردا آماره از هم وردا بسنده آماره ͬ کند، م عمل انتقالͬ بەصورت فضا روی گروه که زمانͬ شد
در اما است، مستقل هم وردای بسنده آماره از هست) نيز ͬͺکم (که ناوردا تابع هر است، انتقالͬ گروه که مثال هایی
که ناوردا آماره از آن استقلال ۱ .۲ قضيه لذا و هست نيز کامل هم وردا، بسنده آماره که ͬ شود م مشاهده مثال ها بیشتر
کامل فرض نداشتن با ͬ تر کل حالت در ۱ .۵ قضيه شرايط برقراری به توجه با ولͬ ͬ کند. م تضمین را هست نيز ͬͺکم
ناوردا آماره ͷي از را هم وردا بسنده آماره استقلال توانستيم نيز دیͽر آماره بودن ͬͺکم همچنین و بسنده آماره بودن
مورد ͬ تواند م نیز نیست اعمال قابل ۱ .۲ قضیه که مواقعͬ در حتͬ ۱ .۵ قضیه که دادیم نشان انتها در بͽيريم. نتيجه
ناوردا، آماره اینکه یا ندارد را بودن کامل ویژگͬ هم وردا، بسنده آماره که هستند حالت هایی یعنͬ گیرد. قرار استفاده
بسنده آماره استقلال برای ۱ .۲ قضیه به نسبت قوی تری ابزار ͬ تواند م ۱ .۵ قضیه اینجا در نیست، ͬͺکم آماره ͷی
تعمیم های ͬ توانند م علاقەمند محققان که است انعطاف قابل آنقدر ،۱ .۲ قضیه دهد. ارائه ناوردا آماره و هم وردا

آورند. بەدست آن از دیͽری



۲۹ ͬͺتوپولوژی گروەهای تحت ناوردا آماره و بسنده هم وردای آماره استقلال
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