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Abstract: In this paper, assuming that G is a discrete topological group and H is a subgroup of G, we
introduce the notion of a (G,H)-operator system and define the Hamana boundary for pairs of groups
(G,H). In fact, we show that the Furstenberg boundary for pairs of groups is isomorphic to the Hamana
boundary for pairs of groups. In other words, the natural extension of the classical theory of Furstenberg
boundaries remains valid for the Furstenberg boundary associated with pairs of groups (G,H).
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ریاضͬ پژوهش های

۷–۱ ص ،۴ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

گروەها زوج برای فرستنبرگ مرز مطالعۀ

(۲) یخدانͬ پور حسن زهرا و ۱ (۱) اسدی محمدباقر

ایران تهران، تهران، دانشͽاه علوم، دانشͺدگان کامپیوتر، علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺده (۲),(۱)

۱۴۰۴̸۱۰̸۲۹ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۱۰̸۱۴ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۴̸۱۰̸۶ دریافت: تاريخ

است، آن زیرگروه ͷی H و گسسته ͷتوپولوژی گروه G آن که فرض با مقاله، این در چͺیده:
را (G,H) گروەهای زوج برای هامانا مرز و پرداخته عملͽری سیستم (G,H) مفهوم بیان به
برای هامانا مرز با گروەها زوج برای فرستنبرگ مرز که دادەایم نشان درواقع، نمودەایم. تعریف
برای فرستنبرگ مرزهای ͷکلاسی نظریۀ طبیعͬ تعمیم دیͽر، بیان به است. همریخت گروەها زوج

است. برقرار نیز (G,H) گروەهای زوج برای فرستنبرگ مرز

انژکتیو پوشش هامانا، مرز فرستنبرگ، مرز کليدي: واژەهاي

مقدمه ۱

بلندمدت رفتار زیرا است، اندازه نظریۀ و ͷهارمونی تحلیل ،ͷتوپولوژی ͷدینامی در کلیدی ابزار فرستنبرگ مرز
و یͺتا بەصورت را گروەها با مرتبط ͷهارمونی ساختارهای و نامتناهͬ تصادفͬ مسیرهای گروهͬ، شارش های
مرز روی پیوسته توابع تمام جبر که داد نشان [۲] هامانا دیͽر، سوی از .[۲ ،۱] ͬ کند م توصیف جهان شمول
بنیادین پیوندی هم ارزی، این است. هم ارز مختلط اعداد G⁃عملͽری انژکتیو پوشش با طبیعͬ بەطور فرستنبرگ،
فرستنبرگ، مرز ͬͺدینامی ͬ های ویژگ که گونەای به ͬ کند؛ م برقرار عملͽری چارچوب و ͬͺدینامی دیدگاەهای میان
پوشش و جبری ساختار قالب در کامل بەطور بودن، مجانب شونده قویاً خاصیت و شارش ها بودن مینیمال جمله از
ͷدینامی ابزارهای از همزمان بهرەگیری امͺان همریختͬ این است. تحلیل و تفسیر قابل G⁃عملͽری انژکتیو
نیز جبری دیدگاه از را فرستنبرگ مرز اهمیت و ͬ آورد م فراهم را عملͽرها نظریۀ و ͷهارمونی تحلیل ،ͷتوپولوژی

.[۵ ،۲ ،۱] ͬ سازد م روشن
مقاله مسئول ۱نویسنده
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۳ گروەها زوج برای فستنبرگ مرز مطالعۀ

گسستەی گروه برای را (G,H)گروەهای زوج برای فرستنبرگ مرز مفهوم̧ [۴] مونود پژوهشͬ، مسیر این ادامۀ در

میان نسبی ͬͺدینامی ساختار ͬ شود، م داده نشان ∂F (G,H) با معمولا˟ که مفهوم این نمود. تعریف H زیرگروه و G
داد. قرار توجه کانون در را گروه دو این

بخش (G,H) گروەهای زوج برای فرستنبرگ مرز ͬͺدینامی جنبەهای بررسͬ در چشمͽیر پیشرفت های وجود با
جنبه همین روشن سازی مقاله این هدف است. نگرفته قرار مطالعه مورد کامل بەطور هنوز ساختار این عملͽری
زوج برای هامانا مرز که ͬ دهیم م نشان ما گروەهاست. زوج برای فرستنبرگ مرز برای عملͽری چارچوبی ارائۀ و
ساخت عملͽری (G,H)⁃سیستم انژکتیو پوشش نظریۀ طریق از ͷکلاسی حالت مشابه ͬ توان م را (G,H) گروەهای

که ͬ کنیم م ثابت دقیق بەطور است. هم ارز (G,H) گروەهای زوج برای فرستنبرگ مرز با دقیقاً مرز این و

C
(
∂H(G,H)

)
= IG,H(C),

مرز و هامانا مرز ͷکلاسی نظریەهای از طبیعͬ توسیعͬ نتیجه این است. هم ریخت ∂F (G,H) با فضا این و
است. هم راستا [۵] کندی و کلانتر اخیر تحلیل های با و است فرستنبرگ

(G,H) گروەهای زوج برای هامانا مرز و عملͽری ⁃سیستم های (G,H) ۲

کنش به مجهز انژکتیو پوشش های و عملͽری سیستم های نظریۀ در پایەای مفاهیم یادآوری به ابتدا بخش این در
شود. مراجعه [۳ ،۲] به کامل تر، مطالعۀ برای ͬ پردازیم. م G گروهͬ

G⁃سیستم از منظور است. یͺدار ∗C⁃جبر ͷی از واحد دارای و خودالحاقͬ زیرفضای ͷی S عملͽری سیستم
همانͬ عضو ازای به که دارد وجود α : G −→ Aut(S) گروهͬ همریختͬ که است S عملͽری سیستم عملͽری،
عملͽری G⁃سیستم ͷی نیز T اگر ͬ نامیم. م S بر G کنش را همریختͬ این .αe = idS باشیم داشته e ∈ G

،x ∈ S و s ∈ G هر برای اگر ͬ نامیم م G⁃هموردا را φ : S −→ T خطͬ نگاشت باشد،

φ(αs(x)) = βs(φ(x)),

برای اگر ͬ نامیم م G⁃انژکتیو را U عملͽری G⁃سیستم است. T بر G کنش β : G → Aut(T ) آن در که
G⁃هموردا و مثبت کاملا́ یͺه، نگاشت هر و ι : S −→ T G⁃هموردا و ͷایزومتری کاملا́ یͺه، نگاشت هر

.ψ̂ ◦ ι = ψ که باشد داشته وجود ψ̂ : T −→ U G⁃هموردا و مثبت کاملا́ یͺه، نگاشت ψ : S −→ U

همواره ℓ∞(G,S) عملͽری G⁃سیستم آنگاه باشد، انژکتیو عملͽری سیستم ͷی S اگر ،[۲] هامانا ۲ .۲ لم طبق
−G ͷی T آن در که است (T, ι) مرتب زوج S عملͽری G⁃سیستم از G⁃گسترش از منظور است. G⁃انژکتیو
ι(S) تصویر حالت، این در باشد. G⁃هموردا و ͷایزومتری کاملا́ نگاشت ͷی ι : S −→ T و عملͽری سیستم

بͽیرید. نظر در را (U, ι) G⁃گسترش ͬ نامیم. م T در S از G⁃هموردا و ͷایزومتری کاملا́ نسخۀ ͷی را

گوییم. G⁃انژکتیو را آن باشد، انژکتیو عملͽری G⁃سیستم ͷی U اگر ●

φ : U −→ T G⁃هموردا و مثبت کاملا́ یͺه، نگاشت هر برای که باشد عملͽری G⁃سیستم ͷی U اگر ●
گوییم. G⁃اساسͬ را آن باشد، ͷایزومتری کاملا́ لزوماً نیز φ خودِ باشد، ͷایزومتری کاملا́ S روی φι که

φ : U −→ U G⁃هموردا و مثبت کاملا́ یͺه، نگاشت هر برای که باشد عملͽری G⁃سیستم ͷی U اگر ●
ͬ گوییم. م G⁃صلب را آن باشد. همانͬ U کل بر ناگزیر است، همانͬ ι(S) روی که
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G⁃انژکتیو هم که S از (U, ι)گسترش⁃Gͷی باشد. عملͽری یGͷ⁃سیستم S و گسسته گروه ͷیG کنید فرض
−G هر ، [۳] ۲ .۴ لم بنابر که است ذکر به لازم ͬ شود. م نامیده S انژکتیو ⁃پوشش G باشد، G⁃اساسͬ هم و

است. G⁃صلب لزوماً انژکتیو پوشش

−G از است عبارت عملͽری (G,H)⁃سیستم باشد. آن زیرگروه H و گسسته گروه G کنید فرض .۱ .۲ تعریف
نگاشت های رسته، این در نگاشت ها .h · x = x داریم x ∈ S هر و h ∈ H هر برای که S عملͽری سیستم

یعنͬ هستند، G⁃هم ریخت
ϕ(sT ) = sϕ(T ), ∀s ∈ G, T ∈ S.

نمایش IG(S) نماد با که است انژکتیو G⁃پوشش دارای S عملͽری G⁃سیستم هر ،[۵ ،۲] هامانا نظریۀ طبق
است. برقرار زیر گزاره که داد نشان ͬ توان م ،ͷکلاسی حالت اثبات مشابه ͬ شود. م داده

انژکتیو (G,H)⁃پوشش ͷی دارای S آنگاه باشد. عملͽری (G,H)⁃سیستم ͷی S کنید فرض .۲ .۲ گزاره
انژکتیو پوشش هر برای ͬ شود. م مشخص صورت این به یͺتایی لحاظ از انژکتیو پوشش این است. (I(G,H)(S), κ)

G⁃هم ارز و ͷایزومتری کاملا́ نگاشت ͷی ،(U, i)مانند ،S از دیͽری (G,H)

φ : I(G,H)(S) −→ U

رابطه که طوری به دارد وجود
φ ◦ κ = i

باشد. برقرار

(G,H)⁃سیستم ͷی را آن ͬ توان م آن گاه بͽیریم، نظر در عملͽری سیستم سادەترین عنوان به را C اگر حال،
پوشش شود. گرفته نظر در ثابت کاملا́ H عمل و طبیعͬ C روی G عمل که ترتیب این به گرفت. نظر در عملͽری
چوی–افروس، ضرب به مجهز ، l∞(G,S) زیرمجموعه ͷی عنوان به فضا این بͽیرید. نظر در را I(G,H)(C) انژکتیو
هم ارز فشرده هاوسدورف فضای ͷی روی پیوسته توابع فضای با بنابراین ͬ دهد. م تشͺیل جابەجایی ∗C⁃جبر ͷی
ͬ کنیم؛ م مشخص ∂H(G,H) با را آن و ͬ نامیم م (G,H) زوج برای هامانا مرز را ͷتوپولوژی فضای این است.

یعنͬ
C(∂H(G,H)) = IG,H(C).

افزودن با اکنون و بود شده تعریف گروه برای پیش تر که است هامانا ͷکلاسی مفهوم نسبی نسخۀ ساختار، این
مرز مطالعۀ برای دقیقͬ ابزار مرز، از تعریفͬ چنین ͬ گیرد. م خود به گستردەتری شͺل ،H زیرگروه ثبات شرط
از (G,H)⁃عملͽری هم ریخت نگاشت هر دقیق تر، بیان به ͬ دهد. م را (G,H) گروەهای زوج برای فرستنبرگ
جبری ساختار و است واحدی ∗⁃همومورفیسم ͷی ناگزیر دیͽر عملͽری (G,H)⁃سیستم هر به C(∂H(G,H))

از بلͺه ͬ شود، م تعریف انژکتیو پوشش طریق از نەتنها هامانا مرز بنابراین، ͬ کند. م حفظ کاملا́ را آن ͷتوپولوژی و
ͬ گردد. م تعیین آن توسط نیز هم ریختͬ خواص حیث

(G,H) گروەهای زوج برای فرستنبرگ مرز ۳

هر برای که باشد، G × X −→ X پیوسته کنش ͷی با همراه به فشرده ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض
⁃شارش G ͷی X صورت این در است، خودش به X از ͷتوپولوژی هم ریختͬ ͷی x 7−→ g ·x نگاشت ،g ∈ G



۵ گروەها زوج برای فستنبرگ مرز مطالعۀ

فشرده و محدب مجموعۀ ͷیK آن در که Kاست مانند مجموعەای آفین یGͷ⁃شارش از منظور ͬ شود. م نامیده
G×K −→ K پیوسته کنش ͷی دارای و R روی بر هاوسدورف فشرده موضعاً ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی در
خودش به K از ͷتوپولوژی و آفین همریختͬ ͷی K از x 7−→ g · x نگاشت ،g ∈ G هر برای که بەطوری است،
ثابت نقطۀ ͷی دارای که ͬ شود م تعریف آفین G⁃شارش ͷی صورت به ، آفین (G,H)⁃شارش همچنین، است.

باشد. H کنش تحت

−(G,H) هیچ شامل که است آفینͬ (G,H)⁃شارش (G,H)⁃تحویل ناپذیر، شارش ͷی از منظور .۱ .۳ تعریف
نیست. کوچͺتری آفین شارش

که معنا این به است، جهانͬ که دارد وجود ناپذیر تحویل آفین (G,H)⁃شارش ͷی ، [۴] مقاله ۱ −۲ گزاره بنابر
این این، بر علاوه دارد. وجود آن به شارش این از G⁃همریختͬ ͷی دیͽر، ناپذیرِ تحویل (G,H)⁃شارش هر برای
∆(G,H) با را جهانͬ خاصیت چنین با آفین شارش −(G,H) این یͺتاست.  ͬ G⁃همریخت تا جهانͬ آفین شارش

ͬ دهیم. م نشان
ͬ شود: م گفته ∆(G,H) اکسترمال نقاط مجموعۀ به (G,H) زوج برای فرستنبرگ مرز

∂F (G,H) = Ext(∆(G,H)).

داریم: [۴] ۱ .۴ گزاره طبق
P (∂F (G,H)) = ∆(G,H),

است. X روی بر احتمال اندازەهای فضای P (X) آن در که

باشد. تحویل ناپذیر Pیͷ(G,H)⁃شارش (X) اگر ͬ شود م نامیده (G,H)⁃مرز ،X یGͷ⁃شارش تعریف۳. ۲.

اگر: تنها و اگر است (G,H)⁃مرز ͷی X G⁃شارش [۴] .۳ .۳ گزاره

.h ∈ H همه برای h · ν = ν یعنͬ ͬ دارد، م نگه ثابت را ν ∈ P (X) اندازه ͷی H .۱

یعنͬ: شود، همͽرا G عمل توسط X نقطۀ هر به P (X) در دیͽری اندازۀ هر .۲

δx ∈ Gν, ∀x ∈ X.

از: عبارتند (G,H) زوج برای فرستنبرگ مرز اصلͬ ͬ های ویژگ برخͬ .۴ .۳ ملاحظه

ندارد. را شمولͬ جهان خاصیت ∂F (G,H) لزوماً ،H زیرگروه و G گسسته گروه برای ●

بەطوری که دارد، وجود Φ : ∂F (G,H) → P (X) G⁃همریخت نگاشت ͷی ،X (G,H)⁃مرز هر برای ●
.X ⊆ Φ

(
∂F (G,H)

)
بͽیریم، نظر در P (X) زیرفضای ͷی بەصورت را X اگر

است. یͺتا همسانͬ حد تا فرستنبرگ مرز ●

است. شده گرفته [۴] مقاله از زیر مثال

است: برقرار زیر خاص حالات ،∂F (G,H) نسبی فرستنبرگ مرز برای .۵ .۳ مثال

است. G گروه ͷکلاسی فرستنبرگ مرز همان که ∂(G,H) = ∂FG آنگاه باشد، H = {e} اگر .۱
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فضای ͷی و بوده بدیهͬ ∂F (G,H) نسبی فرستنبرگ مرز آنگاه باشد، G در هم نرمال زیرگروه ͷی H اگر .۲
است. تک نقطەای

تعمیمͬ ،(G,H) گروەهای زوج برای فرستنبرگ مرز ͬ شود م دیده قبل مثال در که طور همان ترتیب، این به
فراهم را (G,H) گروەهای زوج برای را گروەها ͷدینامی مطالعۀ امͺان که است فرستنبرگ ͷکلاسی مرز از طبیعͬ

نمایید. مراجعه [۴] به بیشتر مطالعه برای ͬ کند. م
که: ͬ شود م داده نشان ادامه در

∂H(G,H) = ∂F (G,H).

داریم: بنابراین
C(∂F (G,H)) = IG,H(C).

است. برقرار [۵] فرستنبرگ مرز و هامانا مرز ͷکلاسی نظریه تعمیم ͬ دهیم م نشان واقع، در
لم و [۱] مقاله از ۴ .۲ گزاره توسیع درواقع، که ͬ گیرند، م قرار استفاده مورد مهم لم دو نتایج، این اثبات برای

است. [۴] ͷکلاسی حالت مشابه آنها اثبات و هستند [۵] مقاله ۳ .۲

به M از هم ارز نگاشت هر باشد، (G,H)⁃مرز ͷی B و (G,H)⁃تحویل ناپذیر آفین شارش ͷی M اگر .۶ .۳ لم
است. موجود δM به M از هم ارز نگاشت ͷی حداکثر این، بر علاوه باشد. δM آن محدودۀ باید P (B)

یͺتایی نگاشت ͷی حداکثر باشد، (G,H)⁃مرز ͷیB و (G,H)⁃تحویل ناپذیر آفین شارش ͷیM اگر .۷ .۳ لم
(G,H)⁃هم ارز مثبت

φ : C(B) → C(M)

است. یͺتا ∗⁃هومومورفیسم ͷی φ باشد، موجود نگاشتͬ چنین اگر دارد. وجود

آنگاه: باشد، H ≤ G و گسسته گروه ͷی G اگر .۸ .۳ قضیه

P (∂H(G,H)) = ∆(G,H),

عبارتͬ: به

(G,H)⁃مرز ͷی ∂H(G,H) بنابراین و است (G,H)⁃تحویل ناپذیر آفین شارش ͷی P (∂H(G,H)) .۱
ͬ شود. م محسوب

داراست. را بودن جهان شمول خاصیت P (∂H(G,H)) .۲

کنیم: اثبات را زیر موارد است لازم اثبات.

ͬ دارد. م نگه ثابت P (X) در را اندازه ͷی H گروه ●
دیͽر، بیان به ͬ دارد؛ م نگه ثابت را اندازه این H که ͬ دهیم م نشان باشد. P (X) در اندازه ͷی ν کنید فرض

،f ∈ C(X) تابع هر برای که کنید توجه .hν = ν داریم h ∈ H هر برای

(hν)(f) =

∫
f d(hν) = ν(f ◦ h) =

∫
f dν = ν(f).

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجۀ بنابراین،



۷ گروەها زوج برای فستنبرگ مرز مطالعۀ

ͬ شود. م منقبض X از نقطەای هر به G توسط P (X) در اندازه هر ●
.([۵] به کنید (نگاه است اثبات قابل ͷکلاسی حالت با مشابه بەصورت واقعیت این

داراست. را جهان شمولͬ خاصیت P (∂F (G,H)) ●
(G,H)⁃ریختͬ ͷی آنگاه باشد، (G,H)⁃تحویل ناپذیر آفین شارش ͷی X اگر دیͽر، بیان به

φ : P (∂F (G,H)) → X

بەدست ۲ لم و ۱ لم از استفاده با و [۴] ۳ .۱۱ قضیه برهانِ در تغییر اندکͬ اعمال با نتیجه این دارد. وجود
ͬ آید. م
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