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Abstract: In this paper, a two-level supply chain with one buyer and one producer with insufficient
working capital is considered. If the buyer pays early, the manufacturer gives a percentage discount to
the buyer for each day early. The buyer and the producer cover the lack of liquidity from short-term debt
from financial institutions. The objective function in both levels of the supply chain is the profit and the
decision variables of the both level are the discount percentage and early payment time. The analysis of
the profit functions of the two level of the chain shows that these functions have a saddle (critical) point.
Considering this issue, it is important to find the appropriate range of discount percentage and payment
time, which is not worse than disagreement between buyer and producer. To determine this range, the
manufacturer’s profit is greater than or equal to the amount of profit when not discounting. In that range,
the interest rate range of financing and the interest rate of the buyer’s investment have been analyzed. The
results show that there are conditions that created an agreement between the levels of the supply chain by
using the dynamic discount mechanism.
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ریاضͬ پژوهش های

۵۸ –۴۲ ص ،۳ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

دو تأمین زنجیره ͷی در پویا تخفیف مقدار و زمان تحلیل
و مدت کوتاه بدهͬ محل از مالͬ تأمین گرفتن نظر در با سطحͬ

گردش در سرمایه

(۳) کلاهͬ نرگس و (۲) بفروئͬ خاکزار مرتضͬ ، ۱ (۱) آبادی خلت زهرا

ایران تهران، خوارزمͬ، دانشͽاه مهندسͬ، و فنͬ دانشͺده صنایع، مهندسͬ گروه (۱)

ایران تهران، فرهنگ، و علم دانشͽاه مهندسͬ، و فنͬ دانشͺده صنایع، مهندسͬ گروه (۲),(۳)

۱۴۰۴̸۹̸۲۶ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۸̸۲۵ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳̸۵̸۲۸ دریافت: تاريخ

سرمایه با تولید کننده ͷی و خریدار ͷی با سطحͬ دو تامین زنجیره ͷی مقاله، این در چͺیده:
به خریدار، هنگام زود پرداخت صورت در تولیدکننده است. شده گرفته نظر در ناکافͬ گردش در
را نقدینگͬ کمبود تولیدکننده و خریدار ͬ دهد. م خریدار به تخفیف درصدی زودتر روز هر ازای
زنجیره، سطح دو هر در هدف تابع ͬ کنند. م تامین مالͬ موسسات از مدت کوتاه بدهͬ محل از
هنگام زود پرداخت زمان و تخفیف درصد طرفین، تصمیم متغیرهای و است زنجیره عناصر سود
(بحرانͬ) زینͬ نقطه دارای توابع این که ͬ دهد م نشان زنجیره عناصر سود توابع تحلیل است.
از زودتر پرداخت زمان و تخفیف درصد مناسب محدوده یافتن موضوع، این به توجه با هستند.
تعیین برای است. اهمیت دارای نباشد توافق عدم حالت از بدتر که طرفین، برای مشترک موعد
داده قرار ͬ دهد نم تخفیف که هنگامͬ سود مقدار مساوی، یا بیشتر تولید کننده سود محدوده، این
سرمایەگذاری از حاصل سود نرخ و مالͬ تأمین بهره نرخ محدوده محدوده، آن در است. شده
مͺانیزم بͺارگیری با که دارد وجود شرایطͬ که ͬ دهد م نشان نتایج است. شده تحلیل خریدار

کرد. ایجاد زنجیره عناصر بین توافق پویا، تخفیف

زنجیره زودهنگام، پرداخت زمان پویا، تخفیف گردش، در سرمایه بهینەسازی، کليدي: واژەهاي
تامین.
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مقدمه ۱

زنجیره اعضای جدی نیازهای از ͬͺی متوسط، و ͷکوچ شرکت های در نقدینگͬ کمبود و مطالبات تاخیر به توجه با
بزرگ مانع ͷی به کمبود این است. نقدینگͬ به رسیدن و سود حداکثر سازی گردش، در سرمایه خصوص در تامین
ͷبلژی در متوسط و ͷکوچ شرکت های از درصد ۴۳ مثال، عنوان به است. شده تبدیل شرکت ها صنعتͬ توسعه برای
عنوان به .[۱] کردند تجربه را خود مطالبات پرداخت در تاخیر هلندی، شرکت های از درصد ۵۰ و ۲۰۰۹ سال در
تجاری مطالبات مورد در ویروس شیوع دلیل به ۲۰۲۰ سال در پرداخت ها ،KPMG موسسه گزارش اساس بر مثال،
طرف از .[۲] یافت افزایش جهان سراسر در روز ۷۴ به روز ۵ از جهانͬ شرکت های نقدینگͬ نیاز و افتاد تاخیر به
مدیریت با را خودشان عملͺرد شرکت ها همەی اگر که ͬ دهد م نشان ۲۰۰۷ سال در سرشماری ͷی نتیجەی دیͽر،
با تحقیقͬ .[۳] ͬ شود م ایجاد شرکت ها این در نقد پول یورو میلیارد ۶۱۱ از بیش دهند، انطباق تامین زنجیره مالͬ
معادل ۲۰۱۱ سال در تامین زنجیره مالͬ تامین طریق از مالͬ تامین داد نشان که گرفت صورت چین در موضوع این
درصدی ۲۰ رشد نرخ دهنده نشان مسئله این است. رسیده میلیارد ۹ .۶ به بعد سال در که بوده یوان میلیارد ۷۵ .۵
مواردی در خصوصاً تأمین زنجیره در مالͬ تأمین مدل های بررسͬ رو این از .[۴] است شرکت ها این در مالͬ تأمین
مقاله، این در باشد. تحقیقات برای جذابی زمینه ͬ تواند م ͬ شود، م پرداخته مدل ها این پذیرش شرایط بررسͬ به که
صورت در تولیدکننده که است شده گرفته نظر در تولید کننده ͷی و خریدار ͷی با سطحͬ دو تامین زنجیره ͷی
محدودیت با تولیدکننده و خریدار ͬ دهد. م تخفیف درصدی زودتر روز هر ازای به خریدار، هنگام زود پرداخت

کنند. تامین مدت کوتاه بدهͬ طریق از را خود نیاز این ͬ توانند م که هستند رو به رو گردش در سرمایه

ادبیات مرور ۲

نقدی جریان های مشͺل با تامین زنجیره در متوسط و ͷکوچ شرکت های ،۲۰۰۸ سال در مالͬ بحران های زمان از
در .[۵ ،۴] شدند مواجه مالͬ موسسات و بانک ها از مالͬ حمایت های دریافت عدم و ثابت دارایی های کمبود محدود،
درخواست و مراجعه تامین کنندگان به و ͬ گیرند م سفارش بازار از کالاها، تولید برای تولیدکنندگان تامین زنجیره ͷی
خصوص به کالاها حجم که آنجایی از ͬ کنند. م مختلف محصولات تولید برای مختلف اولیه مواد کردن آماده
سرمایه به مختلف محصولات تولید برای تجهیزات و مواد خرید برای تامین کنندگان است، زیاد نسبتاً صنعتͬ کالا های
برای سرمایەای تنهایی به ͬ توانند نم متوسط و ͷکوچ تامین کنندگان خصوص به تامین کنندگان، دارند. احتیاج زیادی
این از جلوگیری برای ͬ شود. م تامین زنجیره کل بی ثباتͬ باعث سرمایه، این وجود عدم و بپردازند کالا ها این تولید
شده پیشنهاد تامین زنجیره در مالͬ جریان مدیریت برای متفاوتͬ حل های راه زنجیره، در شده ایجاد وقفه و کمبود
مالͬ تامین برای حیاتͬ راەحل ͷی تامین زنجیره در مالͬ تامین زمینه در ابتکارات اخیر، سال های در .[۲] است
بررسͬ مورد را تامین زنجیره مالͬ تامین مزایای زیادی، تحقیقات همچنین .[۳] است بوده شرکت ها از بسیاری
معکوس، عاملیت عاملیت، مثال عنوان (به مالͬ تامین مختلف شیوەهای که دریافتند محققان و است داده قرار
مالͬ، هزینەهای و موجودی ها کاهش مانند شرکت ها برای منافعͬ ͬ تواند م موجودی) مالͬ تامین و تجاری اعتبار
باشد داشته همراه به تامین، زنجیره عملیاتͬ و مالͬ ریسͷ های کاهش و تامین کننده و خریدار روابط کیفیت بهبود
زنجیره و محور مالͬ متفاوت درک و دیدگاه دو به تامین زنجیره مالͬ تامین به مربوط ادبیات کلͬ طور به .[۸–۶]
و [۱۱] است نوآورانه مالͬ طرح های از مجموعەای شامل معمولا˟ محور، مالͬ دیدگاه ۱۰]؛ ،۹] ͬ شود م تقسیم تامین
راەحلͬ عنوان به تامین، زنجیره دیدگاه دارد. تمرکز تامین زنجیره در دریافتنͬ و پرداختنͬ حساب های بهینەسازی بر
بهبود کلͬ طور به و موجودی ها مدیریت همچنین و مواد جریان مدیریت طریق از گردش در سرمایه بهینەسازی برای
مهم ترین و رایج ترین از مورد سه .[۲] دارد تمرکز تامین زنجیره اعضای بین همͺاری بر تامین، زنجیره در عملͺرد
به ادبیات مرور در که پویا تخفیف و کالا موجودی معکوس، عاملیت از عبارتند تامین زنجیره مالͬ تامین طرح های
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ͬ شود. م تشریح ادامه در و است شده پرداخته آن
بزرگ خریدار ͷی طرح این در است. تامین زنجیره مالͬ تامین طرح های از ͬͺی عنوان به معکوس عاملیت
موسسه و دارد تامین کنندگان به نسبت را خود تجاری اعتبار تعهدات هنگام زود پرداخت امͺان که ͬ کند م اعلام
ͬ شود م تامین کنندگان ͷریس شدن کمتر باعث کار این ͬ کند. م تایید را آن صلاحیت و خریدار اعتباری ͷریس مالͬ،
در ͬ کند. م خریداری را تامین کنندگان صورتحساب های که است مالͬ موسسه ͷی کارکرد بر مبتنͬ روش، این .[۱۲]
تامین کنندگان ͷریس محاسبه به و کند محاسبه را شده انتخاب خریدار اعتباری ͷریس باید فقط مالͬ، مؤسسه واقع
باشند داشته را خطرتری کم مالͬ تامین تا ͬ کند م فراهم تامین کنندگان برای را بستری اغلب روش این ͬ پردازد. نم
تامین کننده به خریدار دادن اجازه ازای به یا و کرده تمدید را پرداخت شرایط خریدار است ممͺن همچنین .[۱۳]
دارد تامین کنندگان برای کمتری ͷریس صورت این در که شود تمدید پرداخت شرایط مالͬ؛ برنامه به ورود برای
ارزیابی، برای کمͬ دادەهای نظر از ادبیات در شده بررسͬ تامین زنجیره مالͬ تامین طرح بیشترین .[۱۴ ،۱۲ ،۷]
و وانگ .[۱۵] گرفتند نظر در را بانک اطلاعاتͬ تقارن عدم (۲۰۱۹) کریشنان، و دوالͺار است. معکوس عاملیت
تامین زنجیره مالͬ تامین جدید روش نوع سه نتایج و محرک ها بررسͬ برای نظرسنجͬ روش از (۲۰۲۰) همͺاران،
کردند استفاده پرداختنͬ) حساب های مالͬ تامین و موجودی مالͬ تامین دریافتنͬ، حساب های مالͬ تامین (یعنͬ
عملیاتͬ عملͺرد بر معکوس عاملیت تأثیر چͽونگͬ موضوع این به ۲۰۲۱ سال در همͺاران و شو مقاله در .[۸]
(OLS) معمولͬ مربعات حداقل روش از و ساخته مقطعͬ رگرسیون مدل ͷی آن ها پرداختند. خریدار شرکت های

.[۱۶] کردند استفاده نوآوری و تولید قابلیت های تعدیل کننده اثرات بررسͬ برای
حساب های خصوص، (به ͬ کنند، م عمل وثیقه عنوان به که جاری دارایی های موجودی، مالͬ تامین روش در
و لͬ .[۱۷] ͬ شوند م شرکت خاص مدت کوتاه دارایی های ارزش به اعتبار گسترش باعث موجودی ها) و دریافتنͬ
موجودی مالͬ تامین ارائەدهندگان استفاده چͽونگͬ شناسایی برای چندگانه موردی مطالعه رویͺرد ͷی (۲۰۱۹) چن
تامین عملͺرد بر را وثیقه قیمت نوسان تأثیر (۲۰۱۳) همͺاران، و ژو .[۱۸] بردند بͺار مالͬ خدمات از (IFP)
نرخ دورەای طور به موجودی، مالͬ تامین ͷی چͽونه که پرداختند موضوع این به و کردند بررسͬ موجودی مالͬ
تاثیرات بررسͬ برای را مدلͬ همͺاران، و ژی ،۲۰۲۱ سال در .[۱۹] ͬ دهد م کاهش را ارزش) به وام (نرخ impawn
کردند. طراحͬ تامین زنجیره اعضای مالͬ تامین تصمیمات بر (TPL) ثالث شخص خدمات ارائەدهنده ریسͷ گریزی
تقاضای حالت در تامین زنجیره تاثیر و نقل و حمل در موجودی اثرات بر قدرت رابطه و ͷریس ترجیح مدل، این در
است. شده پرداخته ،TPL نقل و حمل حین در موجودی مالͬ تامین بر خردەفروشان و تامین کننده توسط مالͬ تامین
بدون محصول واحد قیمت کاهش دلیل به مالͬ تامین برای تقاضا افزایش که رسیدند نتیجه این به نهایت در آنها
توسط نقل و حمل حین در موجودی مالͬ تامین ͬ دهد. م افزایش خردەفروشان برای را مالͬ تامین بار تجاری، اعتبار
کاهش وجود با تجاری اعتبار برای تقاضا حال، این با ͬ دهد. م کاهش را تجاری اعتبار مالͬ تامین هزینه ،TPL
اعتبار مالͬ تامین هزینەهای هم ،TPL گریزی ͷریس بالاترِ درجه با این، بر علاوه ͬ یابد. م کاهش مالͬ تامین هزینه
تامین برای تقاضا اما ͬ یابد، م کاهش تجاری اعتبار برای تقاضا هم و نقل و حمل در موجودی مالͬ تامین و تجاری

.[۲۰] ͬ یابد م افزایش نقل و حمل در موجودی مالͬ
و ͬ کند م فراهم تامین کننده و خریدار بین رابطه در را صورتحساب ها پویای تسویه امͺان پویا تخفیف روش
در افزایشͬ تخفیف خریدار، به قراردادی پرداخت شرایط به توجه با زودتر، پرداخت پیش روز هر برای تامین کننده
آن در تامین کننده و خریدار که یͺپارچه سامانه ͷی از مناسب استفاده طریق از و ͬ دهد م صورتحساب اسمͬ ارزش
دادند نشان همͺاران و هوآ ۲۰۲۲ سال در .[۴] ͬ شود م فراهم را صورتحساب ها پویای تسویه امͺان دارند، حضور
و خریدار سرمایه هزینه مانند اطلاعاتͬ ͬ تواند م سامانه بر مبتنͬ پویا تخفیف برنامه سنتͬ، مدل با مقایسه در که
ͬ توانند م متوسط و ͷکوچ شرکت های تامین کنندگان متعاقباً، دهد. ارائه را کلیدی اطلاعات سایر و عرضه مقدار
توسط شده ارائه تنزیل نرخ این بر علاوه یابند. دست بهینه روزانه تنزیل نرخ و تنزیل نرخ از دقیق تری محدوده به
اولیه تسویه انگیزه باشد، کم خیلͬ یا زیاد خیلͬ تنزیل نرخ اگر شود. تنظیم معقولͬ محدوده در باید تامین کنندگان
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.[۲۱] ͬ یابد م کاهش طرف دو هر سود و طرف ͷی
و روزانه تخفیف نرخ تصمیم متغیر دو گرفتن نظر در [۲۱] همͺاران و هوآ مقاله به نسبت تحقیق این نوآوری
شده گرفته نظر در گردش در سرمایه محدودیت مدل در اول حالت در است. متفاوت حالت دو در پرداخت زمان
محصول زوال و بهبود نرخ مقاله، این در همچنین ندارد. وجود گردش در سرمایه محدودیت دوم حالت در و است
سرمایه به مربوط هزینەهای و بهبود و زوال هزینه مواد، خرید هزینه موجودی، هزینەهای و شده گرفته نظر در همزمان
موارد این به همزمان طور به قبلͬ شده بررسͬ مقالات در که شده اضافه ریاضͬ مدل به مالͬ تامین هزینه گردش، در

است. نشده پرداخته

مسأله مدلسازی ۳

پارامترهای ۱ جدول در است. شده محاسبه زمان واحد در زنجیره سطح دو سود متوسط تابع مسأله، مدلسازی برای
W مقدار مسئله این در است. شده تعریف مثال ͷی حل برای آنها عددی مقادیر و تولیدکننده و خریدار مسأله
نرخ با و کاهش η زوال نرخ به توجه با مقدار این که ͬ شود م داده سفارش تولیدکننده توسط ابتدا در محصول واحد
بعد که است خریدار تقاضای با برابر تولید دوره انتهای در آمده دست به مقدار نهایت در و ͬ یابد م افزایش θ بهبود
معادله ریاضͬ، صورت به بنابراین ͬ رسد. م صفر به تولید) دوره (انتهای T زمان در موجودی سطح پاسخͽویی از

ͬ شود: م داده نمایش ۱ رابطه صورت به موجودی سطح دیفرانسیل

dy(t)

dt
= (θ − η)× y(t) (۱ .۳)

ͬ شود. م حاصل ۲ رابطه با t لحظه در موجودی سطح ،۱ رابطه حل با

y(t) = Cet(θ−η) (۲ .۳)

آن عددی مثال مقادیر و مسأله پارامترهای :۱ جدول
مقدار پارامترها شرح پارامتر مقدار پارامترها شرح پارامتر

۱۰۰۰۰ تولید کننده برای دوره ͷی در فضا از استفاده هزینه Cp ۳ × ۱۰۷ زودهنگام پرداخت برای خریدار نقدینگͬ مقدار LiqB
۰۰۳۱ .۰ تولید کننده برای گردش در سرمایه روزانه بهره نرخ ys متفاوت دوره ابتدای در تولید کننده نقدینگͬ مقدار Z۰

۰۰۵۳ .۰ مدت کوتاه بدهͬ از استفاده روزانه نرخ rb ۱۰۰۰ دوره انتهای در محصول تقاضا مقدار D

۱۰۰۰۰۰۰ تولید کننده برای دوره ͷی در تسهیلات هزینه CE ۳ × ۱۰۶ دوره ͷی طول در تولید انسانͬ نیروی هزینه CM

۰۰۳۳ .۰ خریدار برای گردش در سرمایه روزانه بهره نرخ yb ۰۰۵۳ .۰ مدت کوتاه بدهͬ از استفاده روزانه سود نرخ rs
۱۰۰۰۰۰ خریدار برای ثابت هزینه C ۱۰۰۰۰ محصول واحد هر زوال هزینه Cb

۲۰۰۰۰۰ صفر زمان در اولیه مواد واحد هر خرید هزینه PM ۰۰۲ .۰ زمان واحد در محصول برای زوال میزان η
۳۰۰۰۰ دوره طول در اولیه مواد واحد هر خرید قیمت PF ۰۶۹ .۰ زمان واحد در محصول بهبود نرخ θ

۶۸۰۰۰ محصول واحد هر فروشͬ خرده قیمت Pz ۶۲ روز) (به دوره آخر زمان T
۶۰۰۰۰ محصول واحد هر فروشͬ عمده قیمت PR ۰۵ .۰ رشد ثابت نرخ B

۱۰۰ شده تلف محصول واحد هر دفع هزینه Co ۱۰ رشد تابع زمان پارامتر t۱۰

در ͬ باشد؛ م W اولیه سفارش مقدار برابر صفر لحظه در موجودی یعنͬ است، y(۰) = W حدی، شرایط در
ͬ آید. م دست به ۳ رابطه ،۲ رابطه در جایͽذاری با که ͬ آید م بدست C = W مقدار صورت این
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y(t) = Wet(θ−η) (۳ .۳)

است؛ y(T ) = d صورت این در که باشد تقاضا میزان برابر باید دوره آخر موجودی حدی؛ شرایط در همچنین
داریم: بنابراین

WeT (θ−η) = d ⇒ W =
d

eT (θ−η)
(۴ .۳)

(رابطه تقاضا برحسب t زمان در موجودی سطح رابطه ،y(t) = Wet(θ−η) رابطه در W مقدار جایͽذاری با
ͬ آید. م دست به (۵

y(t) =
d

eT (θ−η)
× et(θ−η) (۵ .۳)

به موجودی ها) کل (جمع موجودی تابع نمودار زیر مساحت موجودی؛ تابع از T لحظه تا صفر انتگرال گیری با
شد. خواهد استفاده سود، محاسبه روابط در رابطه این از که ͬ آید م دست

HT =

∫ T

۰
y(t)dt =

∫ T

۰

d

eT (θ−η)
× et(θ−η)dt

=
d

eT (θ−η)

∫ T

۰
et(θ−η)dt =

d

(θ − η)eT (θ−η)
× (eT (θ−η) − ۱)

=
d

(θ − η)
(۱ − ۱

eT (θ−η)
) (۶ .۳)

تولیدکننده سود مدل روابط ۱ .۳

دست به کل موجودی در محصول بهبود نرخ ضرب حاصل از رشد کل مقدار (رشد): محصول بهبود کل مقدار
ͬ آید. م

θT =

∫ T

۰
θ × y(t)dt = θ×

(
d

(θ − η)

(
۱ − ۱

eT (θ−η)

))
=

θd

(θ − η)
− θd

(θ − η)× eT (θ−η)
(۷ .۳)

دست به کل موجودی در محصول برای زوال نرخ ضرب حاصل از اتلاف یا زوال کل مقدار زوال: کل مقدار
با: است برابر که ͬ آید م

ηT =

∫ T

۰
η × y(t)dt = η× d

(θ − η)
×
(

۱ − ۱
eT (θ−η)

)
=

ηd

(θ − η)
− ηd

(θ − η)× eT (θ−η)
(۸ .۳)

روز هر ازای به ،T موعد از زودتر وجه دریافت برای تولیدکننده تولیدکننده: توسط خریدار به شده داده تخفیف



۵۸ −۴۲ صفحه ۳ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و آبادی خلت زهرا ۴۸

ͬ آید. م دست تخفیف از بعد و قبل تولیدکننده فروش قیمت تفاضل از که ͬ دهد م خریدار به تخفیفͬ زودتر،

P t
R = PR × (۱ − dis× (T − t) ) (۹ .۳)

rb > yb و rs > ys یعنͬ باشد، گردش در سرمایه نرخ بیشتر خریدار و تولیدکننده برای بانکͬ بهره نرخ اگر
گردش در سرمایه نبود صورت در و گردش در سرمایه منبع از را خود هزینەهای تولیدکننده و خریدار صورت این در
تولیدکننده گردش در سرمایه است شده فرض مقاله این در ͬ کنند. م پرداخت مدت کوتاه بدهͬ طریق از آن کمبود یا

باشد. کافͬ CM ۱ از مقداری و CM ۰ هزینه پرداخت برای گردش در سرمایه و است ناکافͬ

سرمایەگذاری و خریدار به محصول فروش از حاصل درآمد سرمایەگذاری، حالت این در فروش: از حاصل درآمد
با: است برابر دوره آخر تا خریدار از شده دریافت مبلغ

RS۱ = d P t
R(۱ + ys)

T−t (۱۰ .۳)

را خود نقدینگͬ ͬ مانده باق t۰ زمان در CM ۰ هزینه پرداخت از بعد تولیدکننده سرمایەگذاری: از حاصل درآمد
ͬ کند. م کسب ،۱۱ رابطه معادل درآمدی و ͬ کند م سرمایەگذاری

RS۲= (Z۰ − CM۰)(۱ + ys)
t۱ (۱۱ .۳)

ضرب واحد هر زوال هزینه در دوره طول در زوال کل مقدار کل، زوال هزینه محاسبه برای کل: زوال هزینه
آید. دست به زوال کل هزینه تا شود

TCs۱ = Cb

(
η × d

(θ − η)
− ηd

(θ − η)× eT (θ−η)

)
(۱۲ .۳)

ͬ آید. م بدست دوره کل در زوال مقدار در واحد هر دفع هزینه ضرب با هزینه این زوال: کل دفع هزینه

TCs۲ = Co

(
ηd

(θ − η)
− ηd

(θ − η)× eT (θ−η)

)
(۱۳ .۳)

از مسئله این در نگهداری هزینه است. زمان از تابعͬ مسئله این در نگهداری هزینه نگهداری: هزینه کل مقدار
۱۴ رابطه بنابراین ͬ یابد. م افزایش bt نرخ با دوره آخر تا t۱۰ زمان از سپس و افزایش ekt نرخ با t۱۰ تا صفر زمان

ͬ دهد. م نشان را موجودی هزینه کل

Hc =

∫ t۱۰

۰
ekt × y(t)dt+

∫ T

t۱۰

bt× y(t)dt

=

∫ t۱۰

۰
ekt × d

eT (θ−η)
× et(θ−η)dt+

∫ T

t۱۰

bt× d

eT (θ−η)
× et(θ−η)dt
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=
d× (e(k+θ−η)t۱۰ − ۱)
(k + θ − η)× eT (θ−η)

+
b d

eT (θ−η)

(
T × eT (θ−η)

(θ − η)
− t۱۰ × et۱۰(θ−η)

(θ − η)
− eT (θ−η)

(θ − η)۲ +
et۱۰(θ−η)

(θ − η)۲

)

=
d× (e(k+θ−η)t۱۰ − ۱)
(k + θ − η)× eT (θ−η)

+
b d

(θ − η)۲ × eT (θ−η)
×
(
(T (θ − η)− ۱)×eT (θ−η) − (t۱۰(θ − η)− ۱)× et۱۰(θ−η)

)
(۱۴ .۳)

ͬ گردد؛ م انجام متفاوت زمان سه در خرید نوع دو مسئله، این در مواد: خرید هزینه
سفارش مقدار در ضرب (PM) اولیه مواد واحد هر خرید هزینه با برابر که صفر زمان در اولیه مواد خرید هزینه

است. (W )

CM ۰ = PM ×W = PM × d

eT (θ−η)
(۱۵ .۳)

ͬ آید: م بدست ۱۷ و ۱۶ رابطه از ترتیب به که t۲ و t۱ زمان در مصرفͬ مواد خرید هزینه

CM ۱ =
d

eT (θ−η)
× et۱(θ−η) × PF (۱۶ .۳)

CM ۲ =
d

eT (θ−η)
× et۲(θ−η) × PF (۱۷ .۳)

فضا از استفاده هزینه (۱ ͬ شود. م تقسیم دسته سه به تولید هزینەهای مسئله این در دوره: ͷی در تولید هزینه
و تجهیزات هزینه (۲ ،Cp فضا از استفاده هزینه در دوره طول در موجود موجودی مقدار بیشترین با است برابر
نیروی هزینه (۳ و است CE با برابر که است شده گرفته نظر در ثابت مقدار با و موجودی از مستقل تاسیسات

است. آمده ۱۸ رابطه در هزینه سه این مجموع است. شده فرض موجودی از مستقل اینجا در نیز CM انسانͬ

TCs۳ = CM + CE + (Cp ×Max y(t))

= CM + CE + (Cp ×Max
d

eT (θ−η)
× et(θ−η))

= CM + CE + (Cp ×
d

eT (θ−η)
× e

۱
(θ−η)

×(θ−η)) (۱۸ .۳)

سرمایەگذاری با ͬ توانست م که دارد سرمایەگذاری رفته دست از هزینه تولیدکننده، رفته: دست از فرصت هزینه
با: است برابر که آورد دست به گردش در سرمایه

TC۳
S۴ = Z۰ (۱ + ys)

T − Z۰ (۱۹ .۳)

t۱ زمان در هزینه از مقداری و دوره اول خرید هزینەهای اندازه به گردش در سرمایه اگر مالͬ: تامین هزینه
ترتیب به وام مبلغ که بͽیرد وام باید CM۲ هزینه تمام و CM۱ هزینه مانده باقͬ مقدار تامین برای کننده تولید باشد،
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زمانͬ ارزش گرفتن نظر در با مالͬ تأمین هزینەهای جمع حالت این در .Lt۲ و Lt۱ با است برابر دوزمان این برای
است: ۲۲ رابطه با برابر پول

Lt۱ = (−(Z۰ − CM۰)(۱ + ys)
t۱+CM۱)

+ (۲۰ .۳)

Lt۲ = CM۲ (۲۱ .۳)

TC۳
S۵ = (Lt۲ × (۱ + rs)

T−t۲ − Lt۲)+(Lt۱ × (۱ + rs)
T−t۱ − Lt۱) (۲۲ .۳)

رابطه از زمان واحد در کننده تولید سود متوسط بالا، روابط به توجه با زمان: واحد در تولیدکننده سود متوسط
ͬ آید. م بدست ۲۳

πs =
۱
T

(
(RS۱)− (Hc + TCs۱ + TCs۲ + TCs۳ + TC۳

s۴ + TC۳
s۵
)

(۲۳ .۳)

دیدگاه از روزانه تخفیف درصد و تولیدکننده به پرداخت بهینه زمان تعیین برای تولیدکننده: سود بهینەسازی
ماتریس سپس شود. تعیین بهینه نقطه تا داد قرار صفر برابر و گرفته مشتق تولیدکننده سود تابع از باید کننده تولید
مشتق ͬ شود. م تعیین را آن بودن زینͬ یا اکسترمم لحاظ از نقطه نوع هشین ماتریس دترمینان با و داده تشͺیل هشین

است: ۲۴ رابطه برابر پرداخت زمان به نسبت تولیدکننده سود تابع از اول

∂

∂t
(πs) =

dPRdis (۱ + ys)
T−t − dPR (۱ − (T − t)dis ) (۱ + ys)

T−t ln (۱ + ys)

T
(۲۴ .۳)

dis = با برابر که ͬ آید م دست به را تخفیف درصد بهینه مقدار شود، داده قرار صفر برابر را فوق تابع اگر
است: ۲۵ رابطه برابر تخفیف زمان به نسبت تولیدکننده سود تابع دوم مشتق همچنین بود. خواهد ln (۱ + ys)

(۲۵ .۳)
∂۲

∂t۲ (πs) =
−۲dPRdis (۱ + ys)

T−t ln (۱ + ys) + dPR (۱ − (T − t)dis ) (۱ + ys)
T−t ln (۱ + ys)

۲

T

برابر را رابطه این اگر است. ۲۶ رابطه برابر روزانه تخفیف درصد به نسبت تولیدکننده سود تابع از اول مشتق
سود تابع دوم مشتق است. صفر برابر که ͬ آید م دست به موعد از زودتر پرداخت بهینه زمان شود، داده قرار صفر

است. صفر با برابر تخفیف درصد به نسبت

∂

∂dis
(πs) =

−dPRt (۱ + ys)
t

T
(۲۶ .۳)



۵۱ سطحͬ دو تأمین زنجیره در پویا تخفیف مقدار و زمان بهینەسازی

بدست ۲۷ رابطه شود گرفته زمان و تخفیف درصد به نسبت جزئͬ مشتقات تولیدکننده سود تابع از چنانچه
ͬ آید. م

(۲۷ .۳)
∂

∂t∂dis
(πs) =

∂

∂dis∂t
(πs) =

dPR (۱ + ys)
T−t − dPR(−T + t) (۱ + ys)

T−t ln (۱ + ys)

T

است. ۲۹ رابطه با برابر آن دترمینان و ۲۸ رابطه برابر هشین ماتریس بالا، معادلات به توجه با

A =

[
∂۲

∂t۲ (πs)
∂

∂t∂dis
(πs)

∂
∂dis∂t

(πs)
∂۲

∂dis۲ (πs)

]
(۲۸ .۳)

det(A) = −

(
dPR (۱ + ys)

T−t − dPR(−T + t) (۱ + ys)
T−t ln (۱ + ys)

T

)۲

(۲۹ .۳)

است. زینͬ نقطه این است منفͬ هشین ماتریس دترمینان اینکه دلیل به حال

خریدار سود مدل روابط ۲ .۳

به مشتریانش به تولیدکننده از شده خریداری محصولات فروش از حاصل درآمدی خریدار فروش: از حاصل درآمد
با: است برابر که ͬ آورد م دست

RB۱ = Pz d (۳۰ .۳)

دوره ͷی در خریدار خرید هزینه دهد، تحویل را خریدار سفارش های همه تولیدکننده اگر خرید: هزینه
ثابت هزینه اضافه به خریدار به محصول شده فروخته قیمت در تقاضا مقدار ضرب حاصل با برابر سفارش دهͬ
از تولیدکننده توسط شده داده تخفیف دلیل به خریدار به محصول شده فروخته قیمت مسئله این در است. خرید

است. محاسبه قابل ۳۲ رابطه از خرید هزینه و ͬ آید م دست ۳۱ رابطه

P t
R = PR × (۱ − dis× (T − t) ) (۳۱ .۳)

TC۲
B۱ = (P t

R × d) + C (۳۲ .۳)

سرمایەگذاری با ͬ توانست م که دارد سرمایەگذاری رفته دست از هزینه خریدار رفته: دست از فرصت هزینه
با: است برابر رفته دست از فرصت هزینه این آورد. دست به دوره آخر تا خود گردش در سرمایه
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TC۲
B۲ = (LiqB (۱ + yb)

T−t − LiqB) (۳۳ .۳)

باید و نیست کافͬ هزینەها پرداخت برای خریدار گردش در سرمایه شده، تعریف مدل در مالͬ: تامین هزینه
زمان تا بانکͬ بهره برابر مالͬ تامین هزینه و بپردازد مالͬ موسسات از مدت کوتاه بدهͬ طریق از را هزینەها ͬ مانده باق
است. شده فرض فروش دوره آخر برابر مسئله این در مالͬ موسسات با تسویه زمان است. مالͬ موسسه با تسویه
Lt مبلغ به وامͬ بابت مالͬ موسسه به پرداختͬ بهره مقدار هزینه این است. ۳۵ رابطه با برابر مالͬ، تامین این هزینه

است. T − t مدت به و

Lt = ((P t
R × d+ C)− LiqB) (۳۴ .۳)

TC۱
B۳ = (Lt × (۱ + rb)

T−t − Lt) (۳۵ .۳)

درآمدهای و خریدار هزینەهای به توجه با زمان واحد در خریدار سود متوسط زمان: واحد در خریدار سود متوسط
با: است برابر آن

πb =
۱
T
( RB −

(
TC۲

B۱ + TC۲
B۲ + TC۱

B۳
)
) (۳۶ .۳)

است: ۳۷ رابطه برابر t به نسبت خریدار سود تابع مشتق خریدار: مدل بهینەسازی

∂

∂t
(πb) =

−dPRdis+ liqb (۱ + yb)
T−t ln (۱ + yb)− dPRdis ((۱ + rb)

T−t − ۱)
T

+
(PR (۱ − (T − t)dis) d+ C − liqb) (۱ + rb)

T−t + liqb (۱ + yb)
t (۱ + rb)

T−t ln (۱ + rb)

T
(۳۷ .۳)

است: ۳۸ رابطه برابر که ͬ آید م دست به تخفیف بهینه مقدار دهیم قرار صفر برابر را بالا تابع اگر

dis = − ln (۱ + rb) dPR+C × ln (۱ + rb) + liqb ln (۱ + yb)− liqb ln (۱ + rb)

PRd
(۳۸ .۳)

است: ۳۹ رابطه برابر و ͬ شود م گرفته خریدار سود تابع دوم مشتق سپس

∂۲

∂t۲ (πb) =
−liqb (۱ + yb)

T−t ln (۱ + yb)
۲ + ۲dPRdis (۱ + rb)

T−t ln (۱ + rb)

T
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− (PR (۱ − (T − t)dis) d+ C − liqb) (۱ + rb)
T−t ln (۱ + rb)

۲

T
(۳۹ .۳)

اول مشتق شود. گرفته مشتق خریدار سود تابع از باید خریدار بهینه تخفیف درصد کردن پیدا برای همچنین
است: ۴۰ رابطه برابر تخفیف درصد به نسبت خریدار سود تابع

∂

∂dis
(πb) =

−PR(−T + t)d− PR(−T + t)d((۱ + rb)− ۱)
T

(۴۰ .۳)

که ͬ آید م دست به خریدار دیدگاه از موعد از زودتر پرداخت بهینه زمان شود، داده قرار صفر برابر بالا تابع اگر
چنانچه است. صفر برابر نیز تخفیف درصد به نسبت نیز حالت این در خریدار سود تابع دوم مشتق است. صفر برابر

ͬ آید. م دست به ۴۱ رابطه شود، گرفته مشتق پرداخت زمان و تخفیف درصد به نسبت خریدار سود تابع از

(۴۱ .۳)
∂

∂t∂dis
(πb) =

−PRd− PRd((۱ + rb)
T−t − ۱) + PR(−T + t)d (۱ + rb)

T−t ln (۱ + rb)

T

است: ۴۲ رابطه برابر خریدار سود هشیین ماتریس بالا، معادلات به توجه با

B =

[
∂۲

∂t۲ (πb)
∂

∂t∂dis
(πb)

∂
∂dis∂t

(πb)
∂۲

∂dis۲ (πb)

]
(۴۲ .۳)

است: ۴۳ رابطه برابر بالا ماتریس دترمینان همچنین

(۴۳ .۳)

det(B) = −

(
−PRd− PRd((۱ + rb)

T−t − ۱) + PR(−T + t)d (۱ + rb)
T−t ln (۱ + rb)

T

)۲

است. زینͬ نقطه این است منفͬ هشین ماتریس دترمینان اینکه دلیل به حال

زمان واحد در سود متوسط توابع تحلیل ۴

باشد t۱ زمان هزینەهای از مقداری و دوره اول خرید هزینەهای اندازه به تولیدکننده گردش در سرمایه مقدار اگر
تولیدکننده سود تابع ،۱ جدول در شده ذکر عددی مقادیر به توجه با بͽیرد. وام هزینه، کمبود مقدار به باید تولیدکننده
خریدار با که داراست را سود بیشترین زمانͬ تولیدکننده حالت این در است. شده رسم ۱ شͺل در حالت این در
تولید خواسته این که است واضح نماید. دریافت تخفیف دادن بدون و دوره ابتدای در را خرید مبلغ که کند توافق

بپردازد. دوره ابتدای در را خرید مبلغ کل تخفیف بدون که ندارد لزومͬ و نیست موجه خریدار نظر از کننده
در با بͽیرد. وام مالͬ موسسات از را خود نقدینگͬ کمبود باید ندارد، کافͬ گردش در سرمایه خریدار که آنجا از
است. شده داده نشان ۲ شͺل در خریدار سود تابع ،۱ جدول در شده تعریف عددی مقادیر و موضوع این گرفتن نظر
کند. پرداخت تولیدکننده به را خرید هزینه دوره آخر در که داراست را سود بیشترین زمانͬ خریدار شͺل این اساس بر
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تولیدکننده سود تابع :۱ شͺل

باشد ممͺن مقدار بیشترین در تولیدکننده و خریدار سود که زمانͬ برای بهینه تخفیف درصد و زمان یافتن برای
درصد تغییر با و زمان متغیر اساس بر خریدار و تولیدکننده سود نمودار ͬ توان م باشد؛ صرفه به طرف دو هر برای و
خریدار و تولیدکننده گردش در سرمایه بازده نرخ ͷنزدی باید تخفیف درصد است بدیهͬ کرد. ترسیم تخفیف
شͺل در تخفیف درصد مختلف مقادیر برای ۶۲ تا صفر از زمانͬ بازه در تولیدکننده سود ͬ های منحن شود. انتخاب

است. شده ترسیم ۳
ترسیم ۴ شͺل در تخفیف مختلف مقادیر برای ۶۲ تا صفر زمانͬ بازده در حالت این در خریدار سود ͬ های منحن

است. شده انتخاب گردش در سرمایه روزانه بازده نرخ به ͷنزدی مقادیر این و است شده
کاملا نمودار رفتار تخفیف درصد اندک تغییر با که ͬ دهد م نشان تولیدکننده و خریدار شده ترسیم نمودارهای
دارد وجود شرایطͬ آیا که است این سوال حال است. تخفیف درصد به مدل حساسیت دهنده نشان که ͬ کند م تغییر
باشد؟ داشته دوره انتهای زمان از زودتر پرداخت خود، بیشینه سود حفظ و تخفیف گرفتن با شود حاضر خریدار که

ͬ شود. م پرداخته موضوع این بررسͬ به ادامه در
روزانه بازده نرخ و rs = ۰٫۰۰۵۳ مدت کوتاه بدهͬ روزانه بهره نرخ با و t = T = ۶۲ زمان در تولیدکننده اگر
برابر تولیدکننده سود بیشترین کند، دریافت خریدار از را پول تولیدکننده، برای ys = ۰٫۰۰۳۶۵ گردش در سرمایه
ͬ کند، م برطرف مدت کوتاه بدهͬ طریق از را خود نقدینگͬ کمبود ͬ تواند م تولیدکننده حالت این در است. ۷۸۱۵۹۸
نرخ و کند دریافت t = ۰ زمان در را پول اگر پس شود؛ کمتر ͬ دهد نم تخفیف که زمانͬ از سودش نباید بنابراین
تولیدکننده سود تا باشد dis ≤ ۰٫۰۰۳۲۶ محدوده در باید تخفیف درصد شود، فرض ثابت تولیدکننده بانکͬ بهره

.(۵ (شͺل نشود کمتر T = ۶۲ زمان در تولیدکننده بهینه سود مقدار از
خریدار سود بیشترین کند، پرداخت تولیدکننده به را پول dis = ۰٫۰۰۳۲۶ با t = T = ۶۲ زمان در خریدار اگر
کوتاه بدهͬ روزانه بهره نرخ ازای به خریدار سود تابع dis = ۰٫۰۰۳۲۶ با t = ۰ زمان در است. ۱۱۲۹۰۳ با برابر
ͬ تواند م rb و yb آستانه از کمتر مقادیر در است. شده داده نشان yb گردش در سرمایه روزانه بهره نرخ و rb مدت

.(۶ (شͺل ͬ گیرد م صورت طرفین بین توافق که دارد وجود شرایطͬ بنابراین باشد. مثبت تابع این
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خریدار سود تابع :۲ شͺل

تخفیف درصد مختلف مقادیر با تولیدکننده سود تابع :۳ شͺل

نتیجەگیری و جمع بندی ۵

حل برای که است نقدینگͬ کمبود تامین زنجیره اعضای مشͺلات از ͬͺی امروز دنیای بر حاکم شرایط به توجه با
پرداخت زمان و تخفیف نرخ تعیین تحقیق، این مسئله هدف است. آمده وجود به مالͬ تامین روش های مسئله این
با تولیدکننده و خریدار مدل این در شود. بهینه تولیدکننده و خریدار سود که طوری به است، خریدار هنگام زود
شده مدل هزینەهایشان و درآمدها توجه با خریدار و تولیدکننده سود هستند. رو به رو گردش در سرمایه محدودیت
دوره، ابتدای در خریدار و است کلͬ تحفیف دارای هنگام زود پرداخت صورت در فروشͬ عمده قیمت است.
ماتریس دترمینان بودن منفͬ دلیل به است. شده گرفته نظر در بی نهایت برنامەریزی افق و ͬ کند م گذاری سفارش
زود پرداخت زمان و تخفیف نرخ متغیر دو اساس بر تولیدکننده و خریدار سود توابع خریدار، و تولیدکننده هشین
شود انتخاب روزانه بهره نرخ به ͷنزدی نرخͬ باید تخفیف نرخ است. زینͬ نقطه دارای تولیدکننده به خریدار هنگام

باشد. سودآور تولیدکننده برای هم خریدار برای هم تا
ͬ دهد م نشان کننده تولید به خریدار هنگام زود پرداخت زمان و تخفیف نرخ اساس بر خریدار سود تابع بررسͬ
تولیدکننده به را پول دوره آخر و کند دریافت را تخفیف خریدار که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ خریدار سود بیشترین
تولیدکننده سود تابع بررسͬ گرفت. نخواهد صورت توافقͬ کننده، تولید زیان دلیل به حالت این در که کند پرداخت
زمانͬ تولیدکننده سود بیشترین ͬ دهد م نشان تولیدکننده به خریدار هنگام زود پرداخت زمان و تخفیف نرخ اساس بر
دلیل به که کند دریافت دوره ابتدای در را خریدار پول و ندهد خریدار به تخفیفͬ هیچ تولیدکننده که ͬ افتد م اتفاق
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تخفیف درصد مختلف مقادیر با خریدار سود تابع :۴ شͺل

دوره اول در dis حسب بر تولیدکننده سود تابع :۵ شͺل

سود توابع تخفیف، مختلف درصدهای اساس بر است. ناممͺن اتفاق این دادن رخ واقعͬ دنیای در خریدار ضرر
رفتار متفاوت تخفیف نرخ های ازای به شد مشاهده و شد رسم پرداخت توافق زمان حسب بر خریدار و تولیدکننده
از مختلفͬ محدودەهای خریدار، و تولیدکننده بین توافق امͺان بررسͬ منظور به است. متفاوت سود نمودارهای
در سود مساوی یا بیشتر تولیدکننده سود تخفیف، مناسب محدوده تعیین برای همچنین شد. بررسͬ تخفیف درصد
سرمایەگذاری از حاصل سود نرخ و مالͬ تامین بهره نرخ محدوده شد. داده قرار ندهد تخفیف تولیدکننده که حالتͬ
بͺارگیری با که دارد وجود شرایطͬ که شد داده نشان نهایی نتایج اساس بر شد. تحلیل شده تعیین محدوده در خریدار
به را آنها و داد بهبود تامین زنجیره در همزمان طور به را تولیدکننده و خریدار سود ͬ توان م پویا تخفیف مͺانیزم

رساند. توافق

تصادفͬ، تقاضای قیمت، به وابسته تقاضای مثل تقاضا مختلف انواع ترکیب ͬ شود م پیشنهاد آتͬ تحقیقات برای
استفاده مسأله مدل سازی در موجودی سطح به وابسته تقاضای و زمان به وابسته تقاضای تورم، به وابسته تقاضای
کرد. استفاده مدل واقعͬ شرایط با انطباق و بودن کاربردی تر برای ترکیبی تقاضاهای توابع از ͬ توان م همچنین شود.
بخش در است. مدل در خردەفروشͬ در تخفیف گرفتن نظر در و جزئͬ تخفیف مدل های از استفاده دیͽر پیشنهاد
مدل در موجودی کمبود ͬ توان م آتͬ تحقیقات در بنابراین نبود؛ مجاز موجودی کمبود مقاله این مسأله مدل سازی
شده گرفته نظر در خریدار ͷی و کننده تولید ͷی با سطحͬ دو تحقیق این در زنجیره سطوح تعداد گرفت. نظر در

گرفت. نظر در خریدار چند یا کننده تولید چند با سطحͬ سه تامین زنجیره ͬ توان م آتͬ تحقیقات در است.
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rb و yb حسب بر ۱ حالت در خریدار سود تابع :۶ شͺل
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