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Abstract: A hyperbolic soliton is a pseudo-Riemannian manifold (M, g)with a vector fieldX ∈ X(M)

and scalars µ and λ, satisfies the equation:

Ric+ λLXg +
1

2
LX(LXg) = µg.

The vector fieldX is called a potential vector field for this hyperbolic soliton. In this paper, we introduce
a new geometric vector field which, besides being related to the geometry of the manifold under study, is
also connected to the concept of a relativistic fluid when considered as a potential field for a hyperbolic
soliton. Consequently, this structure relates the geometry of spacetime to the wave properties of pseudo-
Riemannian metrics. Finally, we explore other applications of this structure in spacetime manifolds.
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ریاضͬ پژوهش های

۳۰–۱۸ ص ،۳ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

عام نسبیت در آن کاربرد و جدید هندسͬ برداری میدان ͷی

(۳) اعظمͬ شاهرود و (۲) شمخالͬ ،فرزانه ۱ (۱) رامندی فصیحͬ قدرت اله

ایران قزوین، خمینͬ، امام بین المللͬ دانشͽاه پایه، دانشͺدۀعلوم محض، ریاضͬ گروه (۱),(۲),(۳)

۱۴۰۴̸۹̸۲۶ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۸̸۲۵ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳̸۷̸۱۴ دریافت: تاريخ

چͺیده:
X ∈ X (M) برداری میدان ͷی همراه به (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی هذلولوی سالیتون ͷی
ͬ کند. م صدق Ric + λLXg +

۱
۲
LX (LXg) = µg تساوی در که است λ و µ اسͺالرهای و

میدان ͷی مقاله، این در گویند. هذلولوی سالیتون این برای پتانسیل میدان ͷی را X برداری میدان
مطالعه مورد منیفلد هندسه با ارتباط در آنکه بر علاوه که ͬ کنیم م معرفͬ جدید هندسͬ برداری
مفهوم به شود گرفته نظر در هذلولوی سالیتون ͷی برای پتانسیل میدان ͷی عنوان به هرگاه است،
را شبه⁃ریمانͬ مترهای موجͬ خواص و فضا⁃زمان هندسه بنابراین، و شده مرتبط نسبیتͬ سیال
جستجو فضا⁃زمان منیفلدهای در را ساختار این دیͽر کاربردهای نهایتا، ͬ سازد. م مربوط هم به

ͬ کنیم. م

هندسͬ. برداری میدان های عام، نسبیت هذلولوی، سالیتون های کليدي: واژەهاي

53Bxx; 22Exx. ریاضͬ: ردهبندی

مقدمه ۱

تبدیل کامل نظری ساختمان ͷی به ͷکلاسی ͷفیزی که ͬ رسید م نظر به بیستم، قرن ابتدای و نوزدهم قرن اواخر در
قوانین آنکه برای کنند. پیش بینͬ و محاسبه مناسبی دقت با را طبیعت در پدیده هر ͬ توانند م فیزیͷ دانان و است شده
از هامیلتونͬ و لاگرانژی فرمالیسم علاوه به و بود شده کشف آماری ͷانیͺم و حرارت الͺترومغناطیس، ،ͷانیͺم
که ،ͷفیزی علم تاریخ از نقطه این در دقیقا اما، بود. ساخته مهیا را پیچیدەتر سیستم های بررسͬ توانایی ،ͷانیͺم
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۳۰−۱۸ صفحه ۳ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و رامندی فصیحͬ ۲۰

تا گرفته فنͬ دقیق آلات ابزار از صنعتͬ، و طبیعͬ پدیدەهای از وسیعͬ طیف ͬ تواند م ͷکلاسی ͷفیزی ͬ شد م گمان
نسبیت نظریه آن شالوده که شد مدرن ͷفیزی آغازین نقطه کند، توصیف دقت به را شمسͬ منظومه در کرات حرکات
داد. دست به آن کار و ساز و جهان به نسبت عمیقͬ و جدید درک مدرن، ͷفیزی است. کوانتومͬ ͷانیͺم نظریه و
توانایی عدم علاوه، به دارند طبیعتͬ چه خود شͺل بنیادی ترین در ذرات یعنͬ چیست؟ مواد سرشت اینکه از پرسش
نظایر و ͷتریͺفوتوال اثر کامپتون، اثر سیاه، جسم تابش مانند ،ͬͺفیزی پدیدەهای برخͬ توصیف از ͷکلاسی ͷفیزی
ایجاد متفاوت زبان حتͬ و جدید کلͬ طور به مفاهیم باید ͷوپیͺروسͺمی جهان به ورود برای که کرد مشخص آن،
.[۱۴] است مدرن ͷفیزی جنبەهای از ͬͺی که شد متولد بیستم قرن اوایل در کوانتومͬ ͷانیͺم ترتیب، بدین و کرد

ͬ داریم. م معطوف نسبیت نظریه روی را خود تمرکز و کرده چشم پوشͬ کوانتومͬ اثرات از ما مقاله این در

الͺترومغناطیسͬ موج ͷی عنوان به نور طبیعت به فیزیͷ دانان الͺترومغناطیس، قوانین کشف با دیͽر سوی از
آزمایش و باشد ثابت باید جهات همه در نور سرعت که ͬ کردند م پیش بینͬ اولا قوانین این یافتند. علم بیش تر
تبدیلات تحت الͺترومغناطیس قوانین طرفͬ از .[۱۸] داد نشان را پیش بینͬ این صحت نیز مایͺلسون⁃مورلͬ
جمع قانون نور، سرعت بودن ثابت ͬ ماندند. م باقͬ پایا لورنتزی تبدیلات تحت واقع، در و نبودند پایا گالیلەای
نیوتن قوانین به نسبت گالیلەای، تبدیلات تحت ماکسول قوانین نبودن پایا و ͬ ریخت م هم به را نسبی سرعت های
داده نشان مایͺلسون⁃مورلͬ آزمایش با آن ͬ های پیش بین و الͺترومغناطیس قوانین صحت زیرا ͬ کرد، م ایجاد ͷش

بود. شده
اینشتین داد. ارائه ناسازگاری ها این بر پاسخͬ و کرده تشریح را خاص۱ نسبیت نظریه ۱۹۰۵ سال در اینشتین،
نسبیت در شدەاند. درهم تنیده فضا⁃زمان مفهوم ͷی تحت واقع در و نیستند جدا هم از زمان و فضا که داد نشان
قوانین باشد، گوناگون ͬ تواند م مختلف، ناظرهای برای زمان درک و نیست مطلق امری زمان که شد معلوم خاص
مشهور فرمول و طول انقباض زمان، اتساع گردد. تعدیل باید نیوتنͬ ͷانیͺم قوانین و بوده صحیح الͺترومغناطیس

.[۲۰] بود خاص نسبیت نظریه نتایج از است، انرژی و جرم یͺسان ͬͺفیزی ماهیت بیانگر که E = mc۲

و نیوتن قوانین کردن همسو در که بسیاری موفقیت های با و داشت که توجهͬ جالب نتایج با خاص، نسبیت
و بوده آنͬ نیوتنͬ جاذبه انتشار زیرا ͬ خورد. برم مشͺل به نیوتنͬ جاذبه یا گرانش با ارتباط در داشت، الͺترومغناطیس
ریاضͬ (ساختار ͬͺمینکوفس فضا⁃زمان در واقع، در نداشت، سازگاری خاص نسبیت نظریه ریاضͬ ساختار با این
این نیوتنͬ جاذبه ورود با حالیͺه در باشند داشته علیتͬ تاثیر هم بر ͬ توانند نم فضاگونه رویدادهای خاص) نسبیت
ارتباط در انحنا مفهوم با را جاذبه مفهوم اینشتین، ͬ شد. م گسترده باید فضا⁃زمان تمام در و آنͬ صورت به تاثیر
نمود. ارائه ۱۹۱۴ سال به را است لورنتزی بعدی چهار منیفلد ͷی که عام نسبیت نظریه هندسͬ ساختار و دانست

پیشنهادی راهͺارهای ͬ کنیم. م یادآوری را نظریه این محدودیت های و نسبیت نظریه ریاضͬ ساختار ابتدا مقاله، این در
مفهوم چارچوب در فضا⁃زمان از هندسͬ مدل سازی ͷی به نهایتا و کرده مرور را محدودیت ها این از عبور جهت

پرداخت. خواهیم هذلولوی سالیتون های

عام نسبیت نظریه هندسͬ ساختار ۲

به عام، نسبیت نظریه کند. توصیف را طبیعت تمام ͬ تواند م که نیست مدعͬ حاضر حال در ͬͺفیزی نظریه هیچ
حضور الͺترومغناطیس نیروی و گرانش نیروی یعنͬ طبیعت در اساسͬ نیروی دو آن در که ͬ پردازد م جهانͬ توصیف
نسبیت نظریه ریاضͬ چارچوب تشریح به بخش این در ͬ کند. م چشم پوشͬ پدیدەها کوانتومͬ اثرات از و دارند

ͬ کنیم. م یادآوری را عام نسبیت ریاضͬ ساختار نهایتا و کرده شروع ͬͺمینکوفس فضای هندسه از ͬ پردازیم. م
1special relativity



۲۱ عام نسبیت در آن کاربرد و جدید هندسͬ برداری میدان ͷی

ͬͺمینکوفس فضای ۱ .۲

این مطالب ͬ دهیم، م شرح را است ͬͺمینکوفس فضای همان که خاص نسبیت نظریه ریاضͬ ساختار بخش این در
است. شده برداشت [۱۹] از و بوده راست سر بخش

زیر خاصیت در که متقارن و ⟨., .⟩ : V × V → R خطͬ دو نگاشت ͷی همراه به را V حقیقͬ برداری فضای
گویند. داخل۱ͬ شبه⁃ضرب فضای ͷی ͬ کند، م صدق ناتبهͽونͬ خاصیت به موسوم

(
∀x ∈ V (∀y ∈ V, ⟨x, y⟩ = ۰)

)
⇒ x = ۰.

ضرب برداری فضای ͷی در ͬ دهند. م نمایش (V, ⟨., .⟩) زوج با را داخلͬ شبه⁃ضرب فضای ͷی معمولا
هرگاه گویند یͺەای متعامد پایه ͷی را B = {e۱, · · · , en} مرتب پایه (V, ⟨., .⟩) داخلͬ

⟨ei, ej⟩ = ±δij,

تعداد یͺەای متعامد پایه هر در و داخلͬ شبه⁃ضرب فضای ͷی در است. کرونکر دلتای همان، δij آن در که
است −۱ خودشان در آن ها ضرب که بردارهایی تعداد و است ۱ برابر خودشان در آن ها ضرب که پایه از بردارهایی
(r, s) نشان یا اندیس از را داخلͬ شبه⁃ضرب باشد، s و r برابر ترتیب به تعداد این اگر و است ثابت همواره
نشان اگر ͬ گوییم. م لورنتزی ضرب را (n−۱, ۱) نشان از n⁃بعدی برداری فضای روی داخلͬ شبه⁃ضرب گوئیم.
ضرب ͷی را آن و ͬ شود م فروکاسته معین⁃مثبت داخلͬ ضرب آشنای مفهوم به باشد، (n, ۰) داخلͬ شبه⁃ضرب

گوییم. داخلͬ
آن روی لورنتزی ضرب ͷی همراه به روی که M حقیقͬ برداری فضای ͷی

⟨(a, b, c, d), (x, y, z, w)⟩ = ax+ by + cz − dw,

جهان که از یͺەای متعامد پایه ͷی گوییم. رویداد ͷی M عناصر از ͷی هر به ͬ گوییم. م ͬͺمینکوفس فضای را
نیست معین⁃مثبت ،M روی لورنتزی ضرب  چون گوییم. مرجع چارچوب ͷی را ͬ کند م مختصاتͬ را رویدادها
که دید ͬ توان م گویند. نور⁃گونه را برداری چنین ،⟨u, u⟩ = ۰ که است موجود u مانند ناصفری بردار بنابراین،
ͷی را زیر مجموعه ،x۰ ∈ M نقطه هر در است. M از ۱⁃بعدی فضای زیر ͷی نورگونه بردارهای تمام مجموعه

گویند. x۰ در نوری مخروط

CN(x۰) = {x ∈ M| ⟨x− x۰, x− x۰⟩ = ۰}.

.⟨u, u⟩ > ۰ هرگاه گویند فضا⁃گونه و ⟨u, u⟩ < ۰ هرگاه گویند زمان⁃ گونه را M در u بردار ͷی همچنین،
توانسته و است گرفته نظر در خود خاص نسبیت نظریه برای اینشتین که است ریاضͬ چارچوب ،ͬͺمینکوفس فضای
رویدادهایی که ͬ شود م ثابت چارچوب این در اما، کند. همسو الͺترومغناطیس با و تعدیل را ͷکلاسی ͷانیͺم است
و تقدم رویداد ها، این برای زیرا باشند. داشته هم بر علیتͬ تاثیر ͬ توانند نم است فضا⁃گونه آن ها جابجابی بردار که
وارد را نیوتنͬ جاذبه مفهوم نتوان خاص نسبیت ساختار در که ͬ شود م باعث امر همین ندارد. معنایی زمانͬ تاخر
فضای ͷی ،ͬͺمینکوفس فضا⁃زمان نیست. وابسته رویدادها نوع به و است آنͬ نیوتنͬ، جاذبه انتشار اینکه برای کرد،
کند استفاده منیفلدهایی از باید و باشد ارتباط در انحنا مفهوم با باید گرانش که، زد حدس اینشتین پس است، تخت
ساختار و باشد) ͬͺمینکوفس برداری فضای ͷی منیفلد، نقطه هر در مماس (فضای دارند ͬͺمینکوفس تقریب که

1semi-inner product



۳۰−۱۸ صفحه ۳ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ همͺاران و رامندی فصیحͬ ۲۲

کرد. تشریح ۱۹۱۴ سال در را عام نسبیت

عام نسبیت هندسͬ ساختار ۲ .۲

ͬ کنیم، م فهرست هستند نیاز مورد مقاله این ادامه در که را نسبیت نظریه هندسͬ ساختار از مفاهیمͬ بخش، این در
کرد. رجوع [۲۱] به ͬ توان م بخش این مطالب حول دقیق تر و بیش تر اطلاعات برای

طوری که است M روی g تانسوری ۲⁃میدان ͷی و M هموار منیفلد ͷی ،(M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی از منظور
،p ∈ M هر برای

gp : TpM × TpM → R

آنگاه باشد لورنتزی ضرب ͷی ،gp داخلͬ شبه⁃ضرب ، p هر برای اگر باشد. TpM روی داخلͬ شبه⁃ضری ͷی
که باشد موجود Z ∈ X (M) برداری میدان اگر لورنتزی منیفلد ͷی در گوییم. لورنتزی منیفلد ͷی را (M, g)

گوییم. زمانͬ جهت پذیر را منیفلد باشد، زمان⁃گونه Zp بردار ،p هر برای
گویند. فضا⁃زمان منیفلد ͷی است، نیز زمانͬ جهت پذیر که (M, g) بعدی چهار لورنتزی جهت پذیر منیفلد ͷی به

کرد. استفاده آن از عام نسبیت نظریه بیان برای اینشتین که است ریاضͬ ساختار همان دقیقا این
متر توصیف برای اینشتین ͬ کند، م ایجاد را لورنتزی متر فضا⁃زمان در جرم پس، است متر به وابسته مفهومͬ انحنا
اندازه بͽیریم، نظر در پیوستار صورت به را ماده هرگاه، آمیخت. هم در را ͬͺفیزی و هندسͬ مفاهیم جرم، روی از
به موسوم که کرد ایجاد متقارن تانسوری ۲⁃میدان ͷی ͬ توان م آن روی از و بود خواهد برداری میدان ͷی حرکت،

شد ارائه زیر شͺل به اینشتین معادله نهایتا است. T تکانه⁃انرژی تانسور

Ric− ۱
۲
Rg = T,

حرکت مسیر نیز متر و ͬ کند م مشخص را ͷمتری نیز ماده و ͬ دهد م نشان را ماده وضعیت بالا، معادله راست طرف
داد. خواهد دست به را سیستم ͷدینامی یا

ͬ شود م داده زیر صورت به کامل سیال ͷی تکانه⁃انرژی۱ تانسور مثال، عنوان به

T (X,Y ) = ρg(X,Y ) + (σ + ρ)η(X)η(Y ),

متر g همچنین، است. همسان گرد فشار نشان دهنده ρ و M منیفلد روی برداری میدان های Y و X آن، در که
در که است ξ کامل سیال این سرعت برداری میدان به وابسته یͷ⁃فرم η و انرژی چͽالͬ σ فضا⁃زمان، لورنتزی
زیر شͺل به نسبیتͬ)، (سیال کامل سیال این برای اینشتین معادله بنابراین، ͬ کند. م صدق g(ξ, ξ) = −۱ شرط

است

Ric− ۱
۲
Rg = (ρ+ Λ)g + (σ + ρ)η ⊗ η, (۱ .۲)

است. کیهان۲ͬ ثابت Λ آن، در که

ساختار در ابتدا از و است ͬͺفیزی مفهوم ͷی تانسور⁃تکانه⁃انرژی مفهوم ͬ شود، م مشاهده که همان طور
و جرم ͬ توان م چطور که آمد پیش طبیعͬ طور به پرسش این اینشتین، حیات زمان در ندارد. وجود نسبیت هندسͬ

1eneregy-momentum tensor
2cosmological constant
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هندسͬ ساختار در ابتدا از را ͬ شود م نسبیت ساختار وارد تکانه⁃انرژی تانسور مفهوم تحت که را الͺترومغناطیس
اینشتین، گویند. الͺترومغناطیس) و گرانش وحدت (یا الͺترومغناطیس و جرم ͬ سازی هندس را مسئله این آورد،
بلͺه ͬ کند م ارائه ͬͺفیزی مفاهیم سایر و جرم ماهیت از جامعͬ تصویر تنها نه مناسب ͬ سازی هندس ͷی بود معتقد

کند. ارائه کوانتومͬ دنیای رمزآلود و پیچیده ͬ های ویژگ بر پاسخͬ ͬ تواند م
که (همانطور نیروها سایر و جاذبه وحدت همچنین و الͺترومغناطیس و جاذبه وحدت برای زیادی تلاش های
عنوان به را نسبیت ساختار تلاش ها این بیشترین در .[۱۳] است شده ارائه ͬ کنند) م پیشنهاد یانگ⁃میلز معادلات
مفاهیم دیͽر تعریف برای بیش تری عمل آزادی هندسͬ، دیͽر مفاهیم گسترش با دارند سعͬ و گرفته نظر در پایه ابزار
همچنین و ۱۹۲۸ (اینفلد نامتقارن مترهای ،(۱۹۲۱ (اددینگتون کلͬ آفین التصاق های از استفاده کنند. ایجاد ͬͺفیزی
در و [۱۱ ،۱۰ ،۷ ،۶] لͬ الجبروئیدهای یانگ⁃میلز)، (نظریه اصلͬ التصاق های و کلاف ها مفهوم از استفاده ،([۱]
بعد، بخش در هستند. تلاش ها این از نمونەهایی (۱۹۳۱ مایر و (اینشتین فضا⁃زمان در اضافͬ بعد های گرفتن نظر
ساختارهای نیز هندسͬ شارهای خود⁃متشابه جواب های که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م بیان را هندسͬ شارهای مفهوم

ͬ کنند. م پیشنهاد را فضا⁃زمان از ͬ تر غن

هندسͬ شارهای بر ای مقدمه ۳

این ͷکم به پرلمان آن از پس و [۱۶] شد معرفͬ ۱۹۸۲ سال در هامیلتون توسط بار اولین ریچ۱ͬ، شار مفهوم
نظری ͷفیزی و دیفرانسیل هندسه در وسیعͬ کاربرد ریچͬ شار کرد. اثبات را تورستن ͬ سازی هندس حدس مفهوم
باشد آن روی g(t) ریمانͬ مترهای از خانوادەای g(t) و باشد ریمانͬ منیفلد ͷی (M, g۰) کنید فرض است. یافته

ͬ کنند م صدق زیر معادله در که

∂

∂t
g(t) = −۲Ric, g(۰) = g۰, (۱ .۳)

واقع در است، مشهور ریچͬ شار به که معادله این است. g(t) متر به وابسته ریچͬ انحنای تانسور Ric آن در که
را ریمانͬ منیفلد ͷی روی ریمانͬ مترهای گرمایی طبیعت بنابراین، و است ریمانͬ مترهای یرای گرما معادله شبیه
اولیه، متر g۰ هرگاه است. یͺتا جواب دارای کوتاه زمان مدت در معادلە، این که است شده ثابت ͬ کند. م بررسͬ
روی اینشتین مترهای یافتن برای طبیعͬ راه ͷی پس، ماند. خواهد باقͬ اینشتین ریچͬ شار امتداد در باشد، اینشتین
ساختار در شده تعریف مفاهیم که باشد کاندیدایی ͬ تواند م معادله این و است هندسͬ شار این بررسͬ منیفلد ͷی
سازد. مرتفع را الͺترومغناطیس یا جرم سازی هندسͬ در آن محدودیت های و داده گسترش را نسبیت نظریه هندسͬ
.[۱۵] هستند سالیتون ها۳ یا خود⁃متشابه۲ جواب های شد، متصور ͬ توان م ریچͬ شار برای که جواب هایی سادەترین

هرگاه گوییم ریچͬ سالیتون ͷی را µ اسͺالر ͷی و X برداری میدان ͷی همراه به (M, g) ریمانͬ منیفلد ͷی

Ric +
۱
۲
LXg = µg. (۲ .۳)

که کنید دقت باشد. µ = ۰ یا و µ < ۰ ،µ > ۰ ترتیب به هرگاه گوییم پایا یا کاهشͬ افزایشͬ، را ریچͬ سالیتون
اینشتین منیفلدهای تعمیم ریچͬ سالیتون های بنابراین شد، خواهد اینشتین منیفلد ͷی (M, g) آنگاه X = ۰ اگر

هستند.

1Ricci flow
2self-similar solutions
3solitons
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از تعمیم هایی است، داشته منیفلدها هندسͬ آنالیز در ریچͬ، سالیتون تبع به و ریچͬ شار که کارایی هایی به توجه با
منیفلد ͷی .[۹] کردەاند تعریف را ریچͬ η⁃سالیتون مفهوم کیمورا، و چو مثال، برای است. شده انجام مفهوم این
موجود µ و α اسͺالرهای و X برداری میدان هرگاه ͬ شود م گفته ریچͬ η⁃سالیتون ساختار دارای شبه⁃ریمانͬ

کنند برقرار را زیر معادله که باشند

LXg + ۲Ric + ۲αη ⊗ η = ۲µg,

اینشتین میدان معادله شبیه بالا، معادله که ͬ شود م مشاهده است. X برداری میدان به وابسته یͷ⁃فرم η آن در که
است. نسبیتͬ سیال برای

نتایجͬ و شده تعریف نیز فینسلری فضاهای و سایا منیفلدهای مانند هندسه، شاخەهای سایر در ریچͬ شار همچنین،
.[۸ ،۳ ،۲] است کرده ایجاد را

بررسͬ کوتاه زمان در آن جواب  یͺتایی و وجود و شده تعریف نیز در ریمانͬ مترهای برای هذلولوی، شار طرفͬ از
است (M, g۰) ریمانͬ منیفلد ͷی مترهای برای زیر شͺل به تحولͬ معادله ͷی هذلولوی، شار .[۱۷] است شده

∂۲g

∂t۲
= −۲Ric, g(۰) = g۰,

∂g

∂t
= s,

و است M روی مترهای برای موج انتشار معادله شبیه هندسͬ، شار این است. متقارن ۲⁃تانسور ͷی s آن در که
میدهد. قرار بررسͬ مورد را منیفلد ͷی روی ریمانͬ مترهای موج گونه طبیعت بنابراین،

این خود⁃متشابه جواب های بررسͬ با را هذلولوی سالیتون مفهوم مشترک کار ͷی در مقاله، این مولفان از ͬͺی
میدان ͷی همراه به (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی هذلولوی سالیتون ͷی .[۱۲] است کرده تعریف هندسͬ شار

تساوی در که است λ و µ اسͺالرهای و X ∈ X (M) برداری

Ric + λLXg +
۱
۲
LX (LXg) = µg,

ͬ شود. م فروکاسته ریچͬ سالیتون ͷی به هذلولوی، سالیتون آنگاه ،LX (LXg) = ۰ و λ =
۱
۲

اگر ͬ کند. م صدق
در را ما ابزار و هستند اینشتین منیفلدهای از تعمیمͬ بنابراین و ریچͬ سالیتون تعمیم هذلولوی، سالیتون های پس،
ارتباط در λ علامت معادله، این در ͬ کند. م فراهم ͬͺفیزی مفاهیم سایر ͬ سازی، هندس جهت فضا⁃زمان منیفلدهای
یا افزایشͬ این شدت و نرخ µ علامت همچنین، است. هذلولوی سالیتون بودن پایا یا و کاهشͬ افزایشͬ، مفهوم با

ͬ دهد. م نشان را بودن کاهشͬ

جدید هندسͬ برداری میدان ͷی ۴

ساختار دو این بین هرگاه هستند. دیفرانسیل هندسه در مستقلͬ مفاهیم شبه⁃ریمانͬ مترهای و برداری میدان های
جدیدی مفاهیم و شد خواهند مرتبط هم به ساختار دو این هندسه کنیم، مطالبه را خاصͬ سازگاری شرایط مجزا
برداری میدان های را ͬ شود م استفاده متر ساختار از آن ها تعریف در که برداری میدان های کرد. خواهند ایجاد را
برداری میدان های از مثال هایی تصویری میدان های و همدیس میدان های کیلینگ، برداری میدان های گویند. هندسͬ

هستند. هندسͬ
کیلینگ برداری میدان ͷی را X ∈ X (M) برداری میدان ͷی (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی در مثال، عنوان به
اگر است کیلینگ میدان ͷی (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی روی X برداری میدان .LXg = ۰ هرگاه گوییم
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یعنͬ باشند (M, g) از ایزومتری هایی ،{ϕt}t آن موضعͬ دیفئومورفیسم های از یͷ⁃پارامتری گروه اگر تنها و
فضا⁃زمان منفلد ͷی (M, g) اگر بود. خواهد پایا متر تانسور ،X انتگرال خم های امتداد در بنابراین، .ϕ∗

t (g) = g

برای ͷفیزی قوانین یعنͬ ͬ دهد، م نشان را فضا⁃زمان این تقارن های واقع، در X کیلینگ برداری میدان ͷی باشد،
بود. خواهد شͺل ͷی به هستند X انتگرال خمهای امتداد در که ناظرهایی

شرط با که است هندسͬ برداری میدان ͷی (M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی در X همدیس برداری میدان همچنین،
میدان باشد، ثابت تابعͬ f هرگاه است. هموار تابع ͷی f ∈ C∞(M) آن در که ͬ شود، م تعریف LXg = fg

ͬ های ویژگ گویند. ͷهموتوتی غیر برداری میدان را آن باشد ثابت غیر f تابع هرگاه و ͷهموتوتی را همدیس برداری
در سرتاسری همدیس میدان های وجود که است شده داده نشان و است شده بررسͬ همدیس میدان های هندسͬ

ͬ دهد. م بدست منیفلد در خاصͬ صلبیت نتایج شبه⁃ریمانͬ منیفلدهای
برداری میدان ͷی است. شده تعریف شبه⁃ریمانͬ منیفلدهای چارچوب در نیز دو⁃کیلینگ برداری میدان  اخیرا،
LX (LXg) = باشیم داشته هرگاه ͬ شود م نامیده دو⁃کیلینگ ،(M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی در X ∈ X (M)

است، صفر میدان ها این شار تحت متر تانسور دوم تغییرات که ͬ شود م مشخص هندسͬ میدان این تعریف از .۰
آنگاه باشد میدانͬ چنین موضعͬ شار {ϕt}t اگر واقع در

d۲

dt۲
ϕ∗
t (g) = ۰.

گوییم نامیده هم⁃کیلینگ۱ ،(M, g) شبه⁃ریمانͬ منیفلد ͷی در X ∈ X (M) برداری میدان ͷی .۱ .۴ تعریف
.LX (LXg) = αX♭ ⊗X♭ باشیم داشته α حقیقͬ اسͺالر ͷی برای هرگاه

این بنابراین کردەایم، استفاده موسیقیایی یͺریختͬ نگاشت های و متر تانسور از برداری میدان این تعریف در
اضافەتری شرط ساختار، این است. خود پایه منیفلد هندسه با ارتباط در و است هندسͬ برداری میدان ͷی میدان،
این بپذیرد. میدانͬ چنین شبه⁃ریمانͬ منیفلد هر که نیست طور این و ͬ طلبد م شبه⁃ریمانͬ منیفلدهای روی را
فضای تشͺیل کیلینگ، برداری میدان های مجموعه برعکس میدان هایی چنین مجموعه و هستند خاص میدان ها
ͬ شود. م فروکاسته دو⁃کیلینگ برداری میدان مفهوم به هم⁃کیلینگ برداری میدان α = ۰ هرگاه ͬ دهد. نم برداری
این است، گرانش با ارتباط در متر تانسور اینکه به توجه با بͽیریم، نظر در فضا⁃زمان منیفلد در را میدان این هرگاه،
روی (M, g,X, λ, µ) هذلولوی سالیتون ͷی اینکه، فرض به شد. خواهد ͬͺفیزی معنای و تعابیر دارای نیز میدان

باشیم داشته زیر شͺل به فضا⁃زمان منیفلد ͷی

LX (LXg) + λLXg +Ric = µg,

ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به معادله آنگاه باشد، هم⁃کیلینگ X اگر

λLXg +Ric + αX♭ ⊗X♭ = µg,

که ͬ هایی ویژگ بخاطر نسبیتͬ سیال مدل های که، آنجا از ͬ دهد. م قرار نسبیتͬ سیال مفهوم با ارتباط در را X که
هم⁃کیلینگ برداری میدان های بنابراین، ͬ روند، م کار به همسانگرد جهان ͷی تشریح برای مدل هایی عنوان به دارند

ͬ کنند. م مرتبط مترها موج گونه ͬ های ویژگ با را جهان هندسه هذلولوی، سالیتون های برای پتانسیل عنوان به
هم⁃کیلینگ میدان های با ارتباط در بیش تر کمͬ و کرده توقف اینجا است بهتر بپردازیم، مباحث ادامه به اینکه از قبل

کنیم. صحبت
1co-Killing
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پیچیده بدیهͬ غیر جواب یافتن برای LX (LXg) = αX♭ ⊗X♭ معادله حل ،ͷی از بزرگتر بعد با منیفلدهای در
LX (LXg) = αX♭ ⊗X♭ معادله صورت، این در X♭ = f(x)dx و g = dx۲ کنیم فرض ،ͷی بعد در است.

ͬ شود م تبدیل زیر معادله به
۲f(x)f ′′(x) + ۴f ′(x)۲ − αf ۲(x) = ۰,

ͬ آوریم م دست به معادله طرفین در ۳
۲
f(x) عبارت کردن ضرب با که

(
f(x)۳

)′′ − ۳
۲
αf(x)۳ = ۰,

اگر ͬ که حال در است sinh ax و cosh ax توابع از خطͬ ترکیب f(x)۳ آنگاه α =
۲
۳
a۲ > ۰ اگر بنابراین،

بود. خواهد sin ax و cos ax از خطͬ ترکیبی f(x)۳ آنگاه ،α =
۲
۳
a۲ < ۰

منیفلدهای حالت در ͬ پذیرد. نم هم⁃کیلینگ برداری میدان لزوما شبه⁃ریمانͬ منیفلد هر گفتیم، پیش تر که همان طور
در که (g,X) زوج های مجموعه دیفئومورفیسم) تقریب (با موضعͬ مختصات در بخواهیم کنید، فرض n⁃بعدی،

ناصفر به توجه با بنویسیم. را ͬ کنند م صدق X ناصفر برداری میدان برای LX (LXg) = αX♭ ⊗ X♭ معادلەی
مجهول برای معادله صورت این در .X = ∂

∂x۱
آن در که کنیم استفاده صلب مختصات از ͬ توانیم م X بودن

زیر، اولیه شرایط با یͺتایی جواب موضعا در که ͬ شود م تبدیل دوم مرتبه معادلات دستگاه ͷی به g = gijdx
idxj

دارد.

aij(x
۲, · · · , xn) = gij(۰, x۲, · · · , xn),

bij(x
۲, · · · , xn) =

∂gij
∂x۱

(۰, x۲, · · · , xn).

X برای صلب مختصات چون، بود. خواهند وابسته متغیره n− ۱ تابع n(n+ ۱) به موضعͬ جواب های بنابراین،
خواهد وابسته متغیره n− ۱ تابع n۲ به (g,X) موضعͬ جواب های بنابراین دارد، بستگͬ متغیره n− ۱ تابع n به

ͬ شود، م مشخص متغیره n تابع ۱
۲
n(n+ ۱) با دیفئومورفیسم) تقریب (با متر ͷی کلͬ، حالت در که آنجا از بود.

میدان ͬ کند، م صدق معادله در که X برداری میدان تنها مترها، اکثریت برای و n > ۱ برای کلͬ حالت در بنابراین
است. تنک ساختار این واقع، در است. X ≡ ۰

X ناصفر میدان ͷی شرایط، آن ازای به که رویەای متر ͷی هندسͬ پایاهای روی شرایطͬ تعیین ،n = ۲ حالت در
باشد. جالبی تمرین ͬ تواند م باشیم، داشته LX (LXg) = αX♭ ⊗X♭ معادله در صادق

اصلͬ نتایج ۵

و بود شده ارائه ͷانیͺم برای هامیلتونͬ و لاگرانژی فرمالیسم نوزدهم، قرن اواخر در که کردیم بیان مقدمه، در
ͬ شود م بیان ،ͷکلاسی ͷانیͺم از لاگرانژی فرمالیسم در بود. ساخته فراهم را پیچیده سیستم های تحلیل توانایی
انرژی از پتانسیل انرژی اختلاف زمانͬ انتگرال که است خمͬ سیستم، حرکت مسیر ،ͬͺانیͺم سیستم هر در که
به موسوم دوم مرتبه معادلات از دستگاه ͷی حل به منجر که کند مینیمم را لاگرانژین) به (موسوم سیستم آن جنبشͬ
که بͽیریم نظر در q̇ و q تعمیم یافته مختصات با ͬͺفیزی سیستم ͷی اگر واقع، در ͬ شود. م اویلر⁃لاگرانژ معادلات
بحرانͬ نقاط باید بخواهیم، را آن ͷدینامی t۱ لحظه تا t۰ لحظه از و است K آن جنبشͬ انرژی و T پتانسیل انرژی



۲۷ عام نسبیت در آن کاربرد و جدید هندسͬ برداری میدان ͷی

.[۲۲] بیابیم را زیر تابعک

L(q, q̇) =
∫ t۱

t۰

L(q, q̇)dt, L(q, q̇) = T − V.

معادله به را دستگاه معادلات، روی لژاندر تبدیل با است، سخت کمͬ دوم مرتبه معادلات دستگاه از n حل چون،
.[۴] آمد وجود به نیز هامیلتونͬ فرمالیسم مفهوم و نمودند تبدیل اول مرتبه

نیروها تحلیل به نیازی آن ها در زیرا ͬ کنند م گسترده پیچیده سیستم های تحلیل برای را ما توانایی فرمالیسم ها این
از برخͬ سوی از منفͬ واکنش های ͷانیͺم از فرمول بندی این ابتدا نیست. اصلͬ امتدادهای در نیروها تجزیه و
ریاضͬ معادلات به کار و شده کم مسئله ͷفیزی کار این با که بودند معتقد آن ها زیرا، داشت همراه به را فیزیͷ دانان
در مثلا کرد. باز را خود جای نظری ͷفیزی در اساسͬ ابزار ͷی عنوان به روش، این که نکشید طولͬ اما ͬ رسد. م
نشان همچنین، ͬ آید. م دست به هامیلتونͬ فرمول بندی نظیر فرمول بندی ͷی از شرودینگر معادله کوانتومͬ، ͷانیͺم
تابعک بحرانͬ نقاط هستند اینشتین مترهای همان که Ric− ۱

۲
Rg = ۰ خلا، در اینشتین معادله که است شده داده

ͬ باشند م ͬ شوند، م تعریف زیر شͺل به که هیلبرت⁃اینشتین

L(g) =
∫
M

R(g)dVg.

سالیتون ͷی (M, g,X, λ, µ) اگر هستند. اینشتین منیفلدهای تعمیم هذلولوی، سالیتون های دیدیم که همان طور
آنگاه باشد هذلولوی

Ric + LX (LXg) + λLXg = µg,

داریم، معادله طرفین انقباض با که
R = f + λh+ nµ,

منیفلدهای در را ساختار این ͬ خواهیم م است. منیفلد بعد ،n و هستند M روی همواری توابع h و f آن، در که
بنابراین، است. ماده توزیع با ارتباط در اسͺالر انحنای مقدار فضا⁃زمان، منیفلدهای در بͽیریم. نظر در فضا⁃زمان
نظر در کیهانͬ ثابت مفهوم با ارتباط در ͬ توان م را µ و ͬ کند م پیشنهاد فضا⁃زمان در را ماده نوع دو بالا معادله
گرانشͬ اثرات فقط که مادەای معمولͬ، ماده بر علاوه برخوردەایم، ماده نوع دو این به نیز تجربه در البته، گرفت.

است. مطرح نسبیتͬ ͷفیزی در نیز است مشهور ͷتاری ماده به و دارد
روی تغییرات حساب از استفاده و است بالا شͺل به اسͺالر، انحنای آن ها، در که منیفلدهایی گرفتن، نظر در با

آورد. دست به منیفلدها این گونه در را ماده نوع دو این ماهیت ͬ توان م هیلبرت⁃اینشتین، اکشن
نا هم⁃کیلینگ پتانسیل میدان با (M, g,X, λ, µ) افزایشͬ هذلولوی سالیتون ͷی بخش، این در مثال، عنوان به

داریم ͬ گیریم. م نظر در صفر

Ric + λLXg + αX♭ ⊗X♭ = µg. (۱ .۵)

ͬ آوریم م بدست بͽیریم، (تریس) اثر تساوی این طرفین از اگر

R = nµ− ۲λdivX − α|X|۲.
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دهیم قرار اگر است. وابسته X برداری میدان ͷی و متر تانسور به اسͺالر انحنای منیفلد، این در

L(g,X) =

∫
M

RΩg, (۲ .۵)

ͬ آوریم م بدست است، g به وابسته حجم فرم Ωg آن در که

L(g,X) =

∫
M

(nµ− α|X|۲)Ωg, (۳ .۵)

کنیم، صحبت دقیق تر اگر و باشد تعریف قابل بالا انتگرال تا گرفتەایم درنظر مرز بدون و فشرده را منیفلد اینجا، در
گیرد. انجام است فشرده آن در تابع محمل که مجموعەای ͷی در انتگرال گیری باید

ͬ دهیم م قرار ͷکوچ کافͬ اندازه به های t برای فوق، تابعک بحرانͬ نقاط یافتن برای حال، هر به

g(t) = g + ts, X(t) = X + tY (۴ .۵)

[۵] ͬ دانیم م

d

dt
|t=۰ Ωg(t) =

۱
۲
⟨g, s⟩. (۵ .۵)

که ͬ شود م معلوم سرراست محاسبه ͷی با

d

dt
|t=۰ |X(t)|۲ = ⟨X♭ ⊗X♭, s⟩+ ۲⟨X,Y ⟩.

باشیم داشته (s, Y ) زوج هر برای اگر تنها و اگر است (۳ .۵) تابعک بحرانͬ نقطه (g,X) زوج گوییم، حال

d

dt
|t=۰

∫
M

(nµ− α|X(t)|۲)Ωg(t) = ۰.

باشیم داشته (s, Y ) زوج هر برای اگر وتنها اگر است محقق بالا شرط که دید ͬ توان م روتین محاسبه ͷی با

∫
M

⟨(nµ− α|X|۲

۲
)g − αX♭ ⊗X♭, s⟩Ωg − ۲

∫
M

α⟨X,Y ⟩Ωg = ۰ (۶ .۵)

باشیم داشته باید بنابراین،
α = µ = ۰.

داریم: بالا ملاحظات به توجه با

و باشد ۲⁃کیلینگ برداری میدان ͷی X اگر تنها و اگر است (۳ .۵) تابعک بحرانͬ نقطه (g,X) زوج .۱ .۵ قضیه
.LXRic = ۰

داریم µ = ۰ و است دو⁃کیلینگ میدان ͷی X چون،

R = −۲λdiv(X), Ric + λLXg = ۰. (۷ .۵)
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ͬ توان م زیر صورت به که را دیͽر معادله و است جرم با ارتباط در div(X) که ͬ  شود م معلوم صورت، این در
کرد بازنویسͬ

Ric− ۱
۲
Rg = λ

(
div(X)g − LXg

)
, (۸ .۵)

روی که است فرضͬ از ناشͬ ͬ یابیم، نم را ͷتاری ماده ساختار این در اینکه است. جرم این برای اینشتین معادله
فروکاسته معمولͬ ریچͬ سالیتون به نیز هذلولوی سالیتون حالت، این در باشد). هم⁃کیلینگ X (که داشتیم X

است. فضا⁃زمان در ماده نوع ͷی توصیف به قادر اینشتین، منیفلدهای از تعمیم عنوان به ریچͬ، سالیتون ͬ شود. م
است. ماده نوع دو پیش بینͬ با فضا⁃زمان توصیف به قادر ͬ تر، کل حالت در هذلولوی سالیتون آنکه، حال
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شبه⁃ منیفلدهای در آن ماهیت و وجود با ارتباط در و کردیم معرفͬ جدید هندسͬ برداری میدان ͷی مقاله، این در
که هذلولوی سالیتون برای پتانسیل برداری میدان عنوان به را میدان این سپس، دادیم. انجام کوتاهͬ بحث ریمانͬ
کمیات با ارتباط در ͬ تواند م فضا⁃زمان منیفلد در میدانͬ چنین که دادیم نشان و بردیم کار به است جدید مفهومͬ
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داد. انجام ͬ توان م مقاله این ادامه در که است
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