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Abstract: In this paper, the ⅯKR dictionary between prime numbers in algebraic number theory and knots in three-

dimensional manifolds is reviewed. We consider closed geodesics on a finite-volume hyperbolic three-manifold. Sub-

sequently, a notion of height in these knots is defined using the hyperbolic metric, and Chebotarev’s density theorem is

formulated for these knots.
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ریاضͬ پژوهش های

۱۷–۱ ص ،۳ شماره ،۱۱ دوره ،۱۴۰۴ سال

سه خمینەهای در بسته ژئودزیͷ های و چبوتارف چͽالͬ قضیه
هذلولوی بعدی

۱ رستگار آرش

ایران تهران، شریف، صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ، دانشͺدۀ

۱۴۰۴̸۹̸۲۶ انتشار: تاريخ ۱۴۰۴̸۸̸۲۵ پذيرش: تاريخ ۱۳۹۹̸۱۲̸۴ دریافت: تاريخ

خمینەهای در گرەها و اعداد جبری نظریۀ از اول اعداد بین ⅯKR دیͺشنری مقاله این در چͺیده:
متناهͬ حجم با هذلولوی بعدی سه خمینۀ ͷی روی بسته های ͷژئودزی شوند. مͬ مرور بعدی سه
تعریف هذلولوی متر از استفاده با گرەها این در را ارتفاع از مفهومͬ ادامه در گیریم. مͬ نظر در را

کنیم. مͬ بندی فرمول گرەها این برای را چبوتارف چͽالͬ قضیۀ و

آنالوژی. هذلولوی، خمینه ها، گره نظریه اول، اعداد کليدي: واژەهاي

سرآغاز .۱

ͷتوپولوژی تفسیر با وردیر۴ و آرتین۳ تیت۲، توسط جبری اعداد میدان های در صحیح اعداد حلقۀ به سەبعدی دیدگاه
تاکاگ۶ͬ توسط که ͷکلاسی ردەای میدان های نظریۀ نظریۀ فرمول بندی، این در شد. معرفͬ ردەای۵ میدان های نظریۀ
صحیح اعداد حلقۀ طیف اتال۹ کوهومولوژی در پوانکاره۸ دوگانگͬ ͷی بەعنوان آرتین۷ و تیت توسط بود، شده ثابت

شد[۱]. بازفرمول بندی عددی میدان ͷی
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۳ هذلولوی بعدی سه خمینەهای در بسته ژئودزیͷ های و چبوتارف چͽالͬ قضیه

رزنیͺوف۴ و کاپرانوف۳ شد. مطرح منین۲ و میزور۱ توسط بار اولین برای اول اعداد و گر ەها بین مماثلت این
حسابی توپولوژی را آن و دادند قرار بررسͬ مورد سەبعدی خمینەهای و اعداد میدان های بین برای را مماثلت این

کردند. نام گذاری
خمینه ͷی روی ثابت گرەهای از نامتناهͬ دنبالەای برای را چبوتارف چͽالͬ قضیۀ ͷی میزور ،[۴] و [۳] ،[۲] در
نشان حالت چند در را میزور توسط فرمول بندی شده چبوتارف چͽالͬ قضیۀ مͷ مولن۵[۶] کرد. فرمولەبندی سەبعدی

داد.
سەبعدی خمینەهای روی بسته ژئودزیͷ های برای ۶MKR دیͺشنری مجدد فرمول بندی فکر به را ما امر این
بی نهایت در دایره ͷی گرفتن نظر در با باید ولͬ نباشد فشرده ͬ تواند م مذکور سەبعدی خمینه انداخت. هذلولوی
مͺمل روی هذلولوی ͷمتری ͷی و (S3) سەبعدی کرۀ در هذلولوی گره ͷی داریم، ذهن در که مثالͬ شود. فشرده
است. Q میدان ارشمیدسͬ مͺان معادل هذلولوی، گرۀ و گویا اعداد میدان معادل S3 در گره متمم این است. گره آن
مثال شدەاند. مرتب طول حسب بر هذلولوی متر اساس بر که هستند متناهͬ اول اعداد معادل بسته ژئودزیͷ های
روی طبیعͬ متر ͷی همراه به دایره کلاف باشند، گره نماینده ͬ توانند م بسته ژئودزیͷ های این این که بر دال دیͽری

است. هذلولوی بعدی سه خمینه ͷی القایی ͷمتری با که است بسته هذلولوی ریمانͬ رویه ͷی
ͬ شوند. م بالا کشͬ دایره کلاف به ریمانͬ رویه بسته ژئودزیͷ های تمام که داریم بالا در ͷژئودزی شار ͷی نتیجه در
در را سەبعدی خمینەهایی ͬ توان م همچنین شدەاست. پیچیده ریمانͬ رویه ͷی روی دایره کلاف این که کنید توجه

شدەاند. پیچیده هذلولوی تارهای با دایره ͷی دور که گرفت نظر
با تاربندی این اگر کند. ایجاد −1 انحنای تارها روی که کرد مجهز هذلولوی متر ͷی به ͬ توان م را فضا این
را چبوتارف چͽالͬ قضیۀ که داریم فشرده هذلولوی خمینه ͷی ما شود، تعریف شبەآنوسوف۸ وابرسان۷ͬ از استفاده

است. ͷی بعد از توابع میدان روی خم ͷی آنالوگ مورد این که دید خواهیم ͬ کند. م ارضا

ⅯKR دیͺشنری .۲

[۷] روش ادامه، در ͬ گیرد. م نشأت [۷] موریشیتا۹ توصیفͬ مقالەی از حسابی توپولوژی مطالعەی در ما انگیزەی
دایره زیرا است، Spec(Fq) متناهͬ میدان ͷی مشابه دایره ͷی کرد. خواهیم دنبال را ⅯKR دیͺشنری ارایەی در
K(Ẑ, 1) آن حسابی معادل نتیجه در است. K(Z, 1) ۱۱ مͷ لین – آیلنبرگ۱۰ فضای معادل ͷهموتوپیی لحاظ از

متناهͬ دوری پوشش ͷی است.

S1 =
R
Z

→ S1 =
R
nZ

است: برقرار زیر تناظر معادل سازی این در است. Fqn/Fq متناهͬ دوری توسیع ͷی معادل

l ∈ π1(S
1) = Gal(R/S1), l(x) = x+ 1 (x ∈ R) ↔
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۱۷−۱ صفحه ۳ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ رستگار آرش ۴

Fr ∈ π1(Spec(Fq)) = Gal(Fq/Fq), F r(x) = xq (x ∈ Fq) (۱ .۲)

هم ارز S1 با که است S1 از است) بعدی دو ͷدیس D2 آن در (که V = S1 × D2 لولەای۱ ͬͽهمسای ͷی
ͷی برای دیͽر، طرفͬ از است. S1 × S1 یعنͬ بعدی، دو چنبرەی با ͷهموتوپی هم ارز V \S1 است. ͷهموتوپی

داریم: Kp ͷادی⁃p میدان و Fq باقیماندەی میدان با (Op) ͷادی⁃p صحیح حلقەی

 Spec(Op)
ͷهموتوپیی
' Spec(Fq)

Spec(Op)\Spec(Fq) = Spec(Kp)

 −→

 Spec(Op) ↔ V

Spec(Kp) ↔ ∂V

 (۲ .۲)

طبیعͬ ریختار برای کردیم. پیدا ذیل شرح به آنها بنیادی گروەهای بین همانندی ͷی ما واقع، در

π1(∂V ) → π1(V ) = π1(S
1)

حلقه ͷی با شده تولید نامتناهͬ دوری گروه آن هستەی π1(S1) = 〈a〉 داریم:

α = {a} × ∂D2 (a ∈ S1)

تصویر مشابه طور به ͬ شود. م نامیده مدار ͷی (b ∈ ∂D2) b = β برای ͬ شود. م نامیده نصف النهار که است
معکوس

β = S1 × {b} (b ∈ ∂D2)

[α, β] := رابطەی تحت β و α توسط تولیدشده آزاد آبلͬ گروه ͷی π1(∂V ) گروه ͬ شود. م نامیده مدار ͷی
ریختار هستەی برای دیͽر طرف از است. αβα−1β−1 = 1

π1(Spec(Op)) → π1(Spec(Kp)) = π1(Spec(Fq))

خودریختͬ توسیع) ͷی) Frنیز ∈ π1(Spec(Fq)) از σ معکوس تصویر قبل، مشابه و ͬ نامیم م اینرسͬ گروه (Ip) را
مونودرومͬ ͷی با تولیدشده ͷتوپولوژی لحاظ از که Ip از ماکسیمال رام۲ قسمت خارج دارد. نام فروبنیوس
رابطەی تحت را σ و τ ͬ توان م است، π1(Spec(Kp)) از πtame

1 (Spec(Kp)) ماکسیمال رام خارج قسمت τ

کرد. تولید τ q−1[τ, σ] = 1

۱ −۲ جدول

V ↔ Spec(Op)

∂V ↔ Spec(Kp)

αنصف النهار ↔ τمونودرومͬ
βمدار ↔ فروبنیوس σخودریختͬ

π1(∂V ) = 〈α, β | [α, β] = 1〉 ↔ πtame
1 (Spec(Kp)) = 〈τ, σ | τ q−1[τ, σ] = 1〉

1Tubular neighborhood
2tame



۵ هذلولوی بعدی سه خمینەهای در بسته ژئودزیͷ های و چبوتارف چͽالͬ قضیه

M هذلولوی سەبعدی خمینه ͷی در ͷژئودزی حلقه ͷی عنوان به S1 یعنͬ بستە ͷژئودزی ͷی نشاندن ͷی گره،
که حقیقت این Q روی متناهͬ درجەی از K عددی میدان ͷی صحیح اعداد حلقەی برای دیͽر، طرف از است.
نوعͬ و شد[۱] ثابت وردیر و آرتین م. توسط است ۲–تاب) تقریب (با ۳ ͷکوهومولوژی بعد دارای ،Spec(OK)

است. حاکم آن بر اتال کوهومولوژی در سەبعدی پوانکارەی دوگانگͬ

هذلولوی خمینه ͷی روی لینکͬ مͺمل روی هذلولوی، سەبعدی خمینه ͷی عنوان به ͬ توان م را Spec(OK) پس
کرد. پس کشͬ شاخەدار، پوشش روی را آن و کرد نگاه

S3 در لینکͬ روی شده پیچیده هذلولوی بعدی سه خمینه ↔ Spec(OK)

` ⊂ S3 ↔ p (p 6= 0)
(۳ .۲)

طبیعͬ نگاشت ͬ توان م .Fp = OK/p باقیماندەی میدان با همراه OK از p( 6= 0) اول ایدەآل ͷی برای

Spec(Fp) ↪→ Spec(OK)

دید: (۱ .۲) نظر نقطه از گره ͷی عنوان به را

S1 شͺل به بسته ͷژئودزی ↪→M ↔ Spec(Fp) ↪→ Spec(OK)

فرضیەی از منتجه، همانندی با خصوص به .π1(Spec(Z)) = 1 ͬ دانیم م ͬͺهرمیت⁃مینکوفس قضیەی مطابق
گرەی ͷی همراه به استاندارد سەبعدی کرەی ͷی عنوان به ͬ توان م را نامتناهͬ، اول بەعلاوه Spec(Z) پوانکاره،
Z از (p) اول ایدەآل همانندی این در گرفت. نظر در ͬ کند⁃ م بازی را نامتناهͬ اول اعداد نقش که − K∞ هذلولوی

است: K∞ مͺمل در بسته ͷژئودزی ͷی مانند است، اول عدد ͷی p آن در که

S1 ↪→ (S3 \K∞) ∪K∞ = S3 ↔ Spec(Fp) ↪→ Spec(Z) ∪ {∞}

ͷی بەعنوان ͬ توان م را ∞ فشردەسازی این در دید. S3 \K∞ فشردەسازی ͷی بەعنوان را S3 ͬ توان م اینجا در
دید. K∞ بەعنوان را Q بی نهایت مͺان و هذلولوی گره

مͺمل نماینده XK شدەاست، پیچیده M بسته سەبعدی هذلولوی خمینه ͷی در که K بسته ͷژئودزی ͷی برای
گروه است. ∂VK مرز با فشرده سەبعدی خمینه ͷی ،(M در K گره ͷی از لولەای ͬͽهمسای ͷی (از VK درون

آن بنیادی
GK := π1(XK) = π1(M \K)

واقع، در خوردەاست. گره M در چͽونه K که ͬ دهد م نشان GK گروه این دارد. نام گره» «گروه GK گروه است.
داریم: S3 در L و K اول گرەهای برای دادند نشان لوک۳ و گوردن۲ ویتن۱،

GK ' GL ⇐⇒ K ' L گره) روی جهت حد .(در (۲ .۴)

1E. Witten
2C. Gordon
3J. Luecke



۱۷−۱ صفحه ۳ شماره ۱۱ دوره ̸ ریاضͬ پژوهش های مجلۀ ̸ رستگار آرش ۶

روی β و α دور دو بەمعنای K گره ͷی در مدار و نصف النهار

∂XK = ∂VK

گروه هستند. ۲ −۱ جدول مشابه

DK := π1(∂XK) = 〈α, β | [α, β] = 1〉

این است. ۲ ویرتینگر نمایش دارای GK گروه ،M = S3 حالت در دارد. نام K ͷژئودزی گره ۱ پیرامونͬ» «گروه
مزدوج های با GK ͬ دهد م نشان امر

IK = 〈α〉

ͬ شود. م تولید
«مرز» نقش OK از p اول ایدەآل ͷی برای Spec(Kp) ، ͷادی⁃pمیدان ،۲ −۱ جدول به توجه با طرفͬ، از

Xp := Spec(OK) \ {p}

و ͬ کند م بازی را
G{p} := π1(Xp)

«گروه را G{p} داشتیم، گره ͷی برای که حالتͬ معادل خوردەاست. گره Spec(OK) در چͽونه p که ͬ دهد م نشان
داریم: قبل مشابه ͬ نامیم. م «p اول

G{p} ' G{q} ⇐⇒ p = q گره) روی جهت حد .(در (۲ .۵)

۳ تجزیه گروه ͬ توان م ،DK پیرامونͬ گروه معادل

D{p} := π1(Spec(kp))

ͷی بەعنوان گرفت، نظر در را گروه این ماکسیمال رام خارج قسمت توان همانندی بیشتر دقت برای کرد. تعریف را
تولید I{(p)} اینرسͬ گروه مزدوج های با ͷتوپولوژی لحاظ از G{p} که ͬ کنیم م مشاهده ویرتینگر، نمایش از همانندی

ͬ شود: م

۲ −۲ جدول

∂VK ⊂M \ V ◦
K ⇐⇒ Spec(Kp) ⊂ Spec(OK) \ {p}

پیرامونͬ DKگروه → GK ⇐⇒ تجزیه D{p}گروه → G{p}

1peripheral
2Wirtinger representation
3decomposition group



۷ هذلولوی بعدی سه خمینەهای در بسته ژئودزیͷ های و چبوتارف چͽالͬ قضیه

اتال بنیادی گروه اول، ایدەآل های از S متناهͬ مجموعۀ ͷی و K عددی میدان ͷی برای

π1(Spec(OK \ S))

گالوا گروه همان که
GS = Gal(KS/K)

بەعنوان ͬ توان م نیز را نامتناهͬ گرەهای مجموعۀ است، ۱ انشعاب بدون S از خارج Kکه KSروی ماکسیمال توسیع
دید: لینک گروه

لینک GLگروه = π1(M \ S) ⇐⇒ گالوا GSگروه = Gal(KS/K)

مشخص خیر یا است متناهͬ تولید با G{(p)} آیا اینکه است. جامع مفهوم ͷی کلͬ حالت در گالوا گروه مفهوم
نیست.

C جبری خم ͷی بەعنوان را S1 روی پیچیدەشده هذلولوی خمینه ͷی ͬ توانیم م موریشیتا، مقالەی به ارجاع با
داد: انجام زیر دقیق دنبالەی با ͬ توان م را کار این بͽیریم. نظر در Fq متناهͬ میدان ͷی حول

1 −→ π1(C ⊗ Fq) −→ π1(C) −→ π1(Spec(Fq)) −→ 1,

دید. C ⊗ Fq تار بەهمراه Spec(Fq) ”دایره“ روی خم کلاف ͷی شͺل به ͷهموتوپی لحاظ از را C ͬ توان م و

لژاندر سمبل های و درهم تنیدگͬ اعداد بین دیͺشنری .۳

ماندەهای و [۸] درهم تنیدگͬ اعداد مورد در گاوس مقالات در ͬ توان م را اعداد جبری نظریەی و گره نظریەی مبانͬ
ͬ بینیم. م آن ها بین ͬͺنزدی شباهت ͬ کنیم، م نگاه قبل بخش آنالوژی دیدگاه از را مفهوم دو این وقتͬ یافت. [۹] مربع۲ͬ
مشͺل رفع برای کنیم؛ نگاه مونودرومͬ ͷی مانند را آن ها که است این درهم تنیدگͬ اعداد یافتن برای راه ͷی
نگاه ۲ پیمانەی به را درهم تنیدگͬ اعداد ͬ آید، م بەوجود جهت اثر در که درهم تنیدگͬ، عدد علامت بودن نامشخص
در برگ دو اجتماع بەعنوان ͬ توان م را لینک این است. مؤلفه دو دارای لینک ͷی K ∪ L کنید فرض ͬ کنیم. م

انشعاب بدون دوتایی یͺتای پوشش اگر گرفت. نظر در S3 \K∞

YK −→ XK := S3 \K

با مشخص شونده پوششͬ تبدیل بەعنوان را ۲ بر lk(K,L) درهم تنیدگͬ عدد ͬ ماندەی باق ͬ توان م بͽیریم، نظر در را
کرد: توصیف L حول βL عرض

π1(XK) −→ Gal(YK/XK) = Z/2Z, [βL] 7−→ lk(K,L) mod 2.

از ۴ Σ سایفرت سطح بەهمراه K ۳ تقاطع عدد از استفاده درهم تنیدگͬ عدد مفهوم به رسیدن برای دیͽر روش
1unramified
2Quadratic residues
3Intersection number
4Seifert surface
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کوهمولوژی کلاس های ۱ فنجانͬ ضرب بەعنوان را درهم تنیدگͬ عدد ͬ توان م مثال، برای است. ∂Σ = L یعنͬ ،L
برای Σ و K

XL := S3 \ L

گرفت: نظر در Σ و

H2
c (XL,F2)×H1(XL,F2)

∪−→ H3
c (XL,F2) = Z/2Z

([K], [Σ]) 7−→ [K] ∪ [Σ] = lk(K,L) mod 2.

منشعب p روی Q(
√
p)/Q مربعͬ توسعەی هستند. متمایز فرد اول عدد دو q و p کنید فرض دیͽر، طرفͬ از

است. ͷی با برابر ۴ بر q و p ͬ ماندەی باق کنید فرض باشد. ͷی با برابر ۴ بر p ͬ ماندەی باق اگر تنها و اگر ͬ شود م
قبل، مشابه

Yp −→ Xp := Spec(Z) \ {(p)} = Spec
(
Z[1/p]

)
،(۲ .۲) جدول به توجه با باشد. Q(

√
p) در Z[1/p] نرمال سازی طیف Yp آن در که باشد یͺتا اتال دوتایی پوشش

خودریختͬ تزویج کلاس از استفاده با ͬ نامیم، م lk2(p, q) را آن ما که ،q و p درهم تنیدگͬ اعداد ͬ ماندەی باق ͬ توانیم م
در q روی فروبنیوس

Gal(Yp/Xp) = Z/2Z

کرد: تعریف

π1(Xp) −→ Gal(Yp/Xp) = Z/2Z

[σq] 7−→ lk2(p, q)

داریم: است، q پیمانەی به مربعͬ ماندەی ͷی p آن در که σq|Yp = idYp ⇐⇒ σq(
√
p) =

√
p⇐⇒ p چون

(−1)lk2(p,q) =

(
p

q

)
. (۱ .۳)

به را (q) اول ایدەآل اولا، ͬ شود. م دیده تقاطع عدد عنوان به نیز لژاندر سمبل داشتیم، لینک در که حالتͬ مشابه
صورت به که ۲ کومر مشخصەی دیͽر، عبارت ͬ گیریم. م نظر در (q) حول «نصف النهار» ͷی دوگان عنوان

χq : Gal
(
Qq(

√
q)/Qq

)
−→ C∗

τ(
√
q)

√
q

= (−1)χq(τ)

برای ͬ شود. م تعریف
Xq := Spec

(
Z[1/q]

)
1Cup product
2Kummer character
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مرز نگاشت

∂ : H1(Xq,F2) −̃→ H2
c

(
Spec(Zq),F2

)
' Hom

(
Gal(Qq(

√
q)/Qq),F2

)
صورت به را (q) از سایفرت» «سطح ͷی کلاس و بͽیرید نظر در را

[Σ] ∈ H1(Xq,F2) که طوری به ∂([Σ]) = χq

که (p) طریق از را «گره» ͷی ͬ توان م دیͽر، طرفͬ از ͬ کنیم. م تعریف

p ∈ Q×
q /(Q×

q )
2 = H1(Qq,F2)

کلاس و کرد شناسایی
[(p)] ∈ H2

c (Xq,F2)

ͷی نمایندەی H∗
c تعریف این در کرد. تعریف H1(Qq,F2) → H2

c (Xq,F2) نگاشت تحت آن تصویر طریق از را
عدد ͬ توان م لینک، حالت در است. شده بازی وارد آن در نامتناهͬ اول که است فشرده محمل با اتال کوهمولوژی

فنجانͬ ضرب صورت به را ۲ ͬ ماندەی باق در درهم تنیدگͬ

[Σ] ∪ [(p)]

کرد: تعریف

H2
c (Xq,F2)×H1(Xq,F2)

∪−→ H3
c (Xq,F2) = Z/2Z

([(p)], [Σ]) 7−→ [(p)] ∪ [Σ] = lk2(K,L).

چیزی لژاندر سمبل نتیجه، در .([۱۰] به کنید (رجوع گرفت نتیجه را (۳ .۱) رابطەی ͬ توان م مجددا رابطه این از
ͬ شود: م درهم تنیدگͬ اعداد تقارن به تبدیل نیز گاوس تقابل قانون نیست. ۲ پیمانەی به درهم تنیدگͬ عدد جز

درهم تنیدگͬ اعداد ⇐⇒ لژاندر سمبل

lk(K,L) = lk(L,K) ⇐⇒
(
p

q

)
=

(
q

p

)
(p, q ≡ 1 (mod 4)). (۲ .۳)

استفاده با لژاندر سمبل نمایش برای روشͬ کرد، ارائه مربعͬ تقابل قانون برای گاوس که اثبات هایی تمام بین در
دارد: وجود گاوسͬ جمع از

∑
x∈Fp

ζx
2

q−1

=

(
p

q

)
, (۳ .۳)

Fpمعادل روی
∑

x∈Fp
ζx

2 گاوسͬ جمع که داریم توجه است. Fq در اولیه واحد ریشەی pامین ͷی ζ آن در که
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در را درهم تنیدگͬ عدد مورد در زیر انتگرالͬ عبارت گاوس دیͽر، طرف از است.
∫∞
−∞ e−x2

dx گاوسͬ انتگرال
:[۸] داد نشان خود الͺترومغناطیسͬ ∫مطالعات

x∈K

∫
y∈L

ω(x− y) = lk(K,L).

آن در که
ω =

(
4π‖x‖3

)−1(
x1 dx2 ∧ dx3 + x2 dx3 ∧ dx1 + x3 dx1 ∧ dx2

)
.

داریم: قاب دار لینک ͷی برای واقع در ͬ نویسیم. م [۱۱] ۱ پیمانەای نظریه حالت در
(۳ .۴)∫

A(R3)

exp
(√−1

4π

∫
R3

a∧da+
√
−1

∫
K1

a+
√
−1

∫
K2

a
)
Da = exp

(
π
√
−1

∑
1≤i,j≤2

lk(Ki, Kj)
)
.

روی حقیقͬ مقدار با دیفرانسیل ۱⁃فرم های A(R3)از فضای روی فاینمن۲ انتگرال چپ سمت انتگرال اینجا در
رابطەی هستند، A(R3) روی مربعͬ فرم و خطͬ فرم بەترتیب

∫
K1
a و

∫
R3 a ∧ da انتگرال های چون است. R3

داریم. همانندی ͷی (۳ .۴) و (۳ .۳) بین نتیجه در است. گاوس انتگرال بی نهایت بعدی معادل (۳ .۴)

لینک گروه و گالوا گروه بین همانندی .۴

گالوا گروه دانستن همانند ما ایدەی شد، گفته ۱ بخش در که همان طور

GS = π1(Spec(Z) \ S) S = {(p1), . . . , (pn)}

لینک گروه و
GL = π1(S

3 \ L), L = K1 ∪ ... ∪Kn

با ͬ گیریم. م نظر در ` اول عدد برای را GS(`) آن pro-` خارج قسمت فقط است بزرگͬ گروه GS گروه چون است.
.[۱۲] آورد بەدست عددی میدان های pro-` توسیع های از بهتری درک ͬ توان م کخ۴ و شفرویچ۳ تحقیقات به مراجعه
در آوردیم. بەدست GL روی میلنور جان از قضیه ͷی و GS(`) روی کخ از قضیه ͷی بین همانندی ͷی ما واقع، در

از منظور ادامه
{G(d)}d≥1

بەصورت سری این است. G ͷتوپولوژی گروه ͷی پایینͬ مرکزی سری

G(1) := G, G(d+1) := [G(d), G]

1gauge theory
2R. Feynman
3I. Shafarevich
4H. Koch
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توسط ͷتوپولوژی لحاظ از که است بستەای زیرگروه کروشه، از منظور آن در که ͬ شود م تعریف

[a, b], a ∈ G(d), b ∈ G

است. شده تولید

اگر
L = K1 ∪ · · · ∪Kn

نمایش مورد در را زیر اطلاعات میلنور۲ و ۱ چن باشد، آن لینک گروه GL و S3 در مؤلفه n دارای لینک ͷی
آوردند. بەدست GL پوچ توان خارج قسمت

توسط تولیدشده آزاد گروه ͷی F اگر .[۲۳] ۱ .۴ قضیه

x1, . . . , xn

کلمەی ͷی d ≥ 1 هر برای باشد،
y
(d)
i

که: است موجود x1, . . . , xn از

y
(d)
i ≡ y

(d+1)
i (mod F (d)) (1 ≤ i ≤ n),

و
GL/G

(d)
L =

〈
x1, . . . , xn

∣∣ [xi, y(d)i ] = 1 (1 ≤ i ≤ n), F (d) = 1
〉
.

ͷی y(d)i و Ki از αi نصف النهار ͷی نمایانگر پایه، این در است. F آزاد گروه برای پایه ͷی x1, . . . , xn اینجا در
داریم: را زیر رابطەی ضمن در ͬ دهد. م نمایش GL/G

(d)
L در را Ki از βi عرض تصویر که است F در کلمه

βj ≡
∏
i ̸=j

α
lk(Ki,Kj)
i (mod G

(2)
L ).

ادامه در که قضیەای .[۱۴] است بعدی ۳ کروی هومولوژی هر در لینک هر برای تعمیم قابل میلنور ۱ .۴ قضیەی
در است، اول عدد ͷی ` آن در که لینک، گروه از pro-` کامل سازی از پس لینک هر که ͬ گوید م ما به ͬ کنیم م مطرح

است. خالص ۳ تافته لینک ͷی مانند بعدی ۳ کروی هومولوژی ͷی

اگر .[۱۵] ۲ .۴ قضیەی
L = K1 ∪ · · · ∪Kn

کامل سازی را ĜL(M)،` اول عدد ازای به باشد، M بعدی ۳ کروی هومولوژی ͷی در مؤلفه n دارای لینک ͷی
است: زیر نمایش دارای ĜL(M) به مربوط pro-` گروه آنگاه کنید. فرض را آن لینک گروه pro-`

ĜL(M) =
〈
x1, . . . , xn

∣∣ [x1, y1] = · · · = [xn, yn] = 1
〉
,

1K.T. Chen
2J. Milnor
3braid
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ͬ دهد. م نمایش pro-` در را Ki عرض که است کلمەای yi و Ki از نصف النهار ͷی xi آن در که

مورا سوگͬ از فرضیەای pro-` (ترجمەی ۳ .۴ قضیەی به ͬ توان م ۲ .۴ قضیەی به [۱۶] ۱ͷآنی روش اعمال با
DL(`) کنید فرض رسید. است ĜL(M = S3) گروه از پایینͬ مرکزی سری های ساختار مورد در که ([۱۸ ،۱۷]
دو بەهمراه ،L مؤلفەهای آن رأس های که باشد گرافͬ دیͽر، عبارت به باشد، ` پیمانەی به درهم تنیدگͬ دیاگرام ͷی

باشد. ` پیمانەی به lk(Ki, Kj) 6≡ 0 (mod `) که متصلند هم به وقتͬ رأس این که باشد Kj و Ki رأس

Zℓ⁃رتبەی که است آزاد Zℓ⁃مدول ͷی Ĝ(d)
L /Ĝ

(d+1)
L آنگاه باشد، گراف(`)DLهمبند اگر .[۱۵] ۳ .۴ قضیەی

ͬ کند: م صدق زیر رابطەی در ad ∏آن
d≥1

(1− td)ad = (1− t)(1− (n− 1)t).

همریختͬ بەخصوص

Ĝ
(d)
L /Ĝ

(d+1)
L ' F̂

(d)
1 /F̂

(d+1)
1 × F̂

(d)
n−1/F̂

(d+1)
n−1

است. r رتبەی از pro-` گروه F̂r آن در که داریم d ≥ 1 هر برای را

عدد n شامل متناهͬ مجموعەی ͷی S = {(p1), . . . , (pn)} کنید فرض ،` اول عدد ͷی برای دیͽر، طرف از
از ماکسیمال pro-` خارج قسمت ͷی نماد GS(`) اگر باشد. ` پیمانەی به i هر برای pi ≡ 1 بەطوری که باشد، اول

دیͽر، عبارت به باشد، π1(Spec(Z) \ S)

GS(`) = Gal(QS(`)/Q),

GS(`) مورد در را ۴ .۴ قضیەی کخ است. Q روی انشعاب بدون ماکسیمال pro−` خارج قسمت QS(`) آن در که
کرد. اثبات

دارد: را زیر نمایش GS(`) pro−` گروه .[۱۹ ،۱۲] ۴ .۴ قضیەی

GS(`) =
〈
x1, . . . , xn

∣∣ xpi−1
i [xi, yi] = 1 (1 ≤ i ≤ n)

〉
عدد ͬ دهد. م نمایش را pi روی σi فروبنیوس خودریختͬ از توسعە ͷی yi و pi روی τi مونودرومͬ xi آن در که

درهم تنیدگͬ
lkℓ(pi, pj) ∈ Fℓ

ͬ کند: م صدق زیر رابطەی در ` پیمانەی به

σj ≡
∏
i ̸=j

τ
lkℓ(pipj)
i (mod GS(`)

(2)), ζ
lkℓ(pipj)
ℓ =

(pj
pi

)
ℓ
,

سمبل توان `امین برابر
(pj
pi

)
ℓ

و شدەاست انتخاب مناسب بەطور که است اول واحد `ام ریشەی ͷی ζℓ آن در که
درهم تنیدگͬ اعداد بین همانندی و است واضح ۲ .۴ و ۱ .۴ قضیەی با ۴ .۴ قضیەی بین همانندی است. Qpi در مانده

1D. Anick
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عبارت های ͬ کند. م تشریح گروه نظریەی دید از را توان ماندەی سمبل و

xpi−1
i [xi, yi] = 1, [xi, yi] = 1

π1(∂VKi
) موضعͬ بنیادی گروه یعنͬ شد، گفتـه ۲ .۲ جدول در آن چه از بەترتیب نیز شدەاند ظاهر نمایش این در که

هر در لینک هر برای میلنور قضیەی بەعلاوه ͬ آیند. م πtame
1 (Spec(Qpi)) و است) Ki لولەای ͬͽهمسای VKi

(که
ͷی در اول اعداد از متناهͬ مجموعەی ͷی به تعمیم قابل نیز کخ قضیەی است. تعمیم قابل سەبعدی هومولوژی

و `ام، اول واحد ریشەی ͷی شامل عددی میدان ͷی K کنید فرض است. عددی میدان

S = {p1, . . . , pn}

بەطوری که باشد، متمایز اول عدد از متناهͬ مجموعەی ͷی

Npi := #(OK/pi) ≡ 1 (mod `) i هر برای

و
BS := {α ∈ K× | (α) = aℓ (∃ a : K ایدەآل ), α ∈ (K×

pi
)ℓ }

به نسبت K کلاس عدد و BS = باشد،1 اولیه واحد `ام ریشەی ͷی شامل K کنید فرض :[۱۲] ۵ .۴ قضیەی
دارد: را زیر نمایش π1(Spec(OK)) از GS(K)(`) ماکسیمال pro−` خارج قسمت آنگاه باشد. اول `

GS(K)(`) =
〈
x1, . . . , xn

∣∣ xNp1−1
1 [x1, y1] = · · · = xNpn−1

n [xn, yn] = 1
〉
,

یافتن ͬ دهد. م نمایش را pi روی σi فروبنیوس خودریختͬ توسیع ͷی yi و pi روی τi مونودرومͬ ͷی xi آن در که
ͷی وجود انتظار ͬ توان نم واقع، در است. ظریف تر مسألەی ͷی GS(`) گالوا گروه برای مورا سوگͬ فرضیەی معادل
وجود، این با نیست. متقارن lkℓ(pi, pj) درهم تنیدگͬ عدد زیرا داشت. را ` > 2 حالت در اول ها برای همانندی

شͺل به که است کرده ثابت GS(`) از {GS(`)d} `⁃پایینͬ مرکزی سری های روی را ۶ .۴ قضیەی لابوت۱

GS(`)1 := GS, GS(`)d+1 :=
(
GS(`)d

)ℓ
[GS(`)d, GS]

S اول های آن رأس های که ͬ شود م تعریف گرافͬ از استفاده با ` پیمانەی به S از DS(`) درهم تنیدگͬ گراف است.
.lkℓ(pi, pj) 6= 0 که متصلند هم به صورتͬ در (pj) و (pi) رأس دو و باشد

فرض . ad = dimFℓ
GS(`)d/GS(`)d+1 دهید قرار d ≥ 1 برای و ` > 2 کنید فرض :[۲۰] ۶ .۴ قضیەی

باشد: برقرار DS(`) گراف مورد در زیر شرایط کنید

دهند. تشͺیل p1p2 . . . pnp1 دور ͷی p1, p2, . . . , pn رأس های .۱

نیست. DS(p) یال ͷی pipj آنگاه باشند، فرد دو هر i, j اگر .۲

برای ،l12l23 . . . ln−1,nln,1 6= l1,nl2,1 . . . ln,n−1 .۳

lij := lkℓ(pi, pj),

1J. Labute
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باشد. برقرار

است: برقرار زیر رابطەی صورت آن ∏در
d≥1

(1− td)ad = (1− t)(1− nt+ nt2).

ͷی وجود انتظار است متقارن ۲ پیمانەی به درهم تنیدگͬ عدد چون pi ≡ 1 (mod 4) و p = 2 حالت های برای
DS(2) برای هنوز شͺل این به نتیجەای اما داریم، GS(2)

زاسنهاوس۲ پالایش برای را مورا سوگ۱ͬ فرضیەی همانند
.[۲۱] به کنید مراجعه DS(`) روی از GS(`) روی درهم تنیدگͬ عدد مطالعەی برای ندارد. وجود

ⅯKR دیͺشنری مجدد فرمول بندی .۵

فرمول بندی مجددا را عددی حلقەهای و هذلولوی سەبعدی خمینەهای بین ابتدایی مماثلت دیͺشنری ͬ خواهیم م ابتدا، در
و هذلولوی سەبعدی خمینەهای پوشش های بین دیͺشنری آوردن بەدست کار این از هدف .[۲۳ ،۲۲ ،۴ ،۳] کنیم

است. عددی میدان های توسعەیافتەی

(M \ {Ki}i) ∪ {Ki}iͬهذلول بعدی سه خمینه ↔ Spec(OK) ∪ {v|∞}

(S3 \K0) ∪K0ͬهذلول کره روی هذلولوی گره متمم ↔ Spec(Z) ∪ {∞}

Kبسته ͷژئودزی ↔ اول p

L = K1 t · · · tKnمجزا هم از بسته ژئودزیͷ های اجتماع ↔ S = {p1, . . . , pn} اولها مجموعه

VKلولەای ͬͽهمسای ↔ Spec(Op)ͷادی⁃p صحیح حلقه

∂VKمرز ↔ Spec(Kp)ͷادی⁃p میدان

C2(M) → C1(M); Σ 7→ ∂Σ ↔ K× → Ik =
⊕

p(a)

H1(M) ↔ HK

H2(M) ↔ O×
K

π1(M \ {Ki}i) ↔ π1(Spec(OK))

π1(M \ L) ↔ π1(Spec(OK) \ S)
۱ هورویچ یͺریختͬ ↔ انشعاب بدون پایه ردەای نظریه

H1(M) ∼= Gal(Ma/M) ↔ Hk
∼= Gal(Ka/K)

M ماکسیمال آبلͬ پوشش Ma ↔ k هیلبرت ردەای میدان Ka

انشعاب با S3 متناهͬ پوشش ͷی شͺل به جهت پذیر و همبند بسته، بعدی ۳ خمینه هر الͺساندر، قضیۀ مطابق
است. اول عدد متناهͬ تعداد انشعاب با Q از متناهͬ توسیع ͷی که عددی میدان ͷی مانند دقیقا است. لینک ͷی

1Murasugi conjecture
2Zassenahus filtration
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عددی میدان های توسیع های و بعدی سه خمینەهای پوشش های بین مفهومͬ همانندی ͷی که داریم انتظار نتیجه، در
باشد.

بعدی سه خمینەهای توپولوژی بحث در هیلبرت نظریه همانندی مورد در مذکور، دیͺشنری به اتکا با ادامه در
قرار بحث مورد را عددی میدان های توسیع ͷی در اول عدد ͷی تجزیەای ساختار هیلبرت نظریه بپردازیم. ͬ خواهیم م
سه خمینه ͷی پوشش در را گره ͷی تجزیەای ساختار که هیلبرت، نظریه ͷتوپولوژی همانندی ͷی مشابها، ͬ دهد. م

دارد. وجود ͬ کند، م بیان بعدی
منشعب Lلینک روی که باشد n متناهͬ درجه از بسته بعدی سه خمینه ͷی برای پوشش ͷی f : N →M اگر
هذلولوی ͷمتری ͷی همراه به هذلولوی متر ͷی و M روی هذلولوی لینک ͷی که کرد فرض ͬ توان م شدەاست،
ژئودزیͷ های از اجتماع L کنید فرض کرد. القا N روی ͬ توان م را ساختار همین دارد. وجود آن مͺمل روی
کنید فرض باشد. آن از مجزا کاملا یا L از مؤلفه ͷی که باشد M در هذلولوی بسته ͷژئودزی ͷی K و بسته
از لولەای ͬͽهمسای ͷی VK کنید فرض باشد. مولفه r = r(K) داری لینک ͷی f−1(K) = K1 ∪ · · · ∪Kr

مؤلفه ͷی Vi باشد، f−1(VK) شامل Ki اگر است. Ki شامل که باشد f−1(VK) از همبندی مولفه ͷی Vi و K
همچنین و f−1(b) = {b1, . . . , bn} و پایه نقطه بەعنوان b ∈ ∂VK گرفتن نظر در با Kiاست، از لولەای ͬͽهمسای

مونودرومͬ نمایش
ψ : GL = π1(M \ L, b) −→ Aut(f−1(b)).

روی منشعب شونده گالوا پوشش ͷی f ◦ g : N̄ →M که ͬ کنیم م انتخاب طوری را g : N̄ → N متناهͬ پوشش
نمایش طریق از و ͬ شود م فاکتورگیری G روی ψ ،G = Gal(N̄/M), H = Gal(N̄/N) فرض با باشد. L
تجزیەی گروه ،K روی N̄ در K̄ گره ͷی برای ͬ شود. م شناسایی H\G = {Hσ1, ..., Hσn} روی G جایͽشتͬ

کرد: تعریف را K̄
D(K̄) := {σ ∈ G | σ(K̄) = K̄}.

همریختͬ ضمن در ͬ کند. م القا K به K از پوششͬ تبدیل ͷی σ ∈ D(K) هر

D(K̄) 3 σ 7→ σ|K ∈ Gal(K/K)

است: زیر صورت به K اینرسͬ گروه داریم. نیز را

I(K) := {σ ∈ D(K) | σ|K = idK}.

Oj مدارهای مجموعۀ ͬ کنند. م تغییر شدن مزدوج حد در G(K) و I(K) ،K روی K از دیͽری انتخاب برای
کرد: شناسایی Ki گرەهای مجموعۀ از ͬ توان م را ψ طریق از D(K) عمل تحت f−1(b) از

f−1(b)/D(K) ' {K1, . . . , Kr}, ψ(D(K))(bj) 7→ q(σj(K)).

اگر شدەاند. مشخص باشند bi ∈ ∂Vj که biها از مجموعەای با Kj به مربوط Oj مدار هندسͬ، لحاظ از
(#Oj/f(Kj)) صورت به را Kj به مربوط e(Kj) انشعاب شاخص و باشد K روی Kj پوششͬ درجۀ f(Kj)

است: برقرار زیر رابطۀ کنیم، تعریف

n =
r∑

j=1

e(Kj) f(Kj).

مستقل پوشش درجەهای و انشعاب شاخص های ،G گا لوا گروه همراه به f : N →M گا لوا پوشش ͷی برای
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هستند. f(k) و e(k) با برابر ترتیب به و بودەاند ها Kj از
داریم: را زیر کوتاه دقیق دنبالەی باشد، گا لوا پوشش ͷی f : N →M اگر :(([۲۴]) ۱ .۵ قضیۀ

1 → I(Kj) → D(Kj) → Gal(Kj/K) → 1,

ͬ شود: م ما تعاریف مشابه زیر تغییرات با که

#I(Kj) = e(K), #D(Kj) = e(K)f(K), n = e(K)f(K)r(K).

وقتͬ شرط این شدەاست. تولید L مؤلفەهای نصف النهارهای با نرمال طور به π1(M \ L) کنید فرض حال
صورت: آن در باشد. ویرتینگر) (نمایش بعدی سه همولوژی کرەی ͷی M که است برقرار

در K بسته ژئودزیͷ های از نامتناهͬ تعداد ،Gal(N/M) از C ازوداج کلاس هر برای :([۲۴]) ۵ .۲ قضیه
نگاشت تحت Gal(N/M) در K تصویر ازوداج کلاس که طوری به دارد. وجود M \ L

π1(M \ L) → Gal(N/M)

است. C با برابر
فرمول بندی بسته ژئودزیͷ های زبان به اینجا در که کردەاست اثبات را چبوتارف قضیەی از زیر نسخه مͷ مولن

کردەایم:
توزیع مناسب بەطور شدەاند، مرتب هذلولوی طول ترتیب به که M \ L در K گرەهای :([۶]) ۵ .۳ قضیه

نگاشت تحت Gal(N/M) در C ازوداج کلاس ͷی از K ژئودزیͷ های تعداد یعنͬ شدەاند.

π1(M \ L) → Gal(N/M)

است. #C/#Gal(N/M) با متناسب
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