
 

An Interdiction Model Designed To Maintain the Optimal Spanning Tree 

Selected By the Follower 

J. Tayyebi1 , M. Niksirat2   

1. Department of Industrial Engineering, Birjand University of Technology, Birjand, Iran. E-mail:  

javadtayyebi@birjandut.ac.ir  

2. Corresponding Author, Department of Computer Sciences, Birjand University of Technology, Birjand, Iran.  E-mail: 

niksirat@birjandut.ac.ir 

Article Info ABSTRACT  

Article type: 

Research Article 

 

 

Article history:  

Received: 27 August 2024 

Received in revised form: 

    24  May 2025 

Accepted: 9 July 2025 

Published online:  

    4 October 2025 

 

 

Keywords:  

Minimum spanning tree,  

Interdiction problem,  

Fixed strategy,  

Linear cost function.  
 

 

Introduction 

This paper examines a combinatorial optimization interdiction problem, called 

minimum spanning tree interdiction. From the point of view of game theory, 

this problem involves two players with different goals. The first player, called 

the follower, seeks to find a minimum spanning tree. On the other hand, the 

other player, who is called the leader, increases the cost of arcs, taking into 

account the budget and the bound constraints, which will make the value of 

the follower's objective function worse as much as possible, with the hope that 

the follower will stop doing more. In this article, a special case of the problem 

is considered in which the initial optimal tree remains optimal even with the 

change of weights. This assumption guarantees that the leader can be sure that 

the follower has no motivation to change his strategy, because a better strategy 

is not available.  

Material and Methods 

In order to efficiently solve this problem with linear costs, a new model is 

proposed, which includes a large number of constraints. For this reason, a 

solution approach based on the row (constraint) generation method is 

proposed for the problem. Then a numerical example and calculation results 

on random samples are presented to evaluate the performance of this method. 

Results and discussion 

The proposed model addresses this problem by utilizing a row generation 

approach to enhance solving efficiency. Computational results demonstrate its 

acceptable performance under various conditions, highlighting its potential for 

practical applications.  The computational results indicate that the proposed 

algorithm computes the optimal solution to the problem within a finite number 

of iterations and a reasonable execution time. 
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Conclusion 

The following conclusions are obtained from this research 

 The initial optimal tree remains unchanged, ensuring the follower’s 

strategy persists 

 Row-generation algorithm developed for efficient linear-cost 

solution 

 Achieves optimal solutions in limited iterations; tested with random 

instances  

 Shows practical potential for various real-world scenarios 
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  های کلیدی:واژه

 ، درخت پوشای کمینه

  ،مسئله ممانعت

  ،استراتژی ثابت

 .تابع هزینه خطی

 

 را (MSTIی کمینه )وشاسازی ترکیبیاتی، به نام ممانعت از درخت پیک مسئله ممانعت در بهینه مقاله نیا

این مسئله شامل دو بازیکن با اهداف متفاوت است. بازیکن اول که  ،هادیدگاه نظریه بازی. از کندیم یبررس

شود به دنبال یافتن یک درخت پوشای کمینه است.  از طرف دیگر، بازیکن دیگر که رهبر پیرو نامیده می

دهد که مقدار تابع میها را افزایش های بودجه و کران، هزینه کمانشود، با در نظر گرفتن محدویتنامیده می

هدف پیرو را تا حد ممکن بدتر نماید؛ با این امید که پیرو دست از فعالیت بیشتر بردارد. در این مقاله حالت 

یم یباق نهیبه هاوزن رییبا تغ یحت هیاول نهیدرخت بهخاصی از مسئله در نظر گرفته شده است که در آن 

خود  یژاسترات رییتغ یبرا یازهیانگ رویپ که واند مطمئن باشدتیکند که رهبر میم نیفرض تضم نیماند. ا

  .ستیدر دسترس ن وی یبرا یبهتر یاستراتژ رایندارد، ز

گردد که شامل تعداد زیادی های خطی یک مدل جدید پیشنهاد میبه منظور حل کارای این مسئله با هزینه

تولید سطر )محدودیت( برای مسئله پیشنهاد محدودیت است. به همین دلیل یک الگوریتم حل بر مبنای روش 

های تصادفی برای ارزیابی عملکرد این روش ارائه شود. سپس یک مثال عددی و نتایج محاسباتی بر نمونهمی

دهد که الگوریتم ارایه شده در تعداد تکرار متناهی و در زمان اجرای گردد. نتایج محاسباتی نشان میمی

 کند.محاسبه می منطقی جواب بهینه مسئله را

 

 

 ،های ریاضیپژوهش. مسئله ممانعت از درخت پوشای کمینه با هدف ثابت نگه داشتن استراتژی پیرو(. 1404؛ )ملیحه، سیرتیکنو  ؛جواد، طیبی: استناد

11 (1 ،)99 – 120.                  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیدانشگاه ناشر: 

  

mailto:Javadtayyebi@birjandut.ac.ir


 
 

 1404اول، ، شماره یازدهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

102 

 مقدمه

در  انیجر یسازنهیوجود دارد که هدفش به یاصل گریبه عنوان باز رندهیگمیتصم کیشبکه، معمولاً  یسازنهیدر مسائل به

 ییکارا رها،یمنابع و مس یسازنهیبا به کندیتلاش م شود،یشناخته م «رویپ» که به عنوان رندهیگمیتصم نیشبکه است. ا

 .[3] شبکه را به حداکثر برساند

 یریگمیاز تصم یو جذاب دهیچیپ یهاشود که جنبه فیتعر تواندیمسئله ممانعت م کیشبکه،  یسازنهیهر مسئله به یبرا

ه همان اول، ک رندهیگمیهستند. تصم قابلمتناقض در ت یبا اهداف رندهیگمی. در مسائل ممانعت، دو تصمگذاردیم شیرا به نما

 شود،یشناخته م «رهبر»دوم، که به عنوان  رندهیگمیکه تصم ی، در حالعاملی در شبکه است یسازنهیاست، به دنبال به رویپ

 زیماطور خاص و متکه مسائل ممانعت به شودیتضاد اهداف باعث م نیاست. ا رویاختلال در شبکه و ممانعت از پ جادیهدفش ا

 شوند. یشبکه بررس یسازنهیاز مسائل به

نوع  نی. در ا[16] صفر تصور کرد-مجموع یباز کیمسائل ممانعت را به عنوان  توانیاهداف متضاد، م نیوجود ا لیدل به

ساده  یهایکه مسائل ممانعت را از باز یدیکل یژگیو کیبرابر است. اما  یگریبا ضرر د قیبه طور دق کنیباز کیسود  ،یباز

به  یریگمیتصم ،یباز نیدر ا گر،یاست. به عبارت د هایانتخاب استراتژ یمراتبساختار سلسله کند،یم زیصفر متما-مجموع

 کندیم یرهبر، سع یهابا مشاهده انتخاب رویو بعد از آن، پ کندیخود را انتخاب م یصورت است که ابتدا رهبر استراتژ نیا

 ریتفس هایباز هیاستکلبرگ در نظر یهایمدل از باز کیبه عنوان  تواندینوع تعاملات م نیا کند. دایخود را پ نهیبه یاستراتژ

، در است یاستراتژ نییتع یبرا هیاول اراتیاخت ی)رهبر( دارا رندگانیگمیاز تصم یکیاستکلبرگ،  یهای. در باز[17] شود

انتخاب را در پاسخ به  نیبهتر کندیو تلاش م دهدیرهبر، واکنش نشان م ی( پس از مشاهده استراتژروی)پ یگریکه د یحال

 یهاو چالش هایدگیچیبه فهم بهتر پ ک،یاستراتژ یهاو انتخاب یرخطیغ یریگمیتصم یالگو نیاقدامات رهبر انجام دهد. ا

 .کندیشبکه کمک م یسازنهیمربوط به مسائل ممانعت و به

رفته مورد توجه قرار گنیز  یاتیبیترک یسازنهیبهممانعت در دسته مسائل  ی شبکه،سازنهیبهممانعت در مسائل  انیدر م

مبارزه با قاچاق مواد مخدر، اهداف بشردوستانه و  ت،یمانند امن یمختلف یمسائل به طور گسترده در کاربردها نیاست. ا

 دهدیگوناگون نشان م یهانهیخود را در زم تیموضوع اهم نی. ارندیگیقرار م یبه موضوع قاچاق انسان مورد بررس یدگیرس

[7 ،8]. 

گیرد. به طور کلی، دو دسته مسئله بهینه سازی ترکیبیاتی بر ساختار مورد مطالعه قرار می MSTIدر این مقاله مسئله 

 درختان پوشا  بیشتر مورد توجه پژوهشگران است که عبارتند از:
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𝐺دار (: هدف این مسئله یافتن یک درخت پوشا در یک شبکه وزنMST) 1مسئله درخت پوشای کمینه (1 =

(𝑉, 𝐴, 𝑤) های آن کمینه باشد. این مسئله در زمان است که مجموع وزن کمان𝑂(|𝐴| + |𝑉| 𝑙𝑜𝑔 | 𝑉|)  

 .[3] ی کروسکال و پریم قابل حل استهای شناخته شدهبا الگوریتم

ها در مسئله به دنبال کمینه کردن بیشینه وزن کمان (: اینMMST) 2بیشینه-مسئله درخت پوشای کمینه (2

 .[14] شودتوسط یک الگوریتم بازگشتی حل می 𝑂(|𝐴|)درخت پوشا است. این مسئله در زمان

به دنبال یافتن یک MSTI زمینه مسئله در  هیاول مطالعات. [2]برای هر دو حالت بالا قابل تعریف است  MSTIمسئله 

ترین یاتیح که به عنوان شودیوزن در درخت م شیافزا نیشتریبود که حذف آن منجر به بکمان از درخت پوشای کمینه 

ای قابل حل است. گسترش طبیعی این مسئله یافتن شود که این مسئله در زمان چندجملهثابت می .شودیشناخته م کمان

𝑘 شود. این مسئله به عنوانکمان از درخت پوشای کمینه است که حذف آن منجر به بیشترین افزایش در درخت پوشا می 

𝑘–شود که این مسئله به طور قوی شود و ثابت میترین کمان نامیده میحیاتیNP- سخت است. راهکارهای زیادی برای

با  MST. مسئله [4] اندافتهیدر طول زمان توسعه صادفی و موازی حل کارای این مسئله از جمله الگوریتم های ترتیبی، ت

[ 5] عبیشترین کمان حیاتی است. ارتباط بین این دو مسئله در مرج–𝑘یکی از نزیکترین مسائل به مسئله  3کمترین لبه

علاوه . [18، 10ت ]اسهای تقریبی ارائه شده مطالعه شده است. برای حل این مسایل راهکارهای متفاوتی بر اساس الگوریتم

بودند که بر اساس شمارش  𝑂(𝑛𝐾+1) یبا زمان اجرا قیدق تمیالگور کیتوسعه  شگامانیو شن پ انگیل ،یبیتقر یهابر روش

سپس بزگان و همکاران یک الگوریتم شاخه و کران برای مسئله ارائه [. 9] ندبودبیشترین کمان حیاتی –𝑘مسئله  یبراکامل 

 [.4] دادند

رهبر را با  یهانهی. اول، هزکندیم یبررسمختلف بر دو جنبه  دیبا تاکرا  MSTIنسخه ویژه از مسئله  کقاله یم نای

قابل توجه است که اکثر مطالعات روی این مسئله، تابع افزایش هزینه را به صورت یک کند. یمدل مخطی  استفاده از توابع

 [. 6] افزایش هزینه، خطی باشد، فقط یک مطالعه انجام شده است تابع ثابت در نظر گرفته است و در حالتی که تابع

قابل توجه است  ماند.یم یباق نهیوزن به راتییدر مواجهه با تغ یحت نهیبه هیکند که درخت اولیمطالعه فرض م نیدوم، ا

 فرض نیا مطالعه شده است.در نظر گرفته نشده است و برای اولین بار در این مقاله  MSTIکه این فرضیه قبلاً برای مسئله 

 رییتغ یبرا یازهیانگ رویپ، وجود نداردبهتری  یاستراتژ نکهیکند که با توجه به ایم نیتضم رایکند، زیرا به رهبر القا م ماداعت

                                                      

1 Minimum spanning tree 
2 Min-max spanning tree 
3 Minimum edge blocker spanning tree problem 
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حرکت نخست  یمعتبر، برتر یتعهد جادیتا با ا کندیتلاش م کیطور استراتژاستکلبرگ، رهبر به یباز در .خود ندارد یاستراتژ

ثبات و کنترل بلندمدت  ،یریپذینیبشیپ نیتضم یتعهد برا نیکند. ا یریجلوگ رویپ یاستراتژ رییخود را حفظ کرده و از تغ

 در ادامه مهمترین دلایل کاربرد مسئله با در نظر گرفتن فرض جدید ارائه شده است.  است. یضرور یرقابت طیبر مح

را با پیرو پاسخ  تواندیرهبر م رو،یپ کیاستراتژ یهانهیمحدود کردن گز با :ماتیتصم یسازنهیو به یریپذینیبشیپ

کاهش  نی. اآوردیمورد انتظار را فراهم م یهابر اساس واکنش ماتیتصم یسازنهیامر امکان به نیکند، که ا ینیبشیدقت پ

 .شودیم نهیبه یتعادل جهیبه نت یابیو دست رترمؤث یزیرباعث برنامه کیاستراتژ تیعدم قطع

لوب با تعادل مط یگذاشته و باعث هماهنگ ریتأث رویتعهد بر انتظارات پایجاد  :کیاستراتژ یو بازدارندگایجاد تعهد 

متقابل که ممکن است  یاز اتخاذ راهبردها رویپ دهد،یمعتبر را نشان م یکه حرکت رهبر تعهد ی. هنگامشودیرهبر م

از  یریو جلوگ یرقابت تیحفظ مز یبرا زدارندهبا سمیمکان نی. اشودیکند، منصرف م فیرا تضعتصمیمات استراتژیک رهبر 

 است. یدر بازار ضرور یتهاجم یرفتارها

مانند  مخرب بازار یهاییایخطرات مربوط به پو رو،یپ کیاستراتژ یریپذکردن انعطاف محدود :ثبات بازار و کنترل رقابت

 و مقررات محدودکننده دیکه با نوسانات شد یعی. در صنادهدیرا کاهش م دیتول تیگسترش ظرف ایورود به بازار  ،یمتیجنگ ق

 .کندیکمک م ینیبشیقابل پ یاز رفتار رقابت نانیبلندمدت و اطم یبه حفظ سودآور یلیثبات تحم نیمواجه هستند، چن

تر در ستردهگ یاز هدف یناش رویپ یثبات استراتژ نیتضم یرهبر برا زهیانگ :بلندمدت تیتعادل و حفظ مز یسازنهیبه

هبر ر رات،ییو محدود کردن تغ کیاستراتژ طیبه مح یدهمطلوب است. با شکل یتعادل طیو حفظ شرا یباز یهاییایکنترل پو

 .شودیمنجر م داریپا کیکه به سلطه استراتژ کند،ین میکرده و حداکثر پرداخت ممکن را تضم تیبرتر خود را تقو تیموقع

، کنترل بیشتری بر نتیجه نهایی داشته باشد و بتواند پیرواصلی این است که رهبر با اطمینان از پاسخ در واقع هدف 

های ازیشده در ببینیهای پیشتصمیمات بهتری برای حداکثر کردن منافع خود بگیرد، که این همان مفهوم اصلی استراتژی

 .استکلسبرگ است

باشد. به همین ین مسئله یک مدل جدید پیشنهاد شده است که شامل تعداد زیادی محدودیت میبه منظور حل کارای ا

 یحاسباتم جینتا یک مثال عددی و سپسدلیل یک روش حل بر مبنای رویکرد تولید سطر برای مسئله پیشنهاد شده است. 

 شود.یارائه م کردیرو نیعملکرد ا یابیارز یبرا

ریزی ریاضی پیشنهادی ارائه شده تنظیم شده است. در بخش بعد تعریف مسئله و مدل برنامهساختار مقاله به شرح زیر 

است. روش حل مسئله بر مبنای الگوریتم تولید سطر در بخش سوم مقاله تشریح شده است. در بخش چهارم یک مثال عددی 

ی قاله با هدف اثبات کارایی روش پیشنهادبرای تشریح عملکرد الگوریتم ارایه شده است و در بخش پنجم نتایج محاسباتی م
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 ارائه شده است. در بخش ششم جمع بندی و پیشنهاداتی برای تحقیقات آتی در این زمینه ارائه گردیده است. 

 مقدمات و تعریف مسئله. 1

تعریف و مدل  MSTIگردد. سپس مسئله در این بخش ابتدا نمادها و مفاهیم مورد استفاده در ادامه مقاله تشریح می  

 فته شده است. گر [12] شود. تعاریف مقدماتی از منبعارائه می پیشنهادی

𝐺یک شبکه غیرجهت دار و همبند  = (𝑉, 𝐴, 𝑤) را در نظر بگیرید که در آن𝑉  مجموعه رئوس و𝐴 ها مجموعه کمان

,𝑣0ای از رئوس به صورت دنباله  𝑘 نامنفی و قابل تغییر هستند. یک مسیر با طول 𝑤هایاست و وزن 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ 𝑉  

0است به طوری که برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ،(𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐴 اگر همه رئوس .𝑣𝑖  و𝑣𝑗  در این مسیر غیرتکراری باشند، یک

,𝑣0، مسیر شودنمایش داده می 𝐶شود. یک دور )یا دور ساده( که با مسیر ساده حاصل می 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 کمان  با

,𝑣𝑘)اضافی 𝑣0) ∈ 𝐴  .است. یک زیرگراف را همبند گوییم هرگاه بین هر دو راس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد 

𝑇هر زیرگراف همبند  = (𝑉′ ⊆ 𝑉, 𝐴′ ⊆ 𝐴)   از گراف𝐺 شود. اگر که هیچ دوری ندارد یک درخت نامیده می𝑉′ =

𝑉 گاه آن𝑇 یک درخت پوشای𝐺 شود.نامیده می 

𝑉1باشند به طوری که  𝑉دو زیرمجموعه ناتهی از 𝑉2و   𝑉1کنید فرض  ∩ 𝑉2 = هایی . در این صورت مجموعه کمان∅

>شود و با نماد برش نامیده می-𝑉1𝑉2باشد یک  𝑉2و انتهای دیگر آنها در   𝑉1 که یک انتهای آن در 𝑉1, 𝑉2 نشان داده  <

تجزیه  𝑇2و   𝑇1، درخت را به دو زیردرخت 𝑇از درخت  𝑒باشد، حذف هر کمان   𝐺یک درخت پوشای  𝑇اگرشود. می

>باشند. برش   𝑇2و   𝑇1های به ترتیب مجموعه رئوس زیردرخت 𝑉2و  𝑉1کند. فرض کنید می 𝑉1, 𝑉2 را به  𝐺گراف  <

شود. برای هر درخت پوشا از میده مینا 𝑇از درخت  𝑒کمان  امرتبط ب 𝐺کند و مجموعه برش اساسی دو زیرگراف تجزیه می

𝑛توان یک گراف همبند می −  1شکل های درخت تولید نمود. برای درک بهتر مطلب گراف برش اساسی مرتبط با کمان  1

 را در نظر بگیرید: 

 

 [11] : نمونه ای از یک گراف همبند1شکل 
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𝑇با در نظر گرفتن درخت پوشای  = ({𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5}, {𝑒1, 𝑒2, 𝑒6, 𝑒8})  و با حذف کمان𝑒2  از درخت

𝑉1مجموعه  = {𝑣1, 𝑣2}  و𝑉2 = {𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} آید. در این صورت بدست می< 𝑉1, 𝑉2 >= {𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5} 

 شود.نامیده می 𝑇از درخت  𝑒مرتبط با کمان  𝐺مجموعه برش اساسی 

𝐺دار در یک گراف وزن  = (𝑉, 𝐴, 𝑤)  ، وزن درخت پوشای𝑇  های آن به صورت زیر تعریف برابر مجموع وزن کمان

 شود: می

(1) 𝑓(𝑇, 𝑤) = ∑ 𝑤𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇

                                

𝐺 های پوشای گرافمجموعه تمام درخت ℑاگر  = (𝑉, 𝐴, 𝑤)   ،هدف از حل مسئله درخت پوشای کمینه، پیدا باشد

 تواند به صورت زیر بیان شود: باشد. بنابراین، این مسئله میکردن درخت پوشایی با کمترین وزن می

(2) 𝑧(𝑤) = 𝑚𝑖𝑛𝑇∈ℑ 𝑓 (𝑇, 𝑤) 

ایه ها بر پای مشهوری مانند پریم و کروسکال وجود دارد. این الگوریتمچندجمله-های زمانبرای حل این مسئله، الگوریتم

 اند. برقراری شرایط بهینگی زیر طراحی شده

𝐺درخت پوشای کمینه از  ∗𝑇قضیه:  = (𝑉, 𝐴, 𝑤)  است، اگر 

 𝑤𝑖𝑗 ≤ 𝑤𝑘𝑙,       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑇∗, (𝑘, 𝑙) ∈ 𝐶𝑖𝑗                         

,𝑖)برش اساسی مرتبط با کمان درختی  𝐶𝑖𝑗که در آن  𝑗) از𝑇∗  .است 

های کروسکال های کارایی مانند الگوریتمو بر اساس آن روش ساده است MSTمسئله  یبراینگی به طیکه شرا یدر حال

هایی ریزی خطی ارائه شده برای این مسئله شامل محدودیتهای برنامهو پریم برای حل این مسئله ارائه شده است، اکثر مدل

و  فرط( صتل)مخی خط یزیربرنامهمدل  نیحال، چند نیبا ا [.3] کنداست که با افزایش اندازه مسئله به طور نمایی رشد می

 :[1] . آخرین مدل ارایه شده در این زمینه به صورت زیر استگسترش مسئله وجود دارد یبرا کی

(3) min ∑ 𝑤𝑖𝑗 𝑦𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝐸
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(4) ∑ 𝑦𝑖𝑗

𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐸

= {
1       𝑖 ≠ 𝑠
0      𝑖 = 𝑠

       ∀𝑖 ∈ 𝑉 

(5) 𝑣𝑖 ≥ 𝑣𝑗 + 𝑦𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑦𝑖𝑗)        ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 

(6) 𝑣𝑠 = 0 , 1 ≤ 𝑣𝑖 ≤ n − 1         ∀𝑖 ∈ 𝑉 − {𝑠} 

(7) 𝑦𝑖𝑗 ∈ {0,1}      ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸                   

گردد. برای این منظور هر کمال با دو یال رفت و برگشت دار تبدیل میبندی ابتدا گراف به یک گراف جهتدر این فرمول

ی این است نشان دهنده 𝑦𝑖𝑗های گراف است.  متغیر صفر و یک ی مجموعه یالنشان دهنده 𝐸و مجموعه   شودجایگزین می

,𝑖)که آیا کمان  𝑗)  .ی هایبین رودخانهقیاس ایده اصلی پشت مدل پیشنهادی بر اساس به درخت پوشا متعلق است یا خیر

یک تنه. در مدل پیشنهادی، یک گره  هایی که چندین شاخه دارند وو درختچاهک دارند است که چندین منبع و یک 

𝑠 دلخواه ∈ 𝑉   ها یا نمایانگر منابع آب هستند یا نقاط تلاقی میانی. در شود. سایر گرهگذاری میعلامتچاهک به عنوان گره

را  𝑖 سطح آب در گره 𝑣𝑖 یابد. متغیرهای تصمیمتر جریان میهر دو حالت، آب تنها از یک گره در سطح بالاتر به سطح پایین

𝑦𝑖𝑗کند که اگر کند. در واقع این محدودیت تضمین می( از تولید دور در درخت جلوگیری می5د. محدودیت )دهمینشان  =

های کند مجموع کمانتضمین می ( 4بیشتر است. همچنین محدودیت ) 𝑗به اندازه یک واحد از سطح گره  𝑖سطح گره   1

 باید برابر یک باشد.   (𝑠ورودی انتخابی به هر راس )به جز راس 

  تعریف مسئله 1.1

ه سازی هزینه درخت پوشای کمینه به وسیلکه در آن رهبر به دنبال بیشینهشود در این مقاله سناریویی در نظر گرفته می

𝑤𝑖𝑗 ها است. فرض کنیدافزایش وزن کمان
صورت های افزایش یافته باشد که توسط رهبر مشخص شده است. در این وزن ′

 شود: های شدنی رهبر به شکل زیر تعریف میفضای جواب

(8) 𝑊 = {𝑤′ ∈ ℝ|𝐴|: 𝑤𝑖𝑗 ≤ 𝑤𝑖𝑗
′ ≤ 𝑤𝑖𝑗

𝑢      ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, ∑ 𝑟𝑖𝑗(𝑤𝑖𝑗
′ − 𝑤𝑖𝑗)

(𝑖,𝑗)∈𝐴

≤ 𝑅}    

,𝑖)ای است که رهبر برای یک واحد افزایش وزن کمان هزینه𝑟𝑖𝑗 که در آن  𝑗) همچنین  شود.متحمل می𝑅 جه کل بود

کند. محدودیت اول، ها توسط رهبر اعمال میاین رابطه دو محدودیت را برای افزایش هزینه کمان  موجود رهبر است.

,𝑖)محدودیت کران است که میزان حداکثر افزایش هزینه کمان  𝑗)  را محدود به کران بالای𝑤𝑖𝑗
𝑢 کند. محدودیت دوم می

 ینکته ضرور نیتوجه به اباشد.  𝑅ها محدود به مقدار بودجه افزایش همه کمانبایست هزینه محدودیت بودجه است که می
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.)𝑟𝑖𝑗 است که  بحث شتریب اتیمثبت است که در مورد آن با جزئ یقیبه اعداد حق (+ℝ)مثبت  یقیتابع از اعداد حق کی (

 کرد. میخواه

 توان آن را به صورت فشرده زیر نمایش داددر قالب یک مسئله ترکیبیاتی می شده و  نامیده MSTIاین مسئله، مسئله 

[17.]  

(9) max
𝑤′∈𝑊

  min
𝑇∈ℑ

   𝑓 (𝑇, 𝑤′)                      

′𝑤قابل توجه است که این مسئله یک مسئله دوسطحی است که در آن در سطح اول رهبر بردار وزن  ∈ 𝑊  را انتخاب

 [.13]کند های جدید انتخاب میهای جدید را مشاهده کرده و درخت پوشای کمینه را با وزنسپس پیرو، وزنکند. می

و د یسلسله مراتب یباز کیتوان به عنوان یرا م مسئله نیاهای مختلف بررسی کرد. توان در حالترا می MSTIمسئله 

ر گرفته در نظنیز صفر -مجموعتواند به عنوان یک بازی ی میباز نیا ن،یکرد. علاوه بر ا یبندطبقه)بازی استکلبرگ(  نفره

,𝑓(𝑇تابع  رایشود ز 𝑤′)  لتدر دو حا مسئله نی. اگرددیشینه میب گرید کنیتوسط بازهمین تابع و  نهیکم کنیباز کیتوسط 

.)𝑟𝑖𝑗 تابعهای ثابت، در مواجهه با هزینهاست.  یقابل بررس یخط نهیو هزثابت  نهیهز  : شودیم فیتعر زیر به صورت (

(10) 
𝑟𝑖𝑗(𝑤𝑖𝑗

′ − 𝑤𝑖𝑗) = {
𝑐𝑖𝑗 𝑤𝑖𝑗

′ ≠ 𝑤𝑖𝑗

0 𝑤𝑖𝑗
′ = 𝑤𝑖𝑗

                              

 و در حالت خطی تابع به صورت 

𝑟𝑖𝑗(𝑤𝑖𝑗
′ − 𝑤𝑖𝑗) = 𝑚𝑖𝑗(𝑤𝑖𝑗

′ − 𝑤𝑖𝑗)                                     

,𝑖)بیانگر هزینه ثابت تحمیل شده بر افزایش وزن کمان  𝑐𝑖𝑗که در این روابط   خواهد بود 𝑗)   و𝑚𝑖𝑗  بیانگر میزان هزینه

های خطی است زیرا همانطور که خواهید دید افزایش وزن این کمان به اندازه یک واحد است. در این مقاله تمرکز بر هزینه

 توان آن را با کمککرار نیز خطی بوده و در نتیجه میها، مسئله در هر تدر رویکرد مورد استفاده در صورت خطی بودن هزینه

 های مشهوری چون سیمپلکس در زمان منطقی حل نمود.روش

های شود و در پژوهشنیز شناخته می 1های حیاتیهای ثابت به عنوان مسئله بیشترین کمانبا هزینه MSTIمسئله 

ها به صورت خطی مدل سازی شوند، به ندرت در ادبیات هزینهمتعددی این مسئله مورد توجه قرار گرفته است. حالتی که 

بررسی  [6]های خطی فقط در با هزینه MSTIموجود مسئله مطالعه شده است. تا جایی که نویسندگان اطلاع دارند، مسئله 

                                                      

1 Most vital arcs problem 
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𝑂شده است که در آن یک الگوریتم با زمان  (𝑛3𝑚2 𝑙𝑜𝑔 (
𝑛2

𝑚
تعداد  به ترتیب تعداد رئوس و 𝑛و  𝑚که در آن  ((

 های گراف هستند، برای مسئله پیشنهاد شده است. کمان

 کند. های خطی و با اعمال فرض مهم زیر بررسی میرا با هزینه MSTIاین مقاله مسئله 

ی مسئله جواب بهینه ه این درخت درباشد، آنگا 𝑤های اولیه کمینه بر حسب وزن پوشایدرخت  ∗𝑇اگر .1.1فرض 

MSTI ماند. نیز بهینه باقی می 

ها استراتژی خود را تغییر دهد، احتمالاً با یک افزایش غیرمنتظره و ناخواسته در هزینه بخواهداگر پیرو  بر طبق این فرض، 

 زیتیرسد که تغییر استراتژی نه تنها م، پیرو به این نتیجه میبنابراینمواجه خواهد شد.  حاصل از این تغییر یا تأثیرات منفی

 .های بیشتری را برایش به دنبال خواهد داشتندارد، بلکه مشکلات و هزینه برای وی

حاشیه ایمنی باقی یک تواند اطمینان حاصل کند که پیرو در یابد: او میبهینه دست می حلراهاز این رو، رهبر به یک 

 های پنهان ناشی از تغییراتاز بروز هزینهتواند یبنابراین با این رویکرد رهبر مدهند؛ ماند و استراتژی خود را تغییر نمیمی

ه رهبر را کند، بلکها جلوگیری کند. این رویکرد نه تنها ثبات را حفظ میبه استراتژیپیرو دهی نامطلوب و ناخواسته در پاسخ

ار و غیرمنتظره در رفت سازد تا بر روی اهداف و راهبردهای کلان خود تمرکز کند بدون اینکه نگران تغییرات ناگهانیقادر می

  باشد. پیرو

ن داشتسعی در ثابت نگه اگر چه آن در که یابدمی دستمتعارض به طور خلاصه، رهبر با این تدبیر به یک وضعیت 

 یزن را پیرو واکنش در پذیریبینیپیش و ثبات حال عین در اما اضافی بر وی تحمیل کند، استراتژی پیرو ممکن است هزینه

 کند.های ناشی از تغییر استراتژی جلوگیری میو از هزینه کرده تضمین

 بندی نمود:توان مسئله را به شکل زیر فرمولمی (7)-(3بندی ارایه شده در )از فرمول استفادهبا اعمال این فرض و 

(11) max ∑ 𝑤𝑖𝑗 + 𝑥𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇∗

 

(12) ∑ 𝑤𝑖𝑗 + 𝑥𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇∗

≤ 𝑧 

(13) ∑ 𝑟𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

(𝑖,𝑗)∈𝐴

≤ 𝑅 

(14) 0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑤𝑖𝑗
𝑢 − 𝑤𝑖𝑗      ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 
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(15) z = min{ ∑ (𝑤𝑖𝑗 + 𝑥𝑖𝑗) 𝑦𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝐸

 

(16)  ∑ 𝑦𝑖𝑗

𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐸

= {
1       𝑖 ≠ 𝑠
0      𝑖 = 𝑠

       ∀𝑖 ∈ 𝑉 

(17) 𝑣𝑖 ≥ 𝑣𝑗 + 𝑦𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑦𝑖𝑗)        ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 

(18) 𝑣𝑠 = 0 , 1 ≤ 𝑣𝑖 ≤ n − 1         ∀𝑖 ∈ 𝑉 − {𝑠} 

(19)  𝑦𝑖𝑗 ∈ {0,1}      ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸} 

𝑥𝑖𝑗که در آن  = 𝑤𝑖𝑗
′ − 𝑤𝑖𝑗  متغیر صفر و یک .𝑦𝑖𝑗 ی این است که آیا کمان نشان دهنده(𝑖, 𝑗)  به درخت پوشا متعلق

(( هدف ماکزیمم 11بندی نیز دو سطحی بوده که در سطح رهبر )تابع هدف )( این فرمول9است یا خیر. مشابه با مسئله )

𝑤𝑖𝑗به مقدار  𝑤𝑖𝑗با افزایش وزن هر یال از مقدار  ∗𝑇سازی وزن درخت  + 𝑥𝑖𝑗 های کران و بودجه است. با محدودیت

بیشتر از وزن درخت پوشای کمینه حاصل از  مسئله سطح دوم با  ∗𝑇کند که وزن درخت می (  تضمین12محدودیت )

𝑤𝑖𝑗های یالی وزن + 𝑥𝑖𝑗 ( 3نخواهد بود. سطح دوم همان مسئله)-(است که وزن7 ) های یالی آن به𝑤𝑖𝑗 + 𝑥𝑖𝑗  تغییر

افزارهای حل توان به کمک  نرمفر و یک، نمیکرده است. متاسفانه به دلیل دو سطحی بودن و همچنین وجود متغیرهای ص

 بندی را حل نمود.سازی این فرمولکننده مسایل بهینه

 مدل سازی مسئله و الگوریتم تولید سطر .2

 شود. با توجه به اینکهبا ثابت نگه داشتن استراتژی پیرو پیشنهاد می MSTIدر این بخش، یک مدل ریاضی برای مسئله 

 ردد.گهای خطی ارائه میمدل پیشنهادی زیاد است یک الگوریتم تولید سطر برای حل مسئله با هزینههای تعداد محدودیت

در نظر گرفت و به دنبال بدتر کردن این جواب تا حد ∗𝑇 توان استراتژی پیرو را ثابت و برابر ، می1.1با توجه به فرض 

داشته باشند زیرا در این  ∗𝑇 ش وزن این درخت وزنی کمتر از ممکن بود. در عین حال سایر درختان پوشا نیز نباید با افزای

توان انتخاب استراتژی توسط ، میMSTIبر مسئله  1.1برقرار نخواهد بود. بنابراین با تحمیل فرض  1.1صورت نیز فرض 

یر برای این مسئله مدل زهمواره کمینه باقی بماند. بر این اساس  ∗𝑇هایی را اضافه کرد کهپیرو را حذف کرده و محدودیت

 شود:حاصل می

(20) 𝑚𝑎𝑥 𝑓 (𝑇∗, 𝑤′)                                                                    

(21)  𝑓(𝑇∗, 𝑤′) ≤ 𝑓(𝑇, 𝑤′) 𝑇 ∈ ℑ 

(22)  𝑤′ ∈ 𝑊 

 فرم گسترش یافته این مدل به شرح زیر است: 
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(23) 𝑚𝑎𝑥 ∑ 𝑥𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇∗

                                                                                                  

(24)  ∑ 𝑟𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

(𝑖,𝑗)∈𝑇∗

≤ 𝑅 

(25)  ∑ 𝑥𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇∗

− ∑ 𝑥𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇

≤ ∑ 𝑤𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇

− ∑ 𝑤𝑖𝑗

(𝑖,𝑗)∈𝑇∗
  𝑇 ∈ ℑ 

(26)  0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑤𝑖𝑗
′ − 𝑤𝑖𝑗 

ها را باشد، این محدودیتشامل تعداد زیادی محدودیت می MSTIبا توجه به اینکه مدل جدید ارائه شده برای مسئله 

توان با استفاده از الگوریتم تولید سطر به مسئله اضافه نمود. بنابراین برای حل مسئله، الگوریتم تولید سطر به شرح زیر می

 گردد.پیشنهاد می

 MSTIالگوریتم تولید سطر برای حل مسئله  :1الگوریتم     

 های دوم در نظر بگیرید. را بدون مجموعه محدودیت MSTI: فرم گسترش یافته مدل مسئله 1گام 

(𝑥𝑖𝑗): مسئله نتیجه شده از گام اول را با روش سیمپلکس حل کنید تا جواب بهینه 2گام 
∗

 بدست آید.  

𝑤𝑖𝑗یهارا با وزن 𝑇: درخت پوشای کمینه 3گام  + (𝑥𝑖𝑗)
∗
 بدست آورید.   

𝑤𝑖𝑗های و  نسبت به وزن ∗𝑇 𝑇 های: اگر وزن درخت4گام  + (𝑥𝑖𝑗)
∗

با هم برابر باشد متوقف شوید. در غیر این صورت محدودیت  

 بروید.  2را به مسئله اضافه کرده و به گام  𝑇متناظر با درخت 

ریزی خطی بوده و در هر تکرار نیز یک محدودیت خطی مزیت عمده این رویکرد در آن است که مسئله اولیه یک مسئله برنامه

توان برای حل آن از ریزی خطی بوده و میشود در نتیجه مسئله حاصل از هر تکرار یک مسئله برنامهبه مسئله افزوده می

 وریتم های نقطه درونی و همچنین روش مشهور سیمپلکس استفاده نمود. ای از جمله الگرویکردهای زمان چند جمله

عبارتی تولید محدودیت است، که شباهت زیادی با تکنیک بر پایه روش تولید سطر یا به 1رویکرد اتخاذ شده در الگوریتم 

نیست، اما در عین حال خاصیت بهینگی شود الزاماً یک پاسخ شدنی ای که ارائه میتجزیه بندرز دارد. در این روش، پاسخ اولیه

ریزی خطی افزوده ای است که در هر مرحله یک محدودیت جدید به مدل برنامهگونهباشد. فرآیند حل مسئله بهرا دارا می

این روند باعث  گردد، بدون اینکه ویژگی بهینگی از بین برود.شود، که باعث حرکت تدریجی مدل به سمت پاسخ شدنی میمی

شود، چراکه اضافه شدن هر محدودیت جدید موجب بهبود مدل و تدریجی مقدار تابع هدف در تکرارهای مختلف می کاهش
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مشاهده  ∗𝑇رو، با افزایش تعداد تکرارها در فرآیند محاسبات، کاهش وزن درخت گردد. ازاینکاهش مقدار تابع هدف می

𝑤𝑖𝑗شده های اصلاحدرخت کمینه جدید بر اساس وزن منظور تحلیل میزان تأثیر این استراتژی، یکشود. بهمی + (𝑥𝑖𝑗)
∗
  

شود، بیانگر وضعیت درخت کمینه پس از اعمال تغییرات وزنی شناخته می 𝑇شود. این درخت کمینه، که با نام محاسبه می

م ایر این مرحله موفق شدهرسد؛ زیرا دبرسد، فرآیند حل مسئله به نقطه توقف می ∗𝑇اندازه وزن اگر وزن این درخت به است.

دهنده کارآمدی روش تولید سطر در هدایت را با حفظ ویژگی بهینگی، تا حد امکان گسترش دهیم. این امر نشان ∗𝑇درخت 

 . دکنمدل به سمت یک پاسخ شدنی و بهینه است، در حالی که بهبودهای تدریجی در مقدار تابع هدف را نیز تضمین می

 مثال عددی . 3

های این مثال با فرض هزینه شود.، یک مثال عددی ارائه می1بخش، به منظور نمایش عملکرد و صحت الگوریتم  در این

ویسی نو به ویژه رسم نمودار گرافیکی، از زبان برنامه الگوریتمسازی سازی شده است. برای پیادهها شبیهخطی برای کمان

 شده است. استفاده  Matplotlib ی محبوبپایتون و کتابخانه

کمان  28و  9تا  0 هایبرچسبرأس با  10این گراف شامل  کشد.گراف متناظر با مثال عددی را به تصویر می 2شکل 

,𝑖)مشخصات هر کمان ارائه شده است و همچنین پارامترهای هر کمان  1است. در جدول  𝑗)  شامل وزن اولیه(𝑤𝑖𝑗) ،

𝑤𝑖𝑗) حداکثر وزن مجاز
𝑢) یش وزن به ازای هر واحدو هزینه افزا (𝑚𝑖𝑗) باشد.می 

های درختی ی کماندهندههای قرمز رنگ نشان. کماناندشدهبندی ها به دو دسته قرمز و سیاه تقسیم، کمان2شکل در 

 دهند.های اولیه، درخت پوشای کمینه را تشکیل میهستند که ابتدا بر اساس وزن

تکرار به جواب بهینه  10الگوریتم پس از  دهد.شرح می تفصیلرا برای این مثال به  1روند اجرای الگوریتم  2جدول 

های کمینه حاصل از ن جدول، درختدر ای شود.به عبارت دیگر، تنها در تکرار آخر به مساله محدودیتی اضافه می رسد.می

و وزن درخت حاصل از هر تکرار گزارش    (∗𝑇) ی فعلیاند و همچنین وزن درخت بهینهنمایش داده شده 𝑇هر تکرار که با 

هایی نظیر کراسکال و پریم استفاده کرد که در اینجا از الگوریتم 𝑇کنیم که برای تعیین درخت کمینه شده است. یادآوری می

و در آخرین تکرار  63در تکرار اول  ∗𝑇 شود، وزن درختهمانطور که مشاهده می ز الگوریتم کراسکال استفاده شده است. ا

های درخت اولیه شده دلیل این کاهش آن است که در تکرار اول، تمام منابع صرف افزایش وزن کمان یابد.کاهش می 50به 

شود ها توزیع میهای جدید، این منابع به صورت مساوی بین تمام درختدرخت اما در تکرارهای بعدی، با اضافه شدن است.

میزان افزایش وزن هر  3 جدول شود.تا جایی که در نهایت در تکرار آخر، وزن دو درخت برابر شده و الگوریتم متوقف می

 دهد.کمان در هر تکرار را به صورت دقیق نمایش می

کارایی و دقت بالای آن در یافتن جواب بهینه مسئله  یدهندهنشاننتایج حاصل از اجرای الگوریتم بر روی مثال عددی 

توان به عملکرد در هر تکرار و همگرایی الگوریتم به سمت جواب بهینه، می ∗𝑇 با توجه به روند کاهش وزن درخت است.
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 اشت.مناسب الگوریتم در حل مسائل مشابه اطمینان د

 

 . پارامترهای مربوط به مثال عددی1جدول 

 کمان وزن اولیه  حداکثر وزن هزینه واحد

2 11 2 (0,2) 

10 11 4 (0,5) 

6 5 2 (0,6) 

1 12 9 (0,7) 

1 7 5 (0,8) 

10 5 2 (1,2) 

8 7 5 (1,3) 

5 15 6 (1,5) 

9 5 2 (1,6) 

4 8 1 (1,7) 

1 12 5 (2,3) 

10 9 1 (2,4) 

3 8 6 (2,5) 

1 14 7 (2,7) 

9 11 5 (2,8) 

7 9 4 (3,4) 

9 16 9 (3,5) 

6 8 4 (3,6) 

2 11 9 (3,7) 

9 11 10 (3,8) 

2 7 2 (3,9) 

5 10 2 (4,6) 

1 13 6 (4,9) 

3 3 1 (5,6) 

10 5 4 (5,7) 

7 4 1 (6,7) 

3 9 7 (6,9) 

10 11 9 (8,9) 
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 برای مثال عددی 1. اجرای الگوریتم 2جدول 

 Tدرخت کمینه تشخیص داده شده   𝑻وزن درخت  ∗𝑻 وزن درخت   تکرار شماره

1 63 32 (0, 5), (1, 2), (1, 6), (2, 8), (3, 6), (4, 6), (4, 9), (5, 6), (5, 7) 

2 63 48 (0, 6), (1, 2), (1, 3), (1, 6), (2, 8), (2, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

3 56 45 (0, 5), (0, 8), (1, 7), (1, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

4 56 49 (0, 5), (0, 8), (1, 2), (1, 6), (1, 3), (2, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

5 56 48 (0, 6), (0, 8), (1, 7), (1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

6 55 50 (0, 2), (0, 6), (0, 8), (1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

7 55 47 (0, 6), (0, 8), (1, 2), (1, 6), (1, 3), (3, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

8 51 48 (0, 2), (0, 5), (0, 8), (1, 7), (1, 3), (3, 9), (3, 4), (5, 6), (6, 7) 

9 51 49 (0, 2), (0, 6), (0, 8), (1, 7), (1, 3), (3, 9), (3, 4), (5, 6), (6, 7) 

10 50 50 (0, 2), (0, 5), (0, 8), (1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 9), (5, 6), (6, 7) 

 

 برای مثال عددی 1در تکرارهای مختلف الگوریتم  𝒙𝒊𝒋. مقادیر 3جدول

شماره تکرار
 

(0
,2

) 

(0
,5

) 

(0
,6

) 

(0
,7

) 

(0
,8

) 

(1
,2

) 

(1
,3

) 

(1
,5

) 

(1
,6

) 

(1
,7

) 

(2
,3

) 

(2
,4

) 

(2
,5

) 

(2
,7

) 

(2
,8

) 

(3
,4

) 

(3
,5

) 

(3
,6

) 

(3
,7

) 

(3
,8

) 

(3
,9

) 

(4
,6

) 

(4
,9

) 

(5
,6

) 

(5
,7

) 

(6
,7

) 

(6
,9

) 

(8
,9

) 

1 9 0 3 0 2 0 0 0 0 7 0 8 0 0 0 5 0 0 0 0 5 0 0 2 0 3 0 0 

2 9 5 3 0 2 3 0 0 3 7 0 8 0 0 0 5 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

3 9 0 3 0 0 3 2 0 3 2 0 8 0 0 6 5 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

4 5 0 3 0 0 3 2 0 3 6 7 8 0 0 6 5 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

5 9 5 3 0 2 3 2 0 3 0 7 8 0 0 6 5 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

6 1 4 3 0 2 3 2 0 3 7 7 8 0 0 6 5 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

7 6 4 3 0 2 3 2 0 3 7 7 8 0 0 6 0 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

8 2 0 3 0 2 3 2 0 3 3 7 8 0 0 6 4 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

9 2 3 3 0 2 3 2 0 3 3 7 8 0 0 6 4 0 4 0 0 5 8 7 2 1 3 0 0 

10 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
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 گراف متناظر با مثال عددی: 2شکل 

 

 های تصادفینمونهنتایج محاسباتی بر . 4 

ها بر دهیم. تمامی آزمایشپیشنهادی ارائه می در این بخش، نتایج محاسباتی مختلفی را برای ارزیابی عملکرد الگوریتم    

 گیگابایت 8و   1.80GHzبا فرکانس  Intel Core i7-8550U پردازنده و  11 عامل ویندوزتاپ با سیستمروی یک لپ

RAM  به همراه سه کتابخانه اصلی 3.11.5ها، از پایتون نسخه سازی الگوریتمی پیادهاند. براانجام شده Matplotlib  نسخه

1.3.1 ،Pulp   و 1.8.0نسخه NetworkX   هایکتابخانه. استفاده شده است 1.8.1نسخه NetworkX  وMatplotlib  

برای حل و رایگان های معروف یکی از کتابخانه Pulp روند، در حالی کهها به کار میبه ترتیب برای مدیریت و ترسیم شبکه

 .سازی است. تمامی نتایج از میانگین مقادیر مربوط به ده شبکه با اندازه و چگالی یکسان استخراج شده استمسائل بهینه

این  نیم.کای استفاده میهای دوجملههای تصادفی به نام گرافهای تصادفی، از یک دسته خاص از گرافبرای ایجاد گراف

𝑝  و  𝑛ها با تعیین دو پارامتر گراف ∈ ,𝑖) احتمال وجود هر یال 𝑝 ها وتعداد گره  𝑛  شوند، که در آنتولید می [0,1]  𝑗) 

شود تا جایی که به ازای مقدار یک، تر میاز صفر به یک افزایش یابد، گراف متراکم  𝑝باشد. بنابراین، هرچه مقداردر گراف می

 گردد.گراف کامل تبدیل می گراف به یک

کنیم. سپس، برای تولید ای را ایجاد میبدون جهت دوجمله گرافبرای تولید یک نمونه تصادفی از مسئله، ابتدا یک 
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 کنیم: استفاده می  پارامترها با مقادیر صحیح، از توزیع احتمال یکنواخت به صورت زیر

𝑤𝑖𝑗 ∼ 𝑈(1, 𝑛)                       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, 

𝑚𝑖𝑗 ∼ 𝑈(1, 𝑛)                       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, 

𝑤𝑖𝑗
𝑢 ∼ 𝑤𝑖𝑗 + 𝑈(1, 𝑛)            ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, 

𝑅 ∼ 𝑈(1, 𝑛3)                         ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, 

تا  0.2و تغییرات چگالی از  100تا  20نتایج عددی به دست آمده از اجراها را بر اساس تغییرات تعداد رئوس از  4جدول 

دهند، با افزایش تعداد رئوس و چگالی، تعداد تکرارها و زمان اجرای الگوریتم طور که نتایج نشان میدهد. هماننمایش می 0.8

ویژه، کند. بهزمان اجرا را براساس تغییر در اندازه مسئله ارائه می تتغییرانمودار  3شکل یابد. در این زمینه، نیز افزایش می

 .بین تعداد رئوس و زمان اجرا است 2.5دهنده وجود یک رابطه درجه ای نشانخط روند نمای چند جمله

 

 

 ای: نمودار مقایسه زمان اجرا بر نمونه های تصادفی دوجمله3شکل 
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 ایهای تصادفی دوجملهنتایج عددی بر نمونه: 4جدول 

 تعداد رئوس

N 

 احتمال وجود یال

p 

هاتعداد یال  

M 

 تعداد محدودیت ها تعداد متغیرها

 )تعداد تکرارها(

 زمان

)ثانیه(   

20 0/2 42 39/6 15/2 2/61 

 0/4 84 75/4 29/4 3/97 

 0/6 126 117/2 33/4 4/05 

 0/8 168 156/2 38/2 4/64 

40 0/2 164 149/8 68/6 8/40 

 0/4 328 300 93/6 12/13 

 0/6 492 471/4 113/6 15/29 

 0/8 656 621/8 144/6 20/99 

60 0/2 366 364/6 177 27/08 

 0/4 732 703 227/6 36/99 

 0/6 1098 1053 343/2 64/86 

 0/8 1464 1409/8 328/2 63/08 

80 0/2 648 645/4 448/8 92/45 

 0/4 1296 1262/2 447/4 97/19 

 0/6 1944 1894 605/4 149/02 

 0/8 2592 2524/8 518 123/91 

100 0/2 1010 1000/6 616/8 157/37 

 0/4 2020 2005/8 775/4 229/65 

 0/6 3030 2972/6 825/4 266/11 

 0/8 4040 3976/6 862 291/47 
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دهد که افزایش تعداد رئوس در گراف تأثیر مستقیمی نشان می 4و نتایج محاسباتی در جدول  3شکل شده در نمودار ارائه

ای است که روند تغییرات زمان اجرا به طور تقریبی یک تابع درجه سوم به گونه افزایشبر زمان اجرای الگوریتم دارد. این 

ویژه در مواردی یابد، بهدهد که با رشد اندازه گراف، زمان پردازش افزایش مینسبت به تعداد رئوس است. این امر نشان می

های گراف نیز نقش قابل توجهی در تغییر زمان لکه تعداد رئوس به مقدار زیادی برسد. علاوه بر تأثیر تعداد رئوس، چگالی یا

یابد، اما تأثیر این افزایش نسبت به تغییر تعداد رئوس ها، زمان اجرای الگوریتم افزایش میاجرا دارد. با افزایش چگالی یال

 است.تر محسوس کم

 بندینتیجه گیری و جمع. 5

ها پرداخته و تعاملات بین دو بازیکن با اهداف متضاد را تحلیل در چارچوب نظریه بازی MSTIاین مقاله به بررسی مسئله 

ا به کند تها، تلاش میسازی درخت پوشای خود بوده و رهبر با افزایش وزن کمانکند. در این زمینه، پیرو به دنبال بهینهمی

خواهد درخت بهینه اولیه به وضعیت بهینه باقی بماند، ای رفتار پیرو را دچار چالش کند. مسئله در صورتی که رهبر بگونه

 سازی شده است. مدل

های خطی پیشنهاد شده است، مبتنی بر یک رویکرد الگوریتم جدیدی که برای حل این مسئله با در نظر گرفتن هزینه

دهنده شانده در این مطالعه نشتولید سطر است که توانسته به بهبود کارایی حل این مسئله کمک کند. نتایج محاسباتی ارائه

 .ندکهای بالقوه آن را برای کاربردهای عملی تأیید میعملکرد مطلوب روش پیشنهادی در شرایط مختلف است و قابلیت

شده قادر است در یک تعداد تکرار محدود و طی یک زمان اجرای منطقی های عددی بیانگر آن است که الگوریتم ارائهبررسی

 .)تقریبا با مرتبه زمانی درجه سوم(، پاسخ بهینه مسئله را محاسبه نماید

ختلف در نظر گرفتن شرایط م شود که تحقیقات بیشتری در زمینه گسترش این مدل باهای آتی، پیشنهاد میبرای پژوهش

نظامی، اقتصادی و اجتماعی انجام شود. همچنین، بررسی سناریوهای مختلف با تغییر پارامترهای موثر، مانند تعداد بازیکنان 

ائل سازی جدید برای حل مسهای بهینهتری از این مسئله کمک کند. توسعه الگوریتمتواند به فهم عمیقها، میو ساختار هزینه

پیشنهادی در  هایسازی مدلهای تحقیقاتی مفید باشد. نهایتاً، پیادهتواند از دیگر زمینههای بیشتر نیز میابه با پیچیدگیمش

 .های کاربردی و عملی بیشتری در این حوزه شودتواند منجر به دریافت بینشدنیای واقعی و ارزیابی نتایج آنها می

 قدردانی

شک نقطه نظرات ارزشمندشان در بهبود دارند. بینی خود را از داوران محترم اعلام مینویسندگان مقاله مراتب قدردا

 کیفیت مقاله نقش بسزایی داشته است. 
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