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Introduction  

  This paper explores the interplay between almost contact metric structures     and 

poly-Norden structures on Riemannian manifolds. By leveraging an almost 

contact metric structure, we derive an induced poly-Norden structure and vice 

versa. The study focuses on the integrability conditions of these induced structures 

and their geometric properties, supported by non-trivial examples.                                          

The almost contact metric structure, a well-studied framework on odd-         

dimensional Riemannian manifolds, includes important subclasses such as 

cosymplectic, Sasakian, and Kenmotsu manifolds. These structures have 

significant applications in physics, particularly in cosmology, relativity, and 

gravity. On the other hand, poly-Norden manifolds, introduced as a generalization 

of almost complex and almost contact structures, are defined by a (1,1)-tensor 

field 𝑷 satisfying 𝑷𝟐 = 𝒎𝑷 − 𝑰, where 𝑚 is a real constant. 

 

Our main results include: 

Induced Structures 

We demonstrate that every almost contact metric structure (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) on a 

Riemannian manifold 𝑴 induces two unique poly-Norden structures 𝑃1 and 𝑃2, 

given by: 

    𝑃1 = 𝑞𝐼 + (2𝑞
∗ −𝑚)𝜂 ⊗ 𝜉      ,     𝑃2 = 𝑞

∗𝐼 + (2𝑞 − 𝑚)𝜂 ⊗ 𝜉, 

 where 𝑞 and 𝑞∗ are roots of the polynomial 𝑥2 −𝑚𝑥 + 1 = 0. 

Integrability Conditions 

We establish that the integrability of the induced poly-Norden structure 𝑷 is                   

equivalent to the closedness of the 1-form 𝜂. Specifically, 𝑷 is integrable if and 

only if 𝑑𝜂 = 0. 

Parallelism 

For the Levi-Civita connection 𝛻, we show that ∇𝑋𝜉 = 0 holds if and only if 

∇𝑋𝑃 = 0, indicating a parallelism condition for the induced structure. 
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 Examples 

 Non-trivial examples are provided to illustrate the theoretical      results, including 

a Euclidean space equipped with a specific poly-Norden structure and a 3-

dimensional almost contact metric manifold. 

 Dimensional Case 

In the 3-dimensional setting, we prove that a poly-Norden manifold (𝑀, 𝑃, 𝑔)    
with an eigenvector 𝜉 of 𝑃 induces an almost contact metric structure (𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔), 
where 𝜑 is constructed using the eigenbasis of 𝑃. 

The paper concludes by highlighting the significance of these findings in bridging 

the gap between almost contact metric and poly-Norden geometries, offering new 

insights into their mutual relationships and potential applications in differential 

geometry and mathematical physics. 
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 منیفلد با متریک تقریبا سایا،

 پذیری.انتگرال

 

آوریم. همچنین نردن را  به دست می-در این مقاله  با استفاده از ساختار تقریبا سایا، یک ساختار القایی پلی
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 مقدمه

 تقریبا طالعه قرار گرفته است، ساختارفرد، مورد بررسی و م بعد با ریمانی منیفلد یک روی بر مهمی که ساختارهای یکی از   

تقریبا  منیفلدهای بین در مهم و شده شناخته بسیار دسته سه 3موتسوکن و 2ساساکی ،1همتافته-دو سایاست. منیفلدهای

های کیهان شناسی، اغلب این ساختارها کاربردهای زیادی در علوم مختلف به ویژه در فیزیک و در زمینه .]6[ سایا هستند

. از جمله، تحت شرایط خاصی این منیفلدها مجهز به متریک انیشتینی هستند که ]2،3،13[ نسبیت و گرانش دارند نظریه

اشاره کرد  که شرط  [10] توان به مطالعات الزاک . در این میان می]1،9[دارای اهمیت به سزایی در هندسه و فیزیک است

ی مشتق با مطالعه [8]چنین در مرجع هم .کندیبا سایا را بررسی میلازم و کافی برای نرمال بودن ساختار با متریک تقر

 دست آمده است.بندی کاملی از این منیفلدها بهفرمی اساسی روی منیفلدهای با متریک تقریبا سایا دسته-2کوواریان و 

معرفی  مقالات و ها کتاب در راخی هایسال در نیز سایا تقریبا ساختار و-fمنیفلدهای  از های دیگریاز طرفی دیگر، تعمیم 

ریشه مثبت   𝑞فرض کنید  .]5،4[ کرد اشاره نردن پلی و 4طلایی منیفلدهای به توانمی هاآن بین و بررسی شده است که از

𝑥2ای ی چند جملهمعادله −𝑚𝑥 + 1 = 𝑞است، یعنی به عبارتی داریم   0 =
𝑚+√𝑚2−4

2
ریشه منفی این معادله را  .

∗𝑞ای به فرم مزدوج گونه دهیم که در تساوینشان می ∗𝑞با  =
𝑚−√𝑚2−4

2
= 1 − 𝑞 منیفلدهای ]12[ کندصدق می .

کند، معرفی ای فوق صدق میدر چندجمله 𝑃( میدان تانسوری 1،1عنوان نوع جدیدی از منیفلدها که در آن )نردن به-پلی

مختلف، این ساختار  های𝑚شود که به ازای مطالعه قرار گرفته است. ملاحظه می اند و  خواص این نوع از منیفلدها موردشده

نیز زیرمنیفلدهایی از این نوع منیفلدها  [11]ساختار است. در مرجع -fتعمیمی از ساختارهای، تقریبا مختلط، تقریبا سایا و 

ا منیفلدهای تقریبا سایا دارند، ما دراین مقاله نردن و ارتباطی که ب-بررسی شده است. با توجه به جدید بودن منیفلدهای پلی

ها را بررسی نموده و از هریک از این نوع منیفلدها دیگری را القا نموده و ساختار آن برآنیم که خواص هندسی بیشتری از آن

 را به دست آوریم.

 

 نردن و تقریبا سایا متریک-ساختارهای پلی .1

,𝑀)فرض کنید  [12]. 1.1تعریف 𝑔) منیفلدنردن روی -ریمانی است. یک ساختار پلی یمنیفلد 

 (𝑀, 𝑔)میدان تانسوری𝑃  کنداست که در تساوی زیر صدق می  (1،1) از نوع 

                                                           
1 Cosymplectic manifold 
2 Sasakian  
3 Kenmotsu 
4 Golden manifold 
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𝑃2 = 𝑚𝑃 − 𝐼,                                     (1.1)             

,𝑀)صورت دراین عملگر همانی است. 𝐼که در آن  𝑃) اگر برای هرشود. ینامیده م نردن-منیفلد پلی  𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤(𝑇𝑀)  

 زیر برقرار باشد تساوی

𝑔(𝑃 𝑋, 𝑃 𝑌 ) =  𝑚𝑔(𝑃 𝑋, 𝑌 ) −  𝑔(𝑋, 𝑌 ), 

,𝑔(𝑃𝑋 در تساوی اخیر داریم 𝑋به جای  𝑃𝑋با قرار دادن  .نامیمسازگار می𝑃- را 𝑔متر ریمانی  𝑌 ) =  𝑔(𝑋, 𝑃𝑌 ). 

 نامیم هرگاه تانسور نیجنهیوس آن صفر باشد، یعنیپذیر میرا انتگرال𝑃 نردن -ساختار پلی [12]. 1.2تعریف

𝑁𝑃(𝑋, 𝑌) = 𝑃
2[𝑋, 𝑌] + [𝑃𝑋, 𝑃𝑌] − 𝑃[𝑃𝑋, 𝑌] − 𝑃[𝑋, 𝑌] = 0. 

= 𝛻𝑃با𝑃 نردن -پذیری ساختار پلیانتگرال  روی چویتا-التصاق لوی 𝛻 هم ارز است که در آن   0

(𝑀, 𝑔)  .است  

𝑃:ℝ2𝑛 نگاشت  را با   ℝ2𝑛دسی فضای اقلی.  1.3مثال → ℝ2𝑛شود را درکه به صورت زیر تعریف می 

 یرید.نظر بگ

𝑃(𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛) = (𝑞𝑥1, … , 𝑞𝑥𝑛, 𝑞
∗𝑦1, … , 𝑞

∗𝑦𝑛) 

,ℝ2𝑛) در این صورت  𝑃)نردن است-لد پلیفیک منی. 

,𝑀) ی فرد بعدی منیفلد ریمان [6]. 1.4ف تعری 𝑔) منیفلد  نامیم، اگر بر روی اینتقریبا سایا میبا متریک را منیفلد

 وجود داشته باشد به طوری که 𝜂فرمی 1-و  𝜉میدان برداری ، 𝜑انسور ت-(1،1)

𝜑2 = −𝐼 +  𝜂 ⊗  𝜉, 𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌 ) =  𝑔(𝑋, 𝑌 ) −  𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 ),     𝜂(𝜉) = 1  

 تقریبا سایا تساوی های زیر برقرار استبا متریک لد همچنین روی هر منیف

𝜑𝜉 = 0 ,      𝜂𝑜𝜑 = 0. 

 شودبه صورت زیر تعریف می𝑀 تقریبا سایا با متریک روی منیفلد  𝛷رمی اساسی ف-2

𝛷(𝑋, 𝑌 ) =  𝑔(𝑋, 𝜑𝑌 ). 

,𝜑)  یتقریبا سایابا متریک ساختار  𝜉, 𝜂, 𝑔)شود هرگاه برای هرنرمال نامیده می 𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤(𝑀) داشته باشیم 

𝑁(𝑋, 𝑌) = [𝜑, 𝜑](𝑋, 𝑌) + 2𝑑𝜂(𝑋, 𝑌)𝜉 = 0, 

,𝜑] که در آن  𝜑]وس از هیتانسور نیجن 𝜑است. 

 

 را با متر زیر در نظر بگیرید𝐸3 فضای اقلیدسی . 1.5مثال
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𝑔 =
1

4
(
1 + 𝑟2 0 −𝑟
0 1 0
−𝑟 0 1

), 

,𝜑) تقریبا سایا با متریک ار ساخت است.𝐸3 روی  یک تابع 𝑟 که در آن  𝜉, 𝜂) را روی 𝐸3کنیمبه صورت زیر تعریف می، 

𝜑 = (
0 1 0
−1 0 0
0 𝑟 0

)    ,   𝜂 = (−
1

2
𝑟 0

1

2
)      ,    𝜉 = (

0
0
2
) , 

,𝐸3) گیریم که با محاسبه ای مستقیم نتیجه می 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) تقریبا سایا استبا متریک یک منیفلد. 

,𝜑)تقریبا سایا با متریک ساختار  [5]  .1.6یفتعر 𝜉, 𝜂, 𝑔)  روی منیفلد𝑀 

= 𝛷شود اگر نامیده می ساساکی  )الف  𝑑𝜂   و ساختار (𝜑, 𝜉, 𝜂)نرمال باشد. 

= 𝛻𝛷شود اگر دوهمتافته نامیده می  )ب  𝑑𝜂 = ,𝜑) و ساختار   0 𝜉, 𝜂)نرمال باشد. 

𝑑𝛷  شود اگرنامیده می موتسوکن  )پ = 2𝜂˄𝛷و 𝑑𝜂 = ,𝜑) و ساختار  0 𝜉, 𝜂)نرمال باشد. 

 .مفید هستند [6,7] تقریبا سایا منابع با متریک ی منیفلدهای برای اطلاعات بیشتر درباره

 

 نردن سایای القایی از ساختار با متریک تقریبا سایا-. منیفلدهای پلی2

,𝜑) تقریبا سایا با متریک هر ساختار  .2.1ه قضی 𝜉, 𝜂, 𝑔)روی منیفلد ریمانی 𝑀 ،نردن-دو ساختار پلی 

 .کند که این دو ساختار یکتا هستندصورت زیر القا میبه

  𝑃1 = 𝑞𝐼 + (2𝑞
∗ −𝑚)𝜂⦻𝜉,     𝑃۲ = 𝑞

∗𝐼 + (2𝑞 −𝑚)𝜂⦻𝜉.              (1.2)         

,𝜑) فرض کنید .  برهان 𝜉, 𝜂, 𝑔) روی منیفلد ریمانی  ا سای تقریبابا متریک  یساختار 𝑀  اختار تقریبا پلیاست. س-

,𝑀) روی منیفلد 𝑃نردن  𝑔) کنیمتعریف میصورت زیر را به 

𝑃 =  𝑎𝐼 +  𝑏𝜂 ⊗  𝜉, 

,𝑎که در آن  𝑏 اعداد حقیقی ناصفر هستند. بنابراین 

𝑃2 = 𝑎2𝐼 + 𝑏(2𝑎 + 𝑏)𝜂⦻𝜉, 

 داریم( 1.1) حال با توجه به تساوی 

𝑃2 = (𝑚𝑎 − 1)𝐼 + 𝑚𝑏𝜂⦻𝜉 
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,𝑋 از طرفی برای هر  .آیددست میبه( 1.2)  یرابطه با برابر قرار دادن دو عبارت اخیر تساوی های 𝑌 ∈

 𝛤(𝑇𝑀)داریم𝑔(𝜑𝑋, 𝑌 )  =  −𝑔(𝑋, 𝜑𝑌 )   تنها اگراگر 𝑔(𝑃 𝑋, 𝑌 ) =  𝑔(𝑋, 𝑃𝑌 ). 

 

,𝜑)  تقریبا سایار با متریک ی ساختااشد که به وسیلهنردن دیگری ب-ساختار تقریبا پلی𝐵 حال فرض کنید  𝜉, 𝜂, 𝑔) روی

                                                             داشت شود، پس خواهیمالقا می 𝑀منیفلد 

𝐵2 =  𝑚𝐵 −  𝐼,       𝐵𝜉 =  𝑞𝜉,      𝐵𝜉 =  𝑞∗𝜉, 

𝑖 برای    ∈ 𝐵𝑃𝑖داریم {1,2}  =  𝑃𝑖𝐵  زیرا اگر𝐵  به صورت 𝐵 = 𝑡𝐼 +  𝑠𝜂 ⊗  𝜉که در آن  دباش𝑡, 𝑠 

∋ 𝑋 اعدادحقیقی ناصفر هستند، در این صورت برای هر   𝛤(𝑇𝑀)خواهیم داشت. 

𝐵𝑃𝑖𝑋 =  𝐵(𝑎𝑋 +  𝑏𝜂(𝑋)𝜉)                                         
=  𝑎𝑡𝑋 + (𝑎𝑠 +  𝑏(𝑡 +  𝑠))𝜂(𝑋)𝜉 

=  𝑃𝑖(𝑡𝑋 +  𝑠𝜂(𝑋)𝜉) =   𝑃𝑖𝐵𝑋, 

𝑖 از طرفی دیگر برای ∈  داریم {1,2}

𝐵2 − 𝑃2 = 𝑚(𝐵 − 𝑃𝑖) = (𝐵 − 𝑃)(𝐵 + 𝑃),                                            

= 𝐵در نتیجه داریم  𝑚𝐼 − 𝑃𝑖 یا                                                                             . 𝐵 =  𝑃 

,𝑀) فرض کنید . 2.2تعریف 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) نردن-تقریبا سایا است. هر یک از ساختارهای پلیبا متریک منیفلد 

𝑃1 = 𝑞𝐼 + (2𝑞
∗ −𝑚)𝜂⦻𝜉,     𝑃۲ = 𝑞

∗𝐼 + (2𝑞 − 𝑚)𝜂⦻𝜉,      

𝑖 به ازایو نردن سایا -را ساختار پلی = ,𝜑 )با ساختار   𝑀منیفلد 1,2 𝜉, 𝑃𝑖 , 𝑔)  نامیممی 1نردن سایا-را منیفلد پلی. 

𝑖،نردن تقریبا سایای -بر روی منیفلد پلی. 2.3نتیجه   = 1,2    ،(𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑃𝑖 , 𝑔) داریم . 𝑃1 + 𝑃2 = 𝑚𝐼   

 داریم 2.2برهان. با توجه به تعریف 

𝑃1 + 𝑃2 = 𝑞𝐼 + (2𝑞
∗ −𝑚)𝜂⦻𝜉 + 𝑞∗𝐼 + (2𝑞 −𝑚)𝜂⦻𝜉   

                                     = (𝑞 + 𝑞∗)𝐼 + (2𝑞∗ −𝑚 + 2𝑞 −𝑚)𝜂⦻𝜉                                     

                       = 𝑚𝐼.                                                                                       

,𝑃1نتایج بدست آمده برای جایی که تمامیآن از 𝑃2  برقرار است پس کافیست تنها حالت𝑃 = 𝑃1  .را بررسی کنیم 

 

,𝑀) فرض کنید  .2.4گزاره  𝜑, 𝜉, 𝑃, 𝑔)نردن سایا است. در این صورت تساوی زیر-یک منیفلد پلی 

,𝑋 برای هر  𝑌 ∈  𝛤(𝑀)برقرار است 

𝑁𝑃(𝑋, 𝑌) = (𝑚
2 − 4)(𝑑𝜂(𝜉, 𝑌)𝜂(𝑋) + 𝑑𝜂(𝑋, 𝜉)𝜂(𝑌) − 𝑑𝜂(𝑋, 𝑌))𝜉 

   = −(𝑚2 − 4)𝑑𝜂(𝜑2𝑋, 𝜑2𝑌)𝜉.                                     
 داریم 2.1با استفاده ار تعریف تانسور نیجنهیوس و قضیه برهان. 

                                                           
1 Contact poly-Norden manifold 



 
 

 1404اول، ، شماره یازدهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

92 

          𝑁𝑃(𝑋, 𝑌) = 𝑃
2[𝑋, 𝑌] + [𝑃𝑋, 𝑃𝑌] − 𝑃[𝑃𝑋, 𝑌] − 𝑃[𝑋, 𝑃𝑌]

= 𝑚𝑞∇𝑋𝑌 −𝑚𝑞∇𝑌𝑋 +𝑚(2𝑞
∗ −𝑚)𝜂[𝑋, 𝑌]𝜉 − ∇𝑋𝑌 + ∇𝑌𝑋 + 𝑞

2∇𝑋𝑌

+ 𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝑋𝜂(𝑌)𝜉 + 𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑌)∇𝑋𝜉 + (2𝑞
∗ −𝑚)𝜂(𝑋)𝑞∇𝜉𝑌

+ (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜉𝜂(𝑌)𝜉 
          +(2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)∇𝜉𝜉 − 𝑞

2𝛻𝑌𝑋

− 𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝑌𝜂(𝑋)𝜉                                      

          −𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑋)𝛻𝑌𝜉 − (2𝑞
∗ −𝑚)𝜂(𝑌)𝑞𝛻𝜉𝑋

− (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑌)𝜉𝜂(𝑋)𝜉            

 −(2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝛻𝜉𝜉 − 𝑞
2𝛻𝑋𝑌 − 𝑞(2𝑞

∗ −𝑚)𝜂(𝛻𝑋𝑌)𝜉                            

−𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑋)𝛻𝜉𝑌 − (2𝑞
∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜂(𝛻𝜉𝑌)𝜉 + 𝑞

2𝛻𝑌𝑋                          

+(2𝑞∗ −𝑚)𝑞𝜂(𝛻𝑌𝑋)𝜉                                                                                                

                  +(2𝑞∗ −𝑚)𝑌𝜂(𝑋)𝑞𝜉 + (2𝑞∗ −𝑚)2𝑌𝜂(𝑋)𝜉 + (2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑋)𝑞𝛻𝑌𝜉         
          +(2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜂(𝛻𝑌𝜉)𝜉 − 𝑞

2𝛻𝑋𝑌 − (2𝑞
∗ −𝑚)𝑞𝜂(𝛻𝑋𝑌)𝜉              

−𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝑋𝜂(𝑌)𝜉                                                                           
                            −(2𝑞∗ −𝑚)2𝑋𝜂(𝑌)𝜉 − 𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑌)𝛻𝑋𝜉

− (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑌)𝜂(𝛻𝑋𝜉)𝜉 + 𝑞
2𝛻𝑌𝑋 + 𝑞(2𝑞

∗ −𝑚)𝜂(𝛻𝑌𝑋)𝜉

+ 𝑞(2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑌)𝛻𝜉𝑋 + (2𝑞
∗ −𝑚)2𝜂(𝑌)𝜂(𝛻𝜉𝑋)𝜉

= (2𝑞∗ −𝑚)(𝑚 − 2𝑞)𝜂[𝑋, 𝑌]𝜉 + (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜉𝜂(𝑌)𝜉

− (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑌)𝜉𝜂(𝑋)𝜉 − (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑋)𝜂[𝜉, 𝑌]𝜉

+ (2𝑞∗ −𝑚)2𝑌𝜂(𝑋)𝜉 − (2𝑞∗ −𝑚)2𝑋𝜂(𝑌)𝜉

− (2𝑞∗ −𝑚)2𝜂(𝑌)𝜂[𝑋, 𝜉]𝜉 
             = (2𝑞∗ −𝑚)2(𝜉𝜂(𝑌) − 𝜂[𝜉, 𝑌])𝜂(𝑋)𝜉                                                              
              +(2𝑞∗ −𝑚)2(−𝜉𝜂(𝑋) − 𝜂[𝑋, 𝜉])𝜂(𝑌)𝜉                                                      

−(2𝑞∗ −𝑚)2(𝑋𝜂(𝑌) − 𝑌𝜂(𝑋) − 𝜂[𝑋, 𝑌])𝜂(𝑋)𝜉                        

     = (𝑚2 − 4)(𝑑𝜂(𝜉, 𝑌)𝜂(𝑋) + 𝑑𝜂(𝑋, 𝜉)𝜂(𝑌) − 𝑑𝜂(𝑋, 𝑌))𝜉           

 پردازیمحال به اثبات تساوی دوم می

−(𝑚2 − 4)𝑑𝜂(𝜑2𝑋, 𝜑2𝑌)𝜉 = −(𝑚2 − 4)𝑑𝜂(−𝑋 +  𝜂(𝑋)𝜉, −𝑌 + 𝜂(𝑌)𝜉)𝜉

= −(𝑚2 − 4)(𝑑𝜂(𝑋, 𝑌) − 𝑑𝜂(𝑋, 𝜉)𝜂(𝑌) − 𝑑𝜂(𝜉, 𝑌)𝜂(𝑋)

+ 𝑑𝜂(𝜉, 𝜉)𝜂(𝑋)𝜂(𝑌))𝜉

= (𝑚2 − 4)(−𝑑𝜂(𝑋, 𝑌) + 𝑑𝜂(𝑋, 𝜉)𝜂(𝑌) + 𝑑𝜂(𝜉, 𝑌)𝜂(𝑋))𝜉. 

 

,𝑀) فرض کنید . 2.5گزاره  𝜑, 𝜉, 𝑃, 𝑔) نردن سایا است. در این صورت -یک منیفلد پلی𝑃 هرگاه  پذیر استانتگرال 

𝜂 بسته باشد. 

 .حکم برقرار است 2.4 با توجه به گزاره . برهان
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,𝑀) اگر . 2.6 نتیجه 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)موتسو باشد. در این صورت-هم تافته یا تقریبا کن-یک منیفلد تقریبا دو 

(𝑀, 𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔) پذیر استنردن سایای انتگرال-منیفلد پلی. 

 .حکم برقرار است 2.4 و گزاره1.6 با توجه به تعریف. برهان

 

,𝑀) د فرض کنی .2.7لم  𝜑, 𝜉, 𝑃, 𝑔)زیر برقرار است یرابطهنردن سایا است. در این صورت -یک منیفلد پلی 

𝜑𝑃 =  𝑃𝜑 =  𝑞𝜑.  
𝑋برای هر  2.2ف . با توجه به تعریبرهان ∈ 𝛤(𝑇𝑀) داریم 

𝜑𝑃𝑋 = 𝜑(𝑞𝑋 + (2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑋)𝜉) = 𝑞𝜑𝑋 + (2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝑋)𝜑𝜉 = 𝑞𝜑𝑋, 

 .برقرار است  2.2 تعریف هقسمت دوم تساوی نیز با توجه ب

𝑃𝜑𝑋 = 𝑞𝜑𝑋 + (2𝑞∗ −𝑚)𝜂(𝜑𝑋)𝜉 = 𝑞𝜑𝜉. 

,𝑀,𝜙)  فرض کنید. 2.8گزاره  𝜉, 𝑃, 𝑔)نردن تقریبا سایا است. اگر-لییک منیفلد پ 𝛻 التصاق لوی - 

,𝑋 باشد، در این صورت برای هر  𝑀چویتا روی  𝑌 ∈ 𝛤(𝑀)داریم 

(∇𝑋𝑃)𝑌 = (2𝑞
∗ −𝑚)(𝑔(𝑌, ∇𝑋𝜉) + 𝜂(𝑌)∇𝑋𝜉). 

 داریم 1.2های با استفاده از رابطهبرهان. 

             (∇𝑋𝑃)𝑌 = ∇𝑋𝑃𝑌 − 𝑃∇𝑋𝑌

= 𝑞∇𝑋𝑌 + (2𝑞
∗ −𝑚)(𝑋𝜂(𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑌)∇𝑋𝜉) − 𝑞∇𝑋𝑌

− (2𝑞∗ −𝑚)𝜂(∇𝑋𝑌)𝜉

= (2𝑞∗ −𝑚)((𝑔(∇𝑋𝑌, 𝜉) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝜉))𝜉 + 𝜂(𝑌)∇𝑋𝜉

− (2𝑞∗ −𝑚)𝑔(∇𝑋𝑌, 𝜉)𝜉 
= (2𝑞∗ −𝑚)(𝑔(𝑌, 𝛻𝑋𝜉) + 𝜂(𝑌)𝛻𝑋𝜉).                                             

 

,𝑀)فرض کنید . 2.9قضیه  𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑃, 𝑔)  صورت برای ایننردن تقریبا سایا است. در-یک منیفلد پلی𝑋, 𝑌 ∈

𝛤(𝑀) چویتای -و التصاق لوی∇ ،∇𝑋𝜉 = 𝑌(𝑋𝑃∇)اگروتنها اگر    0 = 0. 

,𝑋فرض کنید برای هر  برهان. 𝑌 ∈ 𝛤(𝑇𝑀)  داشته باشیم(∇𝑋𝑃)𝑌 =  داریم 2.8صورت با توجه به گزاره ایندر، 0

𝑔(𝑌, 𝛻𝑋𝜉) + 𝜂(𝑌)𝛻𝑋𝜉 = 0, 

𝑌دهیم حال در تساوی فوق قرار می ≔ 𝜉 صورت داریمایندر 

𝑔(𝜉, 𝛻𝑋𝜉) + 𝜂(𝜉)𝛻𝑋𝜉 = 0, 

                                𝛻𝑋𝜉 = 0, 

𝛻𝑋𝜉 ،حال به عکس فرض کنید  =  حکم برقرار است. 2.8با توجه به گزاره صورت ایندر 0

 

 داریم 2.1را در نظر بگیرید. با استفاده از قضیه  1.5مثال . 2.10مثال 
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𝑃1 = (

𝑞 0 0
0 𝑞 0

−𝑟(2𝑞∗ −𝑚) 0 𝑞∗
)    ,   𝑃2 = (

𝑞∗ 0 0
0 𝑞∗ 0

−𝑟(2𝑞 − 𝑚) 0 𝑞
), 

𝑖واضح است که برای  = 𝑃𝑖داریم  1,2
2 = 𝑚𝑃𝑖 − 𝐼. 

,𝑈)برای کارت مختصاتی، 𝜂فرمی -1با توجه به تعریف  (𝑥𝑖))
 داریم   

𝜂 = −
1

2
𝑟𝑑𝑥1 +

1

2
𝑑𝑥3    ,     𝑑𝜂 = 𝑟2𝑑𝑥2˄𝑑𝑥1 + 𝑟3𝑑𝑥3˄𝑑𝑥1, 

𝑟𝑖که در آن  =
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
 آوریم.ست میدای مستقیم، مقادیر زیر را بهبا محاسبه .

∇ 𝜕
𝜕𝑥1 

𝜉 =

(

 
 

𝑟𝑟3
1
2 𝑟2

𝑟2𝑟3
)

 
 
    ,   ∇ 𝜕

𝜕𝑥2

𝜉 =

(

 
 
−
1
2 𝑟2

0

−
1
2 𝑟𝑟2

)

 
 
   ,   ∇ 𝜕

𝜕𝑥3

𝜉 = (

−
1
2
𝑟3

0
−𝑟𝑟3

), 

𝑟2گیریم که اگر دست آمده، نتیجه میحال با توجه به مقادیر به = 𝑟3 = 𝑑𝜂صورت این، در0 = 𝑋𝜉∇  و 0 = 0  ،

 پذیر و موازی است.انتگرال 𝑃این رابطه به این معناست که 

 

 

 بعدی 3نردن -نردن سایا القایی از ساختار پلی-منیفلدهای پلی .3

,𝑀)فرض کنید  𝑃, 𝑔) بعدی و  3 نردن-منیفلد پلی𝜉 یکه یبردار ویژه 𝑃 یهوابسته به مقدار ویژ 

(𝑞 یا) 𝑞∗  یعنی باشد(𝑃𝜉 = 𝑞𝜉 یا) 𝑃𝜉 = 𝑞∗𝜉   فرمی -1و𝜂  را برای هر𝑋, 𝑌 ∈ 𝛤(𝑇𝑀)  صورتهب  

𝜂(𝑋)  =  𝑔(𝑋, 𝜉) گیریم به طوری که در نظر می 𝜂(𝜉)  = ، هستند جایی که دو عبارت فوق معادل هماز آن 1

𝑃𝜉 تنها حالتجا . در اینحالت ها را بررسی کنیماین توانیم یکی از می = 𝑞∗ 𝜉 فرض کنید  .گیریمدر نظر می را

𝜇2 و 𝜇1 ی بردارهای ویژه𝑃 ی وابسته به مقدار ویژه𝑞 هایفرمی-1. هستند که به بردار یکه تبدیل شده اند  𝑖 ∈

{1,2}، 𝜔𝑖 ای هر بر را𝑋 ∈ 𝛤(𝑇𝑀)  به صورت 𝜔𝑖(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝜇𝑖) بنابراینکنیم می تعریف. 𝜔𝑖(𝜇𝑖) = با   1

 توجه به توضیحات فوق گزاره زیر برقرار است.

 

,𝑀)فرض کنید . 3.1گزاره  𝑃, 𝑔) نردن است، و بردارهای -یک منیفلد تقریبا پلی{𝜉, 𝜇1, 𝜇2}   بردارهای معرفی شده

,𝜉}صورت در بالاست. دراین 𝜇1,𝜇2} ای یکامتعامد روی پایه𝑀 .است 

,𝑀) کنید فرض .3.2 قضیه 𝑃, 𝑔) سایا تقریبا متریک با ساختار یک صورتدراین. است نردن-پلی تقریبا منیفلد یک 

(𝜑, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  روی 𝑀 آن در که شودمی القا 𝜑 = 𝜇2˄𝑔𝜇1 هر برای کهطوریبه 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) 
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(𝑋˄𝑔𝑌)𝑍 = 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌. 

 کند.صدق می  1.4با تعریف فوق در تعریف  𝜑دهیم که نشان مین. برها

,𝜉}جایی که از آن 𝜇1,𝜇2}  بردارهای پایه هستند پس برای هر𝑋 ∈ 𝛤(𝑇𝑀)   داریم 

𝑋 = 𝜂(𝑋)𝜉 + 𝜔1(𝑋)𝜇1 + 𝜔2(𝑋)𝜇2, 
 لذا داریم

𝜑2الف(  = 𝐼 + 𝜂 ⊗ 𝜉 زیرا 

𝜑2𝑋 = 𝜑 ((𝜇2˄𝑔𝜇1)𝑋) = 𝜑(𝑔(𝜇1, 𝑋)𝜇2 − 𝑔(𝜇2, 𝑋)𝜇1) 

       = 𝜔1(𝑋)𝜑(𝜇2) − 𝜔2(𝑋)𝜑(𝜇1)                                  

         = 𝜔1(𝑋) (𝜇2˄𝑔𝜇1(𝜇2)) − 𝜔2(𝑋) (𝜇2˄𝑔𝜇1(𝜇1))      

         = 𝜔1(𝑋)(𝑔(𝜇1, 𝜇2)𝜇2 − 𝑔(𝜇2, 𝜇2)𝜇1                           
          −𝜔2(𝑋)(𝑔(𝜇1, 𝜇1)𝜇2 − 𝑔(𝜇2, 𝜇1)𝜇1                             
          = −𝜔1(𝑋)𝜇1 − 𝜔2(𝑋)𝜇2                                                

                  = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉.                                                                       

𝜑𝜉ب(  = 𝜂(𝜉) و 0 = 1 

𝜉 = 𝜂(𝜉)𝜉 + 𝜔1(𝜉)𝜇1 + 𝜔2(𝜉)𝜇2 = 𝜂(𝜉)𝜉, 

𝜂(𝜉)در نتیجه  = 1. 

𝜑𝜉 = (𝜇۲˄𝑔𝜇۱)𝜉 = 𝑔(𝜇۱, 𝜉)𝜇۲ − 𝑔(𝜇۲, 𝜉)𝜇۱ = 𝜔۱(𝜉)𝜇۲ − 𝜔۱(𝜉)𝜇۱ = 0. 

= 𝜂 𝑜 𝜑 دهیمپ(حال نشان می 0 

𝜑𝑋 = 𝜂(𝑋)𝜑𝜉 + 𝜔1(𝑋)𝜑𝜇1 + 𝜔۲(𝑋)𝜑𝜇۲                                                        
                      = 𝜔۱(𝑋)(𝑔(𝜇۱ , 𝜇۱)𝜇۲ − 𝑔(𝜇۲ , 𝜇۱)𝜇۱ + 𝜔۲(𝑋)(𝑔(𝜇۱ , 𝜇۲)𝜇۲ − 𝑔(𝜇۲ , 𝜇۲)𝜇۱ 

= 𝜔۱(𝑋)𝜇۲ − 𝜔۲(𝑋)𝜇۱.                                                                         
 حال با توجه به تساوی فوق داریم

𝜂(𝜂𝑋) = 𝜔۱(𝑋)𝜂(𝜇۲) − 𝜔۲(𝑋)𝜂(𝜇۱)                                            
 = 𝜔۱(𝑋)𝑔(𝜇۲, 𝜉)  − 𝜔۲(𝑋)𝑔(𝜇۱, 𝜉) = 0.                   

𝜑𝑋ت( در پایان با توجه به تساوی  = 𝜔1(𝑋)𝜇2 − 𝜔2(𝑋)𝜇1دهیم، نشان می 

 𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌) ست.برقرار ا 

 

𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = 𝑔(𝜔1(𝑋)𝜇2 − 𝜔2(𝑋)𝜇1, 𝜔1(𝑌)𝜇2 − 𝜔2(𝑌)𝜇1) 

                        = 𝜔1(𝑋)𝜔1(𝑌)𝑔(𝜇2, 𝜇2) + 𝜔1(𝑋)𝜔2(𝑌)𝑔(𝜇2, 𝜇1) 
                      −𝜔2(𝑋)𝜔1(𝑌)𝑔(𝜇1, 𝜇2) + 𝜔2(𝑋)𝜔2(𝑌)𝑔(𝜇1, 𝜇1) 

= 𝑔(𝑋, 𝜇1)𝜔1(𝑌) + 𝑔(𝑋, 𝜇2)𝜔2(𝑌)  
= 𝑔(𝑋,𝜔1(𝑌)𝜇1 + 𝜔2(𝑌)𝜇2)             
= 𝑔(𝑋, 𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉)                               
= 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌).                      
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,𝜑)ساختار  𝜉, 𝜂, 𝑔)  نامیم.می تقریبا سایابا متریک نردن -پلیی فوق را نیز ساختار القا شده 

,𝑋   در این بخش برای هر میدان برداری𝜑 تانسور -(1،1) و  𝛷اساسی   فرمی-2با توجه به تعریف  𝑌 ∈  𝛤(𝑇𝑀)  

 داریم

𝛷(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋,𝜔1(𝑌)𝜇2 −𝜔2(𝑌)𝜇1) 

                    = 𝜔2(𝑋)𝜔1(𝑌) − 𝜔1(𝑋)𝜔2(𝑌) 

= 𝜔2˄𝑔𝜔1(𝑋, 𝑌).            

 

𝑑𝛷بعدی تساوی  3برای هر منیفلد با متریک تقریبا سایا  .3.3تذکر = 2𝑑𝜂˄ 𝜑 .برقرار است 

 

 موارد زیر معادلند. 𝑀بعدی  3برای یک منیفلد با متریک تقریبا سایا  [10]. 3.4گزاره 

,𝜑)تار با متریک تقریبا سایا الف( ساخ 𝜉, 𝜂, 𝑔) .نرمال است 

𝜑𝑋𝜉∇ب( = 𝜑∇𝑋𝜉. 

𝛻𝑋 𝜉پ(  = −𝛼𝜑
2 𝑋 − 𝛽𝜑𝑋. 

2𝛼است و  𝑀چویتا روی -التصاق لوی ∇که در آن  = 𝑑𝑖𝑣 𝜉 , 2𝛽 = 𝑡𝑟(𝜑∇𝜉). 

 

 های زیر برقرار است.ویتسا 𝑀بعدی نرمال  3برای یک منیفلد با متریک تقریبا سایا  [10]. 3.5نتیجه 

∇𝜉𝜉 = 0 , 𝑑𝜂 = 𝛽𝛷. 

 

 نردن با متریک سایا نرمال است اگر و تنها اگر-منیفلد پلی. 3.6گزاره

∇𝜉 = 𝛼∑𝜔𝑖⦻𝜇𝑖 + 𝛽𝜇1˄𝑔𝜇2.

2

𝑖=1

 

𝑋و تساوی   3.4با استفاده از گزاره برهان.  = 𝜂(𝑋)𝜉 + 𝜔1(𝑋)𝜇1 + 𝜔2(𝑋)𝜇2 هر برای 𝑋 ∈ 𝛤(𝑇𝑀) ،

 داریم

𝛻𝑋𝜉 = −𝛼𝜑
2𝑋 − 𝛽𝜑𝑋 = −𝛼(−𝜔1(𝑋)𝜇1 − 𝜔2(𝑋)𝜇2) + 𝛽(𝜇1˄𝑔𝜇2)𝑋

= 𝛼∑𝜔𝑖(𝑋)𝜇𝑖 + 𝛽(𝜇1˄𝑔𝜇2)𝑋.

2

𝑖=1

 

 نردن با متریک تقریبا سایا  -منیفلد پلی. 3.7قضیه 

𝜉∇الف( ساساکی است اگر و تنها اگر  = 𝜇1˄𝑔𝜇2. 

𝜉∇تافته است اگر و تنها اگر هم-ب( دو = 0. 

𝜉∇موتسو است اگر و تنها اگر -پ( کن = ∑ 𝜔𝑖⦻𝜇𝑖
2
𝑖=1. 

 اگر تنها و تقریبا سایا ساساکی است اگربا متریک نردن -منیفلد پلی  1.6 با توجه به تعریفبرهان. 
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𝛷 =  𝑑𝜂 ,    𝛻𝜉 = 𝛼∑𝜔𝑖⦻𝜇𝑖 + 𝛽𝜇1˄𝑔𝜇2

2

𝑖=1

, 

𝑑𝛷با توجه به تساوی سمت چپ  = 𝛼 آوریمدست میترتیب بهبه 3.5و نتیجه  3.3لذا با استفاده از تذکر   0 = و  0

𝛽 = 𝜉∇در تساوی فوق داریم  𝛽 و 𝛼در نتیجه با جایگذاری . 1 = 𝜇1˄𝑔𝜇2. 

 تنها اگر و هم تافته است اگر-منیفلد دو ب(

𝑑𝜂 = 𝑑𝛷 = 0   ,     𝛻𝜉 = 𝛼∑𝜔𝑖⦻𝜇𝑖 + 𝛽𝜇1˄𝑔𝜇2

2

𝑖=1

, 

𝛼آوریم دست میترتیب بهبه 3.5و نتیجه 3.3با استفاده از تذکر  = 𝛽 = 𝜉∇و در نتیجه داریم  0 = 0. 

 راگ تنها و موتسو است اگر-کننردن-منیفلد پلیپ( 

 𝑑𝜂 = 𝑑𝛷   و   0 = 2𝜂˄𝛷   و     𝛻𝜉 = 𝛼 ∑ 𝜔𝑖⦻𝜇𝑖 + 𝛽𝜇1˄𝑔𝜇2
2
𝑖=1 , 

= 𝛼آوریم  به ترتیب به دست می 3.5 و نتیجه 3.3 با استفاده از تذکر = 𝛽و  1  در نتیجه داریم  0

.∇𝜉 = ∑ 𝜔𝑖⦻𝜇𝑖
2
𝑖=1 

 

 نتیجه گیری .4

 

ختارها، از جمله منیفلدهای با توجه به اهمیت ساختارهای تقریبا سایا و انواع مختلف منیفلدهای شامل این دسته از سا

-موتسو و دوهمتافته، در این مقاله به ارتباط این نوع منیفلدها با منیفلدهای جدیدی به نام منیفلدهای پلیساساکی، کن

چنین ی دیگر به دست آمد و بالعکس. همعلاوه، با کمک یک دسته از این نوع منیفلدها، ساختاردستهنردن پرداخته شد. به

 تر گردد.دست آمده روشنها و نتایج بههایی غیر بدیهی سعی شد گزارهالبا بیان مث
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