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Introduction 

Let 𝐴 and 𝐵 be algebras. We say that a linear map 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 preserves 

products at a given point 𝑤 ∈ 𝐴 if 

 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝑤    ⟹   𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦).                    (H) 

The map 𝜙 preserves Jordan products at a given point 𝑤 ∈ 𝐴 if 

 
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑤   ⟹   𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦),             (J) 

where 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑥 is the Jordan product on 𝐴.  
 A linear map 𝜙 is called a homomorphism (Jordan homomorphism), if 𝜙 

preserves products (preserves Jordan products) at all elements of 𝐴.  

  Obviously, any homomorphism is a Jordan homomorphism, however, the 

converse is false in general, see [12]. 

     Let 𝐴 be algebra and 𝑋 be an 𝐴-bimodule. The linear map 𝜎: 𝐴 ⟶ 𝑋 is  

called a derivation if for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,       

𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝑦 + 𝑥𝜎(𝑦), 

and it is called a Jordan derivation if all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 

𝜎(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜎(𝑥) ⦁ 𝑦 + 𝑥 ⦁ 𝜎(𝑦), 

where "⦁" denotes the Jordan product on 𝑋. Clearly, Any derivation is a 

Jordan derivation, but the converse is fails. It is shown that every continuous 

Jordan derivation from 𝐶∗-algebra 𝐴 into any Banach 𝐴-bimodule 𝑋 is a 

derivation [9]. 

The linear map 𝜎: 𝐴 ⟶ 𝑋 is called a derivation at a given point 𝑤 ∈ 𝐴 if 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝑤   ⟹    𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝑦 + 𝑥𝜎(𝑦),         (D) 

and it is called a Jordan derivation at 𝑤 ∈ 𝐴 if  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑤   ⟹    𝜎(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜎(𝑥) ⦁ 𝑦 + 𝑥 ⦁ 𝜎(𝑦).       (JD) 

  Characterizing linear maps, especially, homomorphisms, derivations and 

their Jordan versions on Banach algebras at a point 𝑤 ∈ 𝐴 is maybe one of the 
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most studied linear preserver problems, see for example [1,3,4,5,7,11,13] and 

references therein. 
   Clearly, every homomorphism (Jordan homomorphism) preserves products 

(preserves Jordan products) at all point 𝑤 ∈ 𝐴, however, the converse is not 

true, see Example 4.1. Now there is a question that whether condition (H) or 

(J) implies that 𝜙 is a homomorphism or Jordan homomorphism. A similar 

question can be posed about condition (D) or (JD). 
   Recently, the author in [13] proved under some mild conditions that if 𝐴 is 

unital with unit 𝟏, and a continuous linear map 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 between Banach 

algebras satisfies in condition (J) at the point 𝑤 = 𝟏, then 𝜙 is a Jordan 

homomorphism. The continuous surjective linear map between 𝐶∗-algebras 

that satisfies a mid-condition was considered in [1]. Maps between Banach 

algebras satisfying in condition (H) or (J) at 𝑤 = 0 are discussed in [3]. It is 

proved in [10] that the linear map 𝜎: 𝐴 ⟶ 𝑋 is a Jordan derivation if and only 

if it is a derivation at 𝑤 = 𝟏. Moreover, the condition (D) or (JD) were studied 

for von Neumann algebras and 𝐶∗-algebras at 𝑤 = 0, [11]. 

 

In this paper, by idea of the material above, we study Jordan homomorphism 

at the identity products and under certain condition, we prove that if a linear 

map 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 between unital Banach algebras satisfies in condition (H) or 

(J) at 𝑤 = 𝟏, then 𝜙 is a Jordan homomorphism. We also characterize 

continuous linear map 𝜎: 𝐴 ⟶ 𝑋 satisfying derivation equation with 𝑥𝑦 = 𝟏. 

 

Main Results  

The followings are the main results of our paper. In fact, we consider the 

question of characterizing Jordan homomorphisms and Jordan derivations by 

action at the identity products on Banach and 𝐶∗-algebras. 

  

Theorem: If a continuous linear map 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 satisfies in condition (H) at 

𝑤 = 𝟏, then 𝜙 is a Jordan homomorphism multiplied by ϕ(𝟏). 

 

  As a consequence we get the following results. 

 

Corollary: Let 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 be a continuous linear map satisfying in condition 

(H) at 𝑤 = 𝟏.  If ϕ(𝟏) = 𝟏, then ϕ is a Jordan homomorphism. 

 

Corollary: Let 𝐴 and 𝐵 be two unital 𝐶∗-algebras and let 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 be a 

continuous linear map satisfying  

 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,   𝑥 ∘ 𝑦∗ = 𝟏  ⟹   𝜙(𝑥 ∘ 𝑦∗) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦)∗. 

If ϕ(𝟏) = 𝟏, then ϕ is a Jordan ∗-homomorphism. 

 

Theorem: Let 𝐴 be a unital 𝐶∗-algebra and 𝑋 be a Banach 𝐴-bimodule. If a 

continuous linear map 𝜎: 𝐴 ⟶ 𝑋 satisfies in condition (D) at 𝑤 = 𝟏, then 𝜎 is 

a Jordan derivation. 

 

Conclusion 

The following conclusions are obtained from this research. 



 Let 𝐴 be a unital Banach algebra with unit 𝟏 and let 𝐵 be a Banach 

algebra. Then every continuous unital linear map 𝜙: 𝐴 ⟶ 𝐵 which 
preserves products at 𝑤 = 𝟏 is exact a Jordan homomorphism. 

  

 Let 𝐴 be a unital Banach algebra with unit 𝟏 and let 𝑋 be a Banach 

𝐴-bimodule. Then every continuous derivation at 𝑤 = 𝟏 is exact a 

Jordan derivation. 
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 مقدمه

:𝜙جبرهای باناخ مختلط و  𝐵و 𝐴فرض کنید  𝐴 ⟶ 𝐵 این صورت  یک نگاشت خطی باشد. در𝜙 نامیده  یک همریختی

,𝑥،برای هرهرگاه  شودمی 𝑦 ∈ 𝐴 

𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦). 

,𝑥، برای هرهرگاه  شودژوردان نامیده می یک همریختی 𝜙چنین، هم 𝑦 ∈ 𝐴 

𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦),                                                            (†) 

𝑥که در آن  ∘ 𝑦 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑥  بیانگر ضرب ژوردان عناصر𝑥  و𝑦 در 𝐴با جایگذاری باشد. می𝑦 = 𝑥  برای ، (†)در رابطه

𝑥،هر ∈ 𝐴 شود کهنتیجه می 𝜙(𝑥2) = 𝜙(𝑥)2 هر. برعکس، اگر رابطه اخیر برای𝑥 ∈ 𝐴  برقرار باشد، آنگاه با

𝑥جایگذاری + 𝑦  جای به𝑥 بنابراین،  شود.حاصل می (†)، تساوی𝜙 هرژوردان است اگر وتنها اگر برای  یک همریختی،𝑥 ∈

𝐴  رابطه𝜙(𝑥2) = 𝜙(𝑥)2  ًبرقرار باشد. هر همریختی یک همریختی ژوردان است، درحالی که عکس این موضوع لزوما

 .[12]برقرار نیست 

:𝜙 نگاشت خطی     𝐴 ⟶ 𝐵 ضرب در نقطه حافظ حاصل𝑤 ∈ 𝐴 شود اگرنامیده می  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝑤     ⟹    𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦),                                            (H) 

𝑤ضرب ژوردان در نقطه و حافظ حاصل ∈ 𝐴 شود اگرنامیده می 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑤     ⟹    𝜙(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦),                                  ( J) 

𝑤در نقطه ( ضرب ژوردانحاصل)ضرب واضح است که هر همریختی )همریختی ژوردان( حافظ حاصل    ∈ 𝐴  است، ولی

 اکنون این سوال مطرح است که تحت چه شرایطیملاحظه شود(.  4.1عکس این مطلب در حالت کلی برقرار نیست )مثال 

 است؟  همریختی یا یک همریختی ژوردانیک  𝜙که کند ایجاب می (J)یا  (H)رابطه 

به عنوان مثال، روابط کنند، اخیراً در منابع زیادی مورد مطالعه قرار گرفت. صدق می (J)یا  (H)هایی که در شرایط نگاشت 

(H)  یا(J)  برای حالت𝑤 = یک یکریختی  𝜙مطالعه و تحت شرایط خاصی ثابت شد که ] 3[بین جبرهای باناخ یکدار در  0

ابت شد ث  ]2[ در بررسی شد.] 1[ها در جبر-∗𝐶ضرب صفر بین های ژوردان حافظ حاصلهمریختیچنین، همژوردان است. 

 یکدار، صادق در شرط یعملگر یجبرها نیب سوییدو یخطکه هر نگاشت 

𝑥𝑦 = 0   ⟺    𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦), 

 . ی از یک یکریختی جبری استمضرب

:𝜎مدول باشد. نگاشت خطی -𝐴یک  𝑋یک جبر و  𝐴فرض کنید         𝐴 ⟶ 𝑋 هر شود اگر برای یک اشتقاق نامیده می

،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  
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𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝑦 + 𝑥𝜎(𝑦), 

,𝑥،هر شود هرگاه برای و یک اشتقاق ژوردان نامیده می  𝑦 ∈ 𝐴  

𝜎(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜎(𝑥) ⦁ 𝑦 + 𝑥 ⦁ 𝜎(𝑦), 

یک اشتقاق ژوردان  𝜎توان نشان داد که ژوردان می . همانند همریختینشان دهنده ضرب مدولی ژوردان است "⦁"که در آن 

𝑥،هراست اگر وتنها اگر برای  ∈ 𝐴 تساوی  

𝜎(𝑥2) = 𝜎(𝑥)𝑥 + 𝑥𝜎(𝑥), 

ثابت کرد که  1جانسونبرقرار باشد. هر اشتقاق یک اشتقاق ژوردان است، ولی عکس این مطلب در حالت کلی درست نیست.  

 ].9[یک اشتقاق است  𝑋باناخ مدول -𝐴به  𝐴جبر -∗𝐶هر اشتقاق ژوردان پیوسته از 

:𝜎 نگاشت خطی 𝐴 ⟶ 𝑋  یک اشتقاق در نقطه𝑤 ∈ 𝐴 شود اگرنامیده می 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝑤     ⟹    𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝑦 + 𝑥𝜎(𝑦),                                      (D) 

𝑤و یک اشتقاق ژوردان در نقطه   ∈ 𝐴 شود اگرنامیده می 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑤   ⟹    𝜎(𝑥 ∘ 𝑦) = 𝜎(𝑥) ⦁ 𝑦 + 𝑥 ⦁ 𝜎(𝑦).                              (JD) 

𝑤واضح است که هر اشتقاق، یک اشتقاق در نقطه     ∈ 𝐴 هایی که در شرایط است. نگاشت(D)  یا(JD) کنند، صدق می

:𝜎ثابت شد که نگاشت خطی ] 10[. به عنوان مثال، در در دهه اخیر مورد توجه پژوهشگران زیادی قرار گرفت 𝐴 ⟶ 𝑋 

جبرهای  برای (JD)و  (D) چنین، روابط. همباشد 𝐴یک اشتقاق در همانی جبر  𝜎اگروتنها اگر یک اشتقاق ژوردان است 

𝑤برای حالت  جبرها-∗𝐶 و فون نیومان = های دوخطی، با بکارگیری نگاشت ]6[در  2قهرمانی ].11[اند بررسی شده 0

 ]4,5,7,8[های خطی به منابع مطالعه کرد. برای مطالعه بیشتر در مورد نگاشتهای ژوردان در نقطه صفر را ها و اشتقاقاشتقاق

 مراجعه شود.

𝑎جبر باشد. عنصر-∗𝐶یک𝐴  فرض کنید ∈ 𝐴  نامند اگررا خودالحاق می𝑎 = 𝑎∗ مجموعه همه عناصر خودالحاق .𝐴  را با

𝐴𝑠𝑎 دهیم. فرض کنیدنشان می  𝐴 و  𝟏یکدار با واحد𝑋  یک∗-𝐴-باشد.  باناخ مدول 

𝑤ضرب ژوردان( در نقطه ضرب )حاصلحاصلخطی پیوسته حافظ  هایدر این مقاله، دو رده از نگاشت           = را  𝟏

تحت باشد. می 𝑋 مدول باناخ-𝐴-∗به  𝐴جبر -∗𝐶و رده دوم از 𝐵و  𝐴های جبر-∗𝐶بینهای رده اول کنیم. نگاشتبررسی می

  اشتقاق هستند.-∗همریختی ژوردان و کلاس دوم -∗های کلاس اول دهیم که نگاشتشرایط خاص نشان می

 

                                                           
1 Johnson 
2 Ghahramani 
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 های ژوردان همریختی. 1

𝑤ضرب ژوردان در نقطه ضرب یا حاصلحاصلحافظ های خطی پیوسته بین جبرهای باناخ که این بخش به نگاشت   = 𝟏 

 باشند، اختصاص داده شده است.می

:𝜙یکدار باشد. اگر 𝐴های باناخ و جبر 𝐵و 𝐴 فرض کنید . 1.1 قضیه 𝐴 ⟶ 𝐵 که  طورییک نگاشت خطی پیوسته باشد به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝟏     ⟹    𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦), 

𝑥،برای هردر این صورت   ∈ 𝐴 

𝜙(𝑥)2 = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑥2). 

𝑎فرض کنید  .اثبات ∈ 𝐴  یک عنصر دلخواه باشد. برای هر𝑡 ∈ ℝ ،دهیم قرار می 𝑥 = 𝑒𝑖𝑡𝑎و . 𝑦 = 𝑒−𝑖𝑡𝑎  در این

.صورت 𝑥𝑦 =  بنابراین،  𝟏

𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎) = 𝜙(𝟏). 

 آوریم:به دست می 𝑡گیری نسبت به متغیر با مشتق

𝜙(𝑖𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎) + 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(−𝑖𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎) = 0.                                     (1)   

𝑡با جایگذاری  =  شود.، تساوی زیر حاصل می(1)در رابطه  0

𝜙(𝑎)𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑎),         𝑎 ∈ 𝐴.                                     (2) 

 شود.، تساوی زیر حاصل می𝑡، نسبت به متغیر (1)گیری از رابطه با مشتق

𝜙(𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎) + 𝜙(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(−𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎) =  

𝜙(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎) + 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎)𝜙(−𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎).               (3) 

𝑡با جایگذاری  =  ، داریم:(3)در رابطه  0

𝜙(𝑎2)𝜙(𝟏) + 𝜙(𝑎)𝜙(−𝑎) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑎) + 𝜙(𝟏)𝜙(−𝑎2).                

 شود که، نتیجه می(3)و  (2)با استفاده از روابط 

𝜙(𝑎)2 = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑎2),         𝑎 ∈ 𝐴. 

 گردد.اثبات کامل می بنابراین،

:𝜙جبر باناخ یکدار و دو  𝐵و  𝐴فرض کنید  .2.1نتیجه  𝐴 ⟶ 𝐵 طوری که  یک نگاشت خطی پیوسته باشد به 
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𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝟏     ⟹    𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦). 

𝜙(𝟏)اگر  =  یک همریختی ژوردان است.  𝜙، آنگاه 𝟏

:𝜙جبر باناخ یکدار و دو  𝐵و  𝐴فرض کنید  .3.1 ۀملاحظ 𝐴 ⟶ 𝐵 طوری که  یک نگاشت خطی پیوسته دوسویی باشد به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝟏     ⟹    𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦). 

𝜙(𝟏)کند که ایجاب می 𝜙در این صورت پوشا بودن  ∈ 𝑍(𝐵) که در آن ،𝑍(𝐵)  مرکز𝐵  با فرض 1.1است. بنابر قضیه ،

𝑥 = 𝜙−1(𝟏):داریم ، 

𝜙(𝜙−1(𝟏)2)𝜙(𝟏) = 𝜙(𝜙−1(𝟏))2 = 𝟏. 

:𝜃توان نگاشت باشد. اکنون میمی 𝜙(𝜙−1(𝟏)2)پذیر با معکوس معکوس 𝐵در 𝜙(𝟏)لذا  𝐴 ⟶ 𝐵 با ضابطه 

𝜃(𝑥) = 𝜙−1(𝟏)𝜙(𝑥),       𝑥 ∈ 𝐴, 

 را تعریف کرد که به وضوح یک همریختی ژوردان است.

 اساسی است. 𝜙شرط یکانی بودن  ،2.1 دهد که در نتیجهمثال زیر نشان می        

 فرض کنید. 4.1مثال 

A =  { [

𝑧    𝛼1    𝛼2

0     𝑧     𝛼3

0     0      𝑧 
]:  𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝑧 ∈ ℂ}, 

3های زیر جبری از جبر ماتریس × :𝜙باشد. نگاشت  3 A ⟶ A کنیم:را با ضابطه زیر تعریف می 

𝜙 ([
𝑧    𝛼1    𝛼2

0    𝑧     𝛼3

0     0      𝑧
]) = [

0    𝛼1    𝛼2

0      0      0
0      0      0

]. 

,𝑥 این صورت برای هردر 𝑦 ∈ 𝐴  با شرط𝑥𝑦 =  داریم: 1

𝜙(𝑥𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦), 

 . ، یک همریختی ژوردان نیست𝜙در حالی که 

:𝜙فرض کنید . 5.1قضیه  𝐴 ⟶ 𝐵  یک نگاشت خطی پیوسته از𝐶∗- جبر یکدار𝐴 به𝐶∗-جبر𝐵 طوری که  باشد به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦∗ = 𝟏     ⟹    𝜙(𝑥𝑦∗) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦)∗. 

𝑎اگر برای هر   ∈ 𝐴𝑠𝑎 ،𝜙(𝟏)  و𝜙(𝑎)  ،آنگاه برای هرجابجا شوند،𝑥 ∈ 𝐴  
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 𝜙(𝑥∗)𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑥)∗,         𝜙(𝑥)2𝜙(𝟏) = 𝜙(𝑥2)𝜙(𝟏)2. 

 

𝟏از آنجا که  .اثبات × 𝟏∗ = 𝜙(𝟏)، لذا 𝟏 = 𝜙(𝟏)𝜙(𝟏)∗ و درنتیجه 

𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏)∗. 

𝑎فرض کنید  ∈ 𝐴𝑠𝑎  دلخواه باشد. برای هر𝑡 ∈ ℝدهیم ، قرار می . 𝑥 = 𝑦 = 𝑒−𝑖𝑡𝑎   در این صورت𝑦∗ = 𝑒𝑖𝑡𝑎   و

.بنابراین، 𝑥𝑦∗ =  رو،ازاین  𝟏

𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

= 𝜙(𝟏). 

 آوریم:به دست می 𝑡گیری نسبت به متغیر با مشتق

𝜙(−𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

+ 𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

= 0.                                      (4)  

𝑡با جایگذاری  = 𝑎، برای هر (4)در رابطه  0 ∈ 𝐴𝑠𝑎:داریم ،                        

𝜙(𝟏)𝜙(𝑎)∗ = 𝜙(𝑎)𝜙(𝟏)∗.  

 خودالحاق است، پس 𝜙(𝟏)چون 

𝜙(𝟏)𝜙(𝑎)∗ =  𝜙(𝑎)𝜙(𝟏),          𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎 .                                      (5)  

𝑥برای هر  ∈ 𝐴 عناصر خودالحاق ،𝑎 و𝑏 طوری که موجود هستند به . 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏 (5)بنابراین، طبق رابطه، 

𝜙(𝑥∗)𝜙(𝟏) = 𝜙(𝑎 − 𝑖𝑏)𝜙(𝟏) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝟏) − 𝑖𝜙(𝑏)𝜙(𝟏).                                

                            = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑎)∗ − 𝑖𝜙(𝟏)𝜙(𝑏)∗ 

  = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑥)∗. 

 درنتیجه،

𝜙(𝑥∗)𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑥)∗,          𝑥 ∈ 𝐴. 

 ، داریم:𝑡نسبت به متغیر  (4)گیری مجدد از رابطه با مشتق

𝜙(−𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

+ 𝜙(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

= 

 𝜙(−𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

+ 𝜙(𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝜙(𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗
.               (6) 

𝑡با جایگذاری  =   ، تساوی(6)در رابطه  0

𝜙(−𝑎2)𝜙(𝟏)∗ + 𝜙(𝑎)𝜙(𝑎)∗ = 𝜙(−𝑎)𝜙(𝑎)∗ + 𝜙(𝟏)𝜙(𝑎2)∗, 
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𝑎برای هر  رو،شود. از اینحاصل می ∈ 𝐴𝑠𝑎، 

𝜙(𝑎)𝜙(𝑎)∗ = 𝜙(𝟏)𝜙(𝑎2)∗ = 𝜙(𝑎2)𝜙(𝟏). 

𝑎با جایگذاری  + 𝑏 آوریم:در رابطه فوق به دست می 

𝜙(𝑎)𝜙(𝑏)∗ + 𝜙(𝑏)𝜙(𝑎)∗ = 𝜙(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎)𝜙(𝟏).                                 (7)  

𝑥فرض کنید  ∈ 𝐴  و عناصر خودالحاق𝑎 و𝑏  را طوری درنظر بگیرید که . 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏 (7)بنابراین با استفاده از رابطه، 

𝜙(𝑥2)𝜙(𝟏)2 = [𝜙(𝑎2) − 𝜙(𝑏2) + 𝑖𝜙(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎)]𝜙(𝟏)2 

= [𝜙(𝑎)𝜙(𝑎)∗ − 𝜙(𝑏)𝜙(𝑏)∗ + 𝑖𝜙(𝑎)𝜙(𝑏)∗ + 𝑖𝜙(𝑏)𝜙(𝑎)∗] 𝜙(𝟏).   

                      = 𝜙(𝑎)[𝜙(𝑎)∗𝜙(𝟏)] − 𝜙(𝑏)[𝜙(𝑏)∗𝜙(𝟏)]  

                           +𝑖𝜙(𝑎)[𝜙(𝑏)∗𝜙(𝟏)] + 𝑖𝜙(𝑏)[𝜙(𝑎)∗𝜙(𝟏)]   

                      = 𝜙(𝑎)2𝜙(𝟏) − 𝜙(𝑏)2𝜙(𝟏) + 𝑖[𝜙(𝑎)𝜙(𝑏) + 𝜙(𝑏)𝜙(𝑎)] 𝜙(𝟏) 

                      = 𝜙(𝑥)2𝜙(𝟏). 

𝑥 هر درنتیجه برای  ∈ 𝐴، 

𝜙(𝑥2)𝜙(𝟏)2 = 𝜙(𝑥)2𝜙(𝟏), 

 گردد.و بنابراین نتیجه مطلوب حاصل می

  باشد.یک نتیجه مستقیم از قضیه قبل، به صورت زیر می      

:𝜙جبر یکدار و -∗𝐶دو 𝐵و  𝐴فرض کنید . 6.1نتیجه  𝐴 ⟶ 𝐵 طوری که  یک نگاشت خطی پیوسته باشد به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦∗ = 𝟏     ⟹    𝜙(𝑥𝑦∗) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦)∗. 

𝜙(𝟏)اگر  =  همریختی ژوردان است. -∗یک  𝜙، آنگاه 𝟏

:𝜙فرض کنید . 7.1قضیه  𝐴 ⟶ 𝐵  یک نگاشت خطی پیوسته از𝐶∗- جبر یکدار𝐴 به𝐶∗-جبر𝐵 طوری که  باشد به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦∗ = 𝟏      ⟹     𝜙(𝑥 ∘ 𝑦∗) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦)∗. 

𝑥در این صورت برای هر  ∈ 𝐴، 

𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏) ∘ 𝜙(𝑥)∗,      

 و
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𝜙(𝑥2) ∘ 𝜙(𝟏)∗ + 𝜙(𝑥2)∗ ∘ 𝜙(𝟏) = 2𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑥)∗. 

𝑎فرض کنید  .اثبات ∈ 𝐴𝑠𝑎  دلخواه باشد. برای هر𝑡 ∈ ℝدهیم ، قرار می𝑥 =
1

2
𝑒𝑖𝑡𝑎 و . 𝑦 = 𝑒𝑖𝑡𝑎   در این صورت

. 𝑥 ∘ 𝑦∗ =  رو،از این  𝟏

𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎) ∘ 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗

= 2𝜙(𝟏),          𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎.                                 (8) 

𝑡با جایگذاری  =  ، داریم:(8)در رابطه  0

𝜙(𝟏) ∘ 𝜙(𝟏)∗ = 2𝜙(𝟏). 

𝜙(𝟏)بنابراین،  = 𝜙(𝟏)∗نسبت به متغیر  (8)از رابطه  گیری. با مشتق𝑡آوریم:، به دست می 

𝜙(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎) ∘ 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗

− 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎) ∘ 𝜙(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗

= 0.                                              (9) 

𝑡دهیم در رابطه فوق قرار می =  شود کهمینتیجه خودالحاق است،  𝜙(𝟏)، و از آنجا که 0

𝜙(𝑎) ∘ 𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏) ∘ 𝜙(𝑎)∗,             𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎 . 

𝑥برای هر  ∈ 𝐴 عناصر خودالحاق ،𝑎 و𝑏 طوری که موجود هستند به . 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ،بنابراین 

𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝟏) = 𝜙(𝟏) ∘ 𝜙(𝑥)∗,             𝑥 ∈ 𝐴. 

 ، داریم:𝑡نسبت به متغیر  (9)گیری از رابطه با مشتق 

𝜙(𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎) ∘ 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗

+ 𝜙(𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗

∘ 𝜙(𝑒𝑖𝑡𝑎) = 2𝜙(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎) ∘ 𝜙(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗
. 

𝑡با جایگذاری  =  شود.در رابطه فوق تساوی زیر حاصل می 0

𝜙(𝑎2) ∘ 𝜙(𝟏)∗ + 𝜙(𝑎2)∗ ∘ 𝜙(𝟏) = 2𝜙(𝑎) ∘ 𝜙(𝑎)∗,        𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎 . 

𝑥برای هر بکار رفت،  5.1با یک بحث مشابه که در اثبات قضیه  ∈ 𝐴شود که، نتیجه می 

𝜙(𝑥2) ∘ 𝜙(𝟏)∗ + 𝜙(𝑥2)∗ ∘ 𝜙(𝟏) = 2𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑥)∗. 

 گردد.بنابراین اثبات کامل می

 شود.از قضیه قبل نتیجه زیر حاصل می             

:𝜙جبر یکدار و -∗𝐶دو 𝐵و  𝐴فرض کنید  .8.1نتیجه  𝐴 ⟶ 𝐵 طوری که  یک نگاشت خطی پیوسته باشد به 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦∗ = 𝟏       ⟹    𝜙(𝑥 ∘ 𝑦∗) = 𝜙(𝑥) ∘ 𝜙(𝑦)∗. 

𝜙(𝟏)اگر  =  همریختی ژوردان است. -∗یک  𝜙، آنگاه 𝟏
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 های ژوردان اشتقاق .2

ضرب ضرب یا حاصلحاصلحافظ که مدول باناخ -𝐴های خطی پیوسته از یک جبر باناخ به یک در این بخش نگاشت      

𝑤ژوردان در نقطه  =  شود.باشند، بررسی میمی 𝟏

  

:𝜎کدار باشد. اگرمدول باناخ ی-𝐴یک  𝑋باناخ یکدار و  جبریک 𝐴 فرض کنید . 1.2قضیه  𝐴 ⟶ 𝑋  یک نگاشت خطی

 طوری که پیوسته باشد به

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦 = 𝟏     ⟹    𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝑦 + 𝑥𝜎(𝑦), 

 یک اشتقاق ژوردان است. 𝜎آنگاه  

𝟏از آنجا که  .اثبات   × 𝟏 = 𝜎(𝟏)، لذا 𝟏 = 2𝜎(𝟏) و درنتیجه𝜎(𝟏) = 𝑎فرض کنید  . 0 ∈ 𝐴  دلخواه باشد. برای

𝑡هر ∈ ℝ  دهیم ، قرار می 𝑥 = 𝑒𝑖𝑡𝑎 و . 𝑦 = 𝑒−𝑖𝑡𝑎  در این صورت. 𝑥𝑦 =  بنابراین،  𝟏

𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎)𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝑒𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎) = 𝜎(𝟏) = 0. 

 آوریم:به دست می 𝑡گیری از رابطه فوق نسبت به متغیر با دوبار مشتق

𝜎(𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎)𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝑒𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎) + 𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎)𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎) =   

2𝜎(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 2𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎).              (10) 

𝑡با جایگذاری  =  شود.، تساوی زیر حاصل می(10)در رابطه  0

𝜎(𝑎2) = 𝜎(𝑎)𝑎 + 𝑎𝜎(𝑎),         𝑎 ∈ 𝐴.                                      

 یک اشتقاق ژوردان است. 𝜎بنابراین، 

:𝜎کدار باشد. اگرمدول باناخ ی-𝐴-∗یک  𝑋جبر یکدار و -∗𝐶یک𝐴 فرض کنید  .2.2قضیه  𝐴 ⟶ 𝑋  یک نگاشت خطی

 طوری که پیوسته باشد به

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥𝑦∗ = 𝟏         ⟹       𝜎(𝑥𝑦∗) = 𝜎(𝑥)𝑦∗ + 𝑥𝜎(𝑦)∗, 

 اشتقاق است.-∗یک  𝜎آنگاه  

𝟏از آنجا که  .اثبات × 𝟏∗ = 𝜎(𝟏)، لذا 𝟏 = 𝜎(𝟏)+𝜎(𝟏)∗  و درنتیجه𝜎(𝟏)∗ = 𝜎(𝟏). بنابراین، 0 = فرض . 0

𝑎کنید  ∈ 𝐴𝑠𝑎  دلخواه باشد. برای هر𝑡 ∈ ℝدهیم ، قرار می . 𝑥 = 𝑦 = 𝑒−𝑖𝑡𝑎   

∗𝑥𝑦در این صورت  =  رو،. از این𝟏



 
 

 های واحدضربهای خطی حافظ نگاشت
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𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑒𝑖𝑡𝑎 + 𝑒−𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

= 𝜎(𝟏) = 0. 

 آوریم:به دست می 𝑡گیری نسبت به متغیر با مشتق

𝜎(−𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑒𝑖𝑡𝑎 + 𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎 − 𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

+ 𝑒−𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

= 0.              (11) 

𝑡با جایگذاری  =  تساوی ، (11)در رابطه  0

𝜎(𝑎) = 𝜎(𝑎)∗,              𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎 , 

𝑥برای هر  شود.حاصل می ∈ 𝐴 عناصر خودالحاق ،𝑎 و𝑏 طوری که موجود هستند به . 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏،بنابراین   

𝜎(𝑥∗) = 𝜎(𝑎 − 𝑖𝑏) = 𝜎(𝑎)∗ − 𝑖𝜎(𝑏)∗ = 𝜎(𝑥)∗. 

 آوریم:، به دست می𝑡نسبت به متغیر  (11)گیری از رابطه خودالحاق است. با مشتق 𝜎درنتیجه 

𝜎(𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝑒−𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

+ 𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗

   

= 2𝜎(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎 + 2𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎𝜎(𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎)
∗
.  

𝑡با جایگذاری  = 𝜎(𝑎)در رابطه فوق و با توجه به تساوی  0 = 𝜎(𝑎)∗شود که، نتیجه می 

𝜎(𝑎2) = 𝜎(𝑎)𝑎 + 𝑎𝜎(𝑎),         𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎. 

,𝑎برای هر  𝑏 ∈ 𝐴𝑠𝑎:داریم ، 

𝜎((𝑎 + 𝑏)2) = 𝜎(𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏) + (𝑎 + 𝑏)𝜎(𝑎 + 𝑏), 

 رو،از این

𝜎(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎) = 𝜎(𝑎)𝑏 + 𝑎𝜎(𝑏) + 𝜎(𝑏)𝑎 + 𝑏𝜎(𝑎). 

𝑥برای هر  ∈ 𝐴 عناصر خودالحاق ،𝑎 و𝑏 طوری که موجود هستند به . 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏،بنابراین 

       𝜎(𝑥2) = 𝜎(𝑎2) − 𝜎(𝑏2) + 𝑖𝜎(𝑎𝑏 + 𝑏𝑎) 

             = 𝜎(𝑎)𝑎 + 𝑎𝜎(𝑎) − 𝜎(𝑏)𝑏 − 𝑏𝜎(𝑏) + 𝑖[𝜎(𝑎)𝑏 + 𝑎𝜎(𝑏) + 𝜎(𝑏)𝑎 + 𝑏𝜎(𝑎)].              

                                        = 𝜎(𝑥)𝑥 + 𝑥𝜎(𝑥).      

 اشتقاق است.-∗یک  𝜎اشتقاق ژوردان است. بنابر قضیه جانسون، -∗یک  𝜎درنتیجه 

:𝜎کدار باشد. اگرمدول باناخ ی-𝐴-∗یک  𝑋جبر یکدار و -∗𝐶یک𝐴 فرض کنید . 3.2قضیه  𝐴 ⟶ 𝑋  یک نگاشت خطی

 طوری که پیوسته باشد به
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𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴,    𝑥 ∘ 𝑦∗ = 𝟏     ⟹     𝜎(𝑥 ∘ 𝑦∗) = 𝜎(𝑥) ⦁ 𝑦∗ + 𝑥 ⦁ 𝜎(𝑦)∗, 

 اشتقاق است.-∗یک  𝜎آنگاه  

𝑎فرض کنید  .اثبات ∈ 𝐴𝑠𝑎  دلخواه باشد. برای هر𝑡 ∈ ℝ با فرض ،𝑥 =
1

2
𝑒𝑖𝑡𝑎 و𝑦 = 𝑒𝑖𝑡𝑎  داریم ،. 𝑥 ∘ 𝑦∗ = 𝟏 

 بنابراین،

𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎) ⦁ 𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝑒𝑖𝑡𝑎 ⦁ 𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗

= 2 𝜎(𝟏).                            (12)  

𝑡با جایگذاری  =  شود.، تساوی زیر حاصل می(12)در رابطه  0

2 𝜎(𝟏) = 2 𝜎(𝟏) + 2𝜎(𝟏)∗. 

∗𝜎(𝟏) رو، از این = 𝜎(𝟏)و درنتیجه 0 = 0 . 

 آوریم:می، به دست 𝑡نسبت به متغیر  (12)گیری از رابطه با مشتق

𝜎(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎) ⦁ 𝑒−𝑖𝑡𝑎 − 𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎 ⦁ 𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎) − 𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗
⦁ 𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎 − 𝑒𝑖𝑡𝑎 ⦁ 𝜎(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)

∗
= 0.             (13) 

𝑡با جایگذاری  =  شود کهدر رابطه فوق، نتیجه می 0

2𝜎(𝑎) − 2𝜎(𝑎)∗ = 𝜎(𝟏) ⦁ 𝑎 + 𝑎 ⦁ 𝜎(𝟏)∗ = 0. 

𝑎بنابراین، برای هر  ∈ 𝐴𝑠𝑎 ،𝜎(𝑎) = 𝜎(𝑎)∗کنیم که . با یک اثبات مشابه که در قضیه قبل استفاده شد، ملاحظه می𝜎 

 ، داریم:𝑡نسبت به متغیر  (13)گیری از رابطه خودالحاق است. با مشتق

𝜎(𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎) ⦁ 𝑒−𝑖𝑡𝑎 − 2𝜎(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎) ⦁ 𝑎𝑒−𝑖𝑡𝑎 + 𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎) ⦁ 𝑎2𝑒−𝑖𝑡𝑎 

+𝜎(𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎)
∗
⦁ 𝑒𝑖𝑡𝑎 − 2𝜎(𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎)

∗
⦁ 𝑎𝑒𝑖𝑡𝑎 + 𝜎(𝑒𝑖𝑡𝑎)

∗
⦁ 𝑎2𝑒𝑖𝑡𝑎 = 0. 

𝑡با جایگذاری  =  آوریم:به دست می در رابطه فوق 0

𝜎(𝑎2) + 𝜎(𝑎2)∗ = 𝜎(𝑎) ⦁ 𝑎 + 𝑎 ⦁ 𝜎(𝑎)∗. 

𝜎(𝑎)از آنجا که  = 𝜎(𝑎)∗شود که، نتیجه می 

𝜎(𝑎2) = 𝜎(𝑎)𝑎 + 𝑎𝜎(𝑎),         𝑎 ∈ 𝐴𝑠𝑎. 

𝑥اکنون با یک اثبات مشابه که در قضیه قبل استفاده شد، برای هر  ∈ 𝐴تساوی ، 

𝜎(𝑥2) = 𝜎(𝑥)𝑥 + 𝑥𝜎(𝑥). 

 .اشتقاق است-∗یک  𝜎اشتقاق ژوردان است و بنابر قضیه جانسون، -∗یک  𝜎شود. درنتیجه حاصل می



 
 

 های واحدضربهای خطی حافظ نگاشت
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