
 

Properties of Orbits Space of Indefinite Hamiltonian Resonances 

Reza Mazrooei-Sebdani 1  , Omid Toghraei 2  

 
1. Corresponding Author, Department of Mathematical Sciences, Isfahan University of Technology, Isfahan 84156-83111, 

Iran.  E-mail: mazrooei@iut.ac.ir 
2. Department of Mathematical Sciences, Isfahan University of Technology, Isfahan 84156-83111, Iran. E-mail: 

o.toghraei@math.iut.ac.ir 

Article Info ABSTRACT 

Article type: 

Research Article 

 

 

Article history:  
Received: 19 February 2024 

Received in revised form: 

    29 May2025 

Accepted: 30 June 2025 

Published online:  

    4 October 2025 

 

 

Keywords:  
Hamiltonian resonance,  

Indefinite resonance,  

Normal form,  

Orbits space. 

 

 

Introduction 

The study of Hamiltonian systems around the elliptic equilibrium points, 

which is a non-generic subject in the study of Hamiltonian systems, has 

received attention in recent decades. Such systems appear in many applied 

models, including molecular physics, galactic dynamics, and mechanics.  

Consider a Hamiltonian of 𝑛 degrees of freedom, whose quadratic part is as 

follows, 

(1) 
Η2(𝑞. 𝑝) =

1

2
∑ 𝜔𝑗(𝑞𝑗

2 + 𝑝𝑗
2)

𝑛

𝑗=1

,      𝜔𝑗𝜖ℤ, 𝑗 = 1. … . 𝑛. 

The vector 𝜔 ≔ (𝜔1, 𝜔2, … , 𝜔𝑛) is called frequency vector (related to Η2) and 

its components are called frequency. If all frequencies are non-zero, 𝜔 is 

called non-degenerate, and if at least one of the frequencies is zero, we say 𝜔 

is degenerate. 

Definition. Any integer-valued vector perpendicular to the frequency vector 

𝜔 is called a resonance or annihilator vector. In other words, 𝑘 ∈ ℤ𝑛

{0}⁄ is a 

resonant vector for the frequency vector 𝜔 if 

〈𝑘, 𝜔〉 = ∑ 𝑘𝑗𝜔𝑗

𝑛

𝑗=1

= 0. 

If there is such an annihilator vector for 𝜔, we call the 𝜔 resonance frequency 

vector. If at least one of the components of the non-degenerate resonance 

frequency vector 𝜔 is negative, the Hamiltonian resonance is called indefinite. 

Materials and Methods 

In this paper, we focus on indefinite Hamiltonian resonances, introducing 

important physical models to illustrate their occurrence in various fields of 

science, including the satellite problem, plasma interactions, Pais-Uhlenbeck 

oscillators (PU), and a problem in cosmology. Then, by using the normal form 
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of indefinite Hamiltonian resonances, we will discuss the space structure of 

the corresponding vector field. 

Results and discussion 

As we mentioned, there are many models passing indefinite Hamiltonian 

resonances. We present and describe the properties of the space of orbits of 

indefinite Hamiltonian resonances topologically. Specifically, we will see that 

it can be unbounded in comparison to the space of orbits of other Hamiltonian 

resonances unless we deal with some degeneracy conditions. 
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خصوص فرم نرمال توابع همیلتونی مربوطه برحسب مختصات در این مقاله به تشدیدهای همیلتونی نامعین و به

های مختلف از فیزیک و مکانیک گذرنده از تشدیدهای پردازیم. آنگاه همچنین برخی مدلزاویه می-عمل

مربوط به تشدیدهای  های فضای حالت و فضای مدارهایکنیم. ویژگیهمیلتونی نامعین، را معرفی می

عنوان نتیجه اصلی مقاله ها را بهکرانی آنهای توپولوژیکی و خاصیت بیخصوص ویژگیهمیلتونی نامعین به

 کرد.   بررسی خواهیم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  .34 – 19 (،1) 11، های ریاضیپژوهش. های فضای مدارهای تشدیدهای همیلتونی نامعینویژگی(. 1404) امید، طغرایی ؛رضا، سبدانیمزروعی: استناد

                 
  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیدانشگاه ناشر: 

 

  



 
 

 1404اول، ، شماره یازدهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

22 

 مقدمه

های همیلتونی سیستم بحثشده که یک موضوع غیرعام در نقاط تعادل بیضوی تشدید حولهای همیلتونی ی سیستممطالعه

 ،هایی در بسیاری از مسائل کاربردی از جمله فیزیک مولکولیاست. چنین سیستمهای اخیر مورد توجه قرار گرفتهاست، در دهه

  د.شونو مکانیک ظاهر می های کهکشانیدینامیک

 صورت زیر است،که قسمت درجه دوم آن به، ی آزادی را در نظر بگیریددرجه 𝑛 تابع همیلتونی از یک

(1) 
Η2(𝑞. 𝑝) =

1

2
∑ 𝜔𝑗(𝑞𝑗

2 + 𝑝𝑗
2)

𝑛

𝑗=1

,      𝜔𝑗𝜖ℤ, 𝑗 = 1. … . 𝑛. 

𝜔بردار  ≔ (𝜔1, 𝜔2, … , 𝜔𝑛)  مربوط به( را بردار فرکانسΗ2و مولفه )ها اگر همه فرکانس نامیم.های آن را فرکانس می

 را تباهیده گوییم.  𝜔ها صفر باشد،را ناتباهیده و اگر حداقل یکی از فرکانس𝜔 ناصفر باشد، 

 

𝑘نامند. به عبارت دیگر ساز میشده یا پوچرا یک بردار تشدید 𝜔مقدار عمود بر بردار فرکانس -تعریف. هر بردار صحیح ∈

ℤ𝑛

 است، اگر 𝜔یک بردارتشدید برای بردار فرکانس    ⁄{0}

〈𝑘, 𝜔〉 = ∑ 𝑘𝑗𝜔𝑗

𝑛

𝑗=1

= 0. 

𝑘نامیم. اندازه بردار تشدید را یک بردار فرکانس تشدید می 𝜔باشد، وجود داشته 𝜔سازی برای اگر چنین بردار پوچ ≔

(𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛)  را با𝒌 دهیم، یعنی،نمایش می 

𝒌 = ∑|𝑘𝑗|

𝑛

𝑗=1

. 

 

 نامند.همیلتونی را نامعین می ، منفی باشد، تشدید𝜔 ناتباهیده های بردار فرکانس تشدیداگر حداقل یکی از مولفه 

های نرمال برحسب باشد. نوشتن فرمها میهای نرمال آنکارگیری فرماز جمله مراحل اصلی مطالعه تشدیدهای همیلتونی، به

 زاویه این ویژگی را دارد.-کند. مختصات عملسازی بیشتر آن ها کمک میبرخی مختصات به ساده

,𝑞𝑗)یافته از مختصات دکارتی شکل تبدیل 𝑝𝑗)  به مختصات قطبی(𝑟𝑗 , 𝜃𝑗)  برای𝑗 = 1. … . 𝑛  سیمپلکتیک نیست، یعنی

∧کند. اما از آنجایی کههمیلتونی راحفظ نمی هایدستگاهساختار  𝑑𝜃 𝑑𝑞𝑗 ∧ d𝑝𝑗 = 𝑟𝑗d𝑟𝑗 ∧ d𝜃𝑗 = d (
𝑟𝑗

2

2
) ،

 صورت زیر یک تغییر مختصات سیمپلکتیک داریم،به

𝐼𝑗 =
1

2
(𝑞𝑗

2 + 𝑝𝑗
2) =

𝑟𝑗
2

2
,        𝜃𝑗 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑝𝑗

𝑞𝑗
) 

 یا
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𝑞𝑗 = √2𝐼𝑗  𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗 ,        𝑝𝑗 = √2𝐼𝑗  𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗 , 

 برای

𝜃𝑗 ∈ 𝕊1,    𝐼𝑗 ∈ [0, ∞) . 

𝐼𝑗)زاویه  –های عمل درواقع متغیر , 𝜃𝑗)به  یدتوانمیبیشتر برای مشاهده جزئیات . کنند، یک تبدیل سیمپلکتیک معرفی می

 مراجعه نمایید. [31]کتاب 

 ی دوم اصلیو تشدیدهای مرتبه ی اول اصلیی تشدیدهای مرتبهتوان تشدیدهای همیلتونی را به دو دستهمی دیدگاهاز یک 

 تقسیم کرد.

سه( ی سازی تا درجهسازی )نرمالی اول نرمالکه در مرتبه ،تشدیدهای مرتبه اول اصلی، آن دسته از تشدیدهایی هستند

 رخدادیی دوم اصلی چنین که در تشدیدهای مرتبهحالیند، درکبروز میی آزادی سیستم درجه 𝑛کامل بین  کنشهمیک بر

 د.شومی ایجاد ی چهارم(سازی تا درجهسازی )نرمالی دوم نرمالدر مرتبه

 

دهیم. درواقع عدد نمایش می 𝜎𝑘کنش نامیده و با همرا عدد بر 𝒌تعداد بردار های تشدید مستقل خطی با اندازه  تعریف.

در فرم نرمال تابع همیلتونی با قسمت درجه دوم در مختصات  𝜃𝑗 ای های زاویههای مستقل مولفهکنش، تعداد ترکیبهمبر

𝜎3دهند.  اگر زاویه را نشان می-عمل ≥ 𝑛 − 𝜎3نامیم. اگر را یک تشدید اصلی مرتبه اول می 𝜔، آنگاه 1 < 𝑛 − و  1

𝜎3 + 𝜎4 ≥ 𝑛 −  نامیم.تشدید اصلی مرتبه دوم می را یک 𝜔آنگاه  ،1

 

نویسنده اول مقاله )رضا مزروعی کنیم. های همیلتونی را مرور میطور مختصر برخی کارهای اصلی در مورد تشدیددر اینجا  به

هایی در سبدانی( طی سالیان گذشته تاکنون، مطالعات زیادی روی تشدیدهای همیلتونی سه و چهار درجه آزادی شامل بحث

است، ویژه در رابطه با مسائل کاربردی، داشتهها بهها و تاربندیرابطه با انشعابات نسبت به پارامترهای تنظیم کننده، انتگرال

مشاهده هستند. یک مرور کلی در مورد نتایج اولیه روی تشدیدهای قابل [30-26 ,13,14]که نتایج آن در مراجع طوریبه

عنوان نمونه برخی نتایج در تر بهطور جزئیمشاهده است. بهقابل [38]همیلتونی دو و سه درجه آزادی در فصل دهم کتاب 

های تناوبی و نوع پایداری جواب [41] در  یک مطالعه طیکنیم. ی را بیان میتشدیدهای همیلتونی از سه درجه آزاد دمور

:1 ها برای تشدیدهای مرتبه اول اصلیآن 2: 𝜔  با𝜔 = 1, 2, 3, این مطالعه با است. انجام شده آدر توسط ون  ،4

 آثار مارتیننت درکه  چهآن از  د.بیشتر شهایی های نرمال در چنین سیستمپذیری فرمبا بررسی انتگرال مندی در رابطهعلاقه

است که  اینشود، می برداشت [44] در آ و ورهولستون  و  [41]در آون  ، [42] ون در آ و سندرز ،[25] و همکارانش

:1 تشدیدهای مرتبه اول اصلی به جز تشدید 2:  شده تاهای اضافی( در فرم نرمال بریدهدر حالت کلی )بدون حضور تقارن 2

 پذیر نیستند.ی سه، انتگرالجملات درجه
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:1 تر هندسی در مورد تشدیدبیش یک دیدگاه براساس 2: ، استارائه شده [17] در و ورهولست توسط هووینای مطالعه 3

یک  نظیر  صورت عددی وجود یک مدار هموکلینیککه در آن با در نظر گرفتن فرم نرمال مرتبه دوم تشدید، به طوریبه

که این مطالعه را با اثبات این با استفاده از روش ملنیکوف، [16]هووین در  بعد از آندهند. نشان میرا  تعادل نسبیی نقطه

کنند، تکمیل کرده و رفتار آشوبی در این تشدید را نشان تلاقی می طور غیرمماسیمنیفلدهای پایدار و ناپایدار تعادل نسبی به

 دهد.می

 کنیم.، را در ادامه ارائه میاستتشدیدهای مرتبه دوم اصلی صورت گرفته حوزه رکه د برخی تحقیقاتی

:1 تشدید مورددر  1:  شاره کرد.ا [10-9 ,5]  توان بهها میی آن، که از جملهتوان دیدرا میزیادی  های نسبتاپژوهش 1

:1 پذیربه بررسی تشدید انتگرال  [34]در 3: ی آزادی با کاهش سیستم به یک درجه نامهایاناست. در این پپرداخته شده4

 است.شده نشان دادهدر این تشدید  های هاپف همیلتونیی کامل سیستم پرداخته شده و همچنین وجود انشعاببه مطالعه

:1 با تشدیدهای نتایجی در رابطه [43] آ دردر ون  2: 𝜔  با𝜔 = 5, پذیری، مدارهای تناوبی و نوع پایداری انتگرال برای ،6

 است.دهنموها ارائه آن

که برخی نتایج ی دوم و مراتب بالاتر، با اینهای صورت گرفته، در تشدیدهای مرتبهبا وجود تمامی تلاشاما در هرصورت 

است و در ن، به ندرت انجام شدهتشدید های همیلتونی نامعیخصوص مطالعه در زمینه بهموجود هستند، ولی کامل نیستند. 

  ها یافت.توان مطلبی در مورد آنمراجع به سختی می

های مهم فیزیکی، بروز که با معرفی برخی مدلطوریشویم، بهمتمرکز می نامعیندر این مقاله ما روی تشدیدهای همیلتونی 

رمال تشدیدهای همیلتونی نامعین به ساختار فضای کنیم. آنگاه با بررسی فرم نهای مختلف فیزیک مرور میها را در بخشآن

 پردازیم. مدارهای میدان برداری مربوطه می

های است، که در بخش دوم مقاله نحوه محاسبه فرم نرمال تشدیدتر، مطالب مقاله به این ترتیب سازماندهی شدهطور واضحبه

شامل مساله ماهواره،  نامعینرنده از تشدیدهای ذمهم گهای کنیم. آنگاه در بخش سوم برخی مدلهمیلتونی را مرور می

کنیم. در نهایت در بخش شناسی را معرفی میای از کیهانو مساله (PU)اولنبک -پایس نوسانگرهایهای پلاسمایی، کنشبرهم

پردازیم و نتایج یهای فضای مدارهای این تشدیدها م، به ویژگینامعینفرم نرمال تشدیدهای همیلتونی چهارم با استفاده از 

 نماییم.اصلی را ارائه می

 

 فرم نرمال تشدید های همیلتونی. 1

𝑀فرض کنید   = ℝ2𝑛  مجهز به براکت پواسن کانونی باشد. یک تابع همیلتونی تحلیلی𝐻  چنان در نظر بگیرید، که دارای

توان فرض کرد این نقطه تعادل مبدا است. همچنین از آنجا که مقدار تابع یک نقطه تعادل است. بدون کاستن از کلیت می

حول  𝐻همیلتونی در مبدا روی دینامیک ها تاثیر ندارد، می توان فرض کرد مقدار آن در مبدا صفر است. بسط تیلور تابع 

 صورتهمبدا را ب

(2) 𝐻(𝑞, 𝑝) =  𝐻2(𝑞, 𝑝) + 𝐻3(𝑞, 𝑝) + 𝐻4(𝑞, 𝑝) + ⋯ 
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 در نظر بگیرید، که در آن

𝑞 ≡ (𝑞1, … , 𝑞𝑛) ∈ ℝ𝑛, 𝑝 ≡ (𝑝1, … , 𝑝𝑛) ∈ ℝ𝑛, 

𝑚و برای  = 2, 3, 4, . .. ، 𝐻𝑚(𝑞, 𝑝)ای همگن از درجهچندجمله 𝑚  برحسب متغیرهای(𝑞, 𝑝)  .است 

,𝐻2(𝑞در این مقاله، علاقه ما به حالتی است که  𝑝) ( است و 1به شکل ) بردار فرکانس𝜔 ≔ (𝜔1, 𝜔2, … , 𝜔𝑛)  در

، 𝐻3( را ساده سازی نمود و بسیاری از جملات 2) توان تابع همیلتونیحالت تشدید است. با استفاده از روش فرم نرمال می

𝐻4که طوری، ... را حذف نمود. درواقع طی یک سری تبدیلات کانونی نزدیک همانی به𝐻2 کنند، ناوردا حفظ میطوربه، را

 فرم نرمال تابع همیلتونی به شکل

(3) 𝐻̅ = 𝐻2 + 𝐻̅3 + 𝐻̅4+ . . . +𝐻̅𝑚−1 + 𝑂(𝑚), 

𝑚خواهد شد، که در آن  − 1 ≥ که است، چنان 𝑗ای همگن از درجه یک چندجمله 𝐻̅𝑗و  ، مرتبه نرمال سازی است3

{𝐻̅𝑗 , 𝐻2} =     وجود دارند. 𝐻2. بنابراین برای هر برشی از فرم نرمال دو انتگرال یعنی خود تابع همیلتونی نرمال شده و 0

 نویسیم،( به عنوان یک تابع حقیقی مقدار، آن را برحسب مختصات مختلط زیر می2)برای تشریح جزئیات بیشتر تابع همیلتونی 

(4) 𝑧𝑗 = 𝑞𝑗 + 𝑖𝑝𝑗 ,          𝑧𝑗̅ = 𝑞𝑗 − 𝑖𝑝𝑗 ,           𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 

صورت زیر خواهد شدآنگاه تابع همیلتونی به  

𝐻(𝑧, 𝑧̅) =  𝐻2(𝑧, 𝑧̅) + 𝐻3(𝑧, 𝑧̅) + 𝐻4(𝑧, 𝑧̅) + ⋯, 

𝑚که در آن برای هر  = 2, 3, . .. ،  

𝐻𝑚(𝑧, 𝑧̅) = ∑ 𝑐𝑘𝑙𝑧
𝑘

|𝑘|+|𝑙|=𝑚

𝑧̅𝑙 , 

 کهچنان

|𝑘| + |𝑙| = ∑(𝑘𝑖 + 𝑙𝑖),       𝑧𝑘𝑧̅𝑙 ≡ 𝑧1
𝑘1 . . . 𝑧𝑛

𝑘𝑛𝑧1̅
𝑙1 . . . 𝑧𝑛̅

𝑙𝑛 ,     

𝑛

𝑖=1

𝑘𝑖, 𝑙𝑖 ≥ 0 . 

rهای همگن حقیقی مقدار از درجه ایفضای همه چندجمله  𝑃𝑟فرض کنید  ≥  ( باشد. در4)برحسب متغیرهای مختلط  2

 صورت زیر خواهد بود،به 𝑃های توانی صورت فضای سریاین 

⊕𝒓=𝟐
∞ 𝑃𝑟 . 
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𝐹یک تابع مشخص  ∈ 𝑃  را در نظر بگیرید و نگاشت خطی𝑎𝑑𝐹: 𝑃 → 𝑃 صورت را به𝑎𝑑𝐹(𝐻) = −{𝐹, 𝐻}  تعریف

 کنید.

𝐻گویند  =⊕𝑟=2
∞ 𝐻𝑟 ∈ 𝑃  فرم نرمال از جملات مرتبه𝑚 ≥ 𝐹نسبت به  2 ∈ 𝑃 شود، اگر گفته می𝑎𝑑𝐹(𝐻𝑟) =

−{𝐹, 𝐻𝑟} = 2برای هر  0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚. 

𝐹شود همچنین گفته می ∈ 𝑃𝑟 فضای ،𝑃 کند، اگر بتوانیم برای را مجزا می𝑟 ≥ 𝑃𝑟بنویسیم  2 = 𝑁𝑟⨁𝑅𝑟  که در آن

𝑁𝑟 = 𝐾𝑒𝑟(𝑎𝑑𝐹|𝑃𝑟
𝑅𝑟و  ( = 𝐼𝑚(𝑎𝑑𝐹|𝑃𝑟

). 

𝐹اگر  ∈ 𝑃𝑟 فضای ،𝑃  را مجزا کند، آنگاه𝑎𝑑𝐹|𝑅𝑟
: 𝑅𝑟 → 𝑅𝑟 که طورییک ایزومرفیسم است، بهΓ𝑟: 𝑅𝑟 → 𝑅𝑟  معکوس

 دهد. آن را نشان می

  .تبدیل تابع همیلتونی به فرم نرمال آن ارائه خواهد شدبا استفاده از گزاره زیر الگوریتمی برای 

𝐻فرض کنید  ([45])مرجع . 1گزاره  =⊕𝑟=2
∞ 𝐻𝑟 ∈ 𝑃  فرم نرمال از مرتبه𝑚 − 1) ≥ باشد، و  𝐻2نسبت به  )2

𝐻𝑚کند. فرض کنید را مجزا می 𝑃فضای   𝐻2فرض کنید  = 𝐻̂𝑚 + 𝐻̃𝑚  که در آن𝐻̂𝑚 ∈ 𝑁𝑚  و𝐻̃𝑚 ∈ 𝑅𝑚  و قرار

𝐾𝑚دهید  = Γ𝑚(𝐻̃𝑚).  صورت در این𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑑𝐾𝑚
)(𝐻)  فرم نرمال از جملات مرتبه𝑚  نسبت به𝐻2  ،است

𝑚با جملات از مرتبه  کهطوریبه −  آن است.  𝑚جملات از مرتبه   𝐻̂𝑚یکسان است و  𝐻از  1

𝐻2معمولا  ∈ 𝑃2شود. در این حالت کار برده میشود و گزاره فوق بهدر نظر گرفته می (1)صورت ، به 

(5) 𝑎𝑑𝐻2
( 𝑧𝑘𝑧̅𝑙) = −𝑖〈𝑘 − 𝑙, 𝜔〉 𝑧𝑘𝑧̅𝑙, 

 که در آن،

〈𝑘 − 𝑙, 𝜔〉 = ∑(𝑘𝑗−𝑙𝑗)𝜔𝑗

𝑛

𝑗=1

 . 

|𝑘| با 𝑧𝑘𝑧̅𝑙جمله ای کند و تکرا مجزا می 𝑃فضای  𝐻2بنابراین  + |𝑙| = 𝑚  در فرم نرمال𝐻𝑚 ماند، یعنی باقی می

𝑘〉ناورداست اگر  𝐻2نسبت به  − 𝑙, 𝜔〉 = 0. 

𝐻𝑚توان نوشت بنابراین می = 𝐻̂𝑚 + 𝐻̃𝑚که در آن ، 

𝐻̂𝑚(𝑧, 𝑧̅) = ∑ 𝑐𝑘𝑙𝑧
𝑘

|𝑘|+|𝑙|=𝑚,〈𝑘−𝑙,𝜔〉=0

𝑧̅𝑙, 

 و
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𝐻̃𝑚(𝑧, 𝑧̅) = ∑ 𝑐𝑘𝑙𝑧
𝑘

|𝑘|+|𝑙|=𝑚,〈𝑘−𝑙,𝜔〉≠0

𝑧̅𝑙 . 

 ( همچنین داریم،5)بنا به 

𝐾𝑚 = (Γ𝑚 ∘ 𝐻̃𝑚)(𝑧, 𝑧̅) = 𝑖 ∑ 〈𝑘 − 𝑙, 𝜔〉−1𝑐𝑘𝑙𝑧
𝑘

|𝑘|+|𝑙|=𝑚,〈𝑘−𝑙,𝜔〉≠0

𝑧̅𝑙  . 

 کهدر اینجا توجه کنید با توجه به این

𝑧𝑗 = √2𝐼𝑗𝑒𝑖𝜃𝑗 , 

𝑧𝑗̅ = √2𝐼𝑗𝑒−𝑖𝜃𝑗 , 

 برای

𝜃𝑗 ∈ 𝕊1,    𝐼𝑗 ∈ [0, ∞), 

 کهطوریبه

d𝑧𝑗 ∧ 𝑑𝑧𝑗̅ = 2𝑖𝑑𝜃𝑗 ∧ 𝑑𝐼𝑗 , 

𝐼𝑗) زاویه -تواند برحسب مختصات عملفرم نرمال می , 𝜃𝑗) برای𝑗 = 1. … . 𝑛 که در این صورت خصوص آنشود، بهنوشته

 داریم،

Η2 = ∑ 𝜔𝑗𝐼𝑗

𝑛

𝑗=1

 .    

 مراجعه کنید. [45 ,31 ,1]توانید، به مراجع در رابطه با جزئیات بیشتر درباره فرآیند نرمال سازی شما می

 

 هایی با تشدیدهای همیلتونی نامعینمدل .2

 ی ماهوارهمساله 1.2

است، مربوط به شدهای از تشدیدهای نامعین که در مراجع مختلف به آن پرداختهیکی از توابع همیلتونی گذرنده از خانواده

طور کلی مساله ماهواره مربوط به حرکت یک ماهواره نسبت به مرکز جرم آن در یک میدان جاذبه مساله ماهواره است. به

ی است، که لزوما نرسیا یاصل یمرکز یگشتاورها یماهواره دارابینیم، می [23 ,22]طور که در مراجع مرکزی است. همان

ای است. به علت اهمیت پروژه های اختردینامیک، اهمیت بررسی مساوی نیستند و مرکز جرم آن براساس یک مدار دایره
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 ,4]ها در مراجع گونه مدلایداری ایناست. برخی نتایج اصلی و پایه در زمینه پپایداری مساله ماهواره همواره مورد توجه بوده

است. همچنین در مورد انواع پایداری شامل پایداری خطی، پایداری لیاپانوف و پایداری آمده [49 ,48 ,24 ,23 ,22 ,18 ,8

 مدل  اند. در حقیقت براساس مطالب مراجع مختلفشده های مختلف بررسیشود، در مقالهلی که مربوط به پایداری موثر می

که قسمت درجه دوم تابع طوریمربوط به مساله ماهواره یک دستگاه همیلتونی خودگردان از سه درجه آزادی است، به

 صورتترتیب بهمشخص برحسب مختصات عمل به IIو  Iهمیلتونی نظیر در دو ناحیه 

𝐻2(𝐼) = 𝜔1𝐼1 + 𝜔2𝐼2 + 𝜔3𝐼3 
 و

𝐻2(𝐼) = 𝜔1𝐼1 − 𝜔2𝐼2 + 𝜔3𝐼3 
𝜔𝑗ای که فرکانس هطوریاست، به ≥ 0, 𝑗 = 1, که طوربرحسب پارامترهای مختلف مدل هستند. بنابراین همان    2,3

:𝜔1نامعینتشدید  ، ازIIشود، این مدل در ناحیه مشاهده می −𝜔2: 𝜔3 کند.عبور می 

 

 های پلاسماییکنشبرهم 2.2

طور طبیعی وقتی با بندی شود. بهتواند فرمولهای همیلتونی میهای پلاسمایی براساس دستگاهکنش موجطورکلی برهمبه

، چند [19]شوند. در مقاله مدهای انرژی منفی مواجه هستیم، تشدیدهای همیلتونی نامعین در تابع همیلتونی ظاهر می

 های همیلتونی خودگردان از سه درجه آزادیدستگاه شوند، به طوری کهمی های منفی معرفیکنش از سه موج با انرژیبرهم

𝜔𝑗های فرکانس دهند. درواقع برایتشکیل می نامعینبا تشدید  ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, توابع همیلتونی مربوط به این  3

 عبارتند از،زاویه -مختصات عملها برحسب کنشبرهم

𝐻(𝐼) = 𝜔1𝐼1 − 𝜔2𝐼2 − 𝜔3𝐼3 + 𝛾√𝐼1𝐼2𝐼3 𝑠𝑖𝑛(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3) 

:𝜔1نامعینتشدید  که ازطوریبه −𝜔2: −𝜔3 و همچنین،  کندعبور می 

𝐾(𝐼) = 𝜔1𝐼1 + 𝜔2𝐼2 − 𝜔3𝐼3 + 𝛿√𝐼1𝐼2𝐼3 𝑠𝑖𝑛(𝜃1 − 𝜃2 + 𝜃3) 

:𝜔1 نامعین که از تشدیدطوریبه 𝜔2: −𝜔3 کندعبور می.  

 

 PUنوسانگرهای  3.2

است. این نوسانگر به عنوان یکی از  (PU)اولنبک -پایس نوسانگرهاییک خانواده مهم تشدیدهای همیلتونی نامعین 

های مکانیکی با مشتقات مراتب بالاتر است، نوسانگرهایی که مورد علاقه بسیاری از محققین و دانشمندان در حوزه دستگاه

د(. تابع همیلتونی مربوط به را مشاهده کنی [47 ,40 ,33 ,3 ,2]توانید مراجع شود )میکه در نظریه کوانتم ظاهر میچنان

𝜔𝑗های ، به ازای فرکانس[32]قسمت درجه دوم این مدل براساس روش استروگرادسکی  > 0,   𝑗 = 1. … . 𝑛  برای

 صورت زیر است،  مشتقات مراتب بالاتر تابع لاگرانژی به
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𝐻 =
1

2
∑(−1)𝑗(𝑝𝑗

2 + 𝜔𝑗
2𝑞𝑗

2)

𝑛

𝑗=1

 . 

 سیمپلکتیکاین تابع همیلتونی با استفاده از تغییر متغیر 

(𝑞𝑗, 𝑝𝑗) → (
1

√𝜔𝑗

𝑞𝑗 , √𝜔𝑗𝑝𝑗),   𝑗 = 1. … . 𝑛 

 صورت زیر خواهد شد،به

𝐻 =
1

2
∑(−1)𝑗𝜔𝑗(𝑞𝑗

2 + 𝑝𝑗
2)

𝑛

𝑗=1

 . 

 کند.درجه آزادی معرفی می 𝑛شود، این مدل نیز یک تشدید همیلتونی نامعین از طور که مشاهده میبنابراین همان

 

 شناسیکیهان 4.2

:1شناسی با تشدید همیلتونی نامعین مدلی از کیهان −1:  است،با تابع همیلتونی به شکل زیر معرفی شده [35]، در مرجع 1

𝐻 =
1

2
(𝑞1

2 + 𝑝1
2) −

1

2
(𝑞2

2 + 𝑝2
2) +

1

2
(𝑞3

2 + 𝑝3
2) + 𝜀2[𝛼(𝑞1

4 + 𝑞2
4 + 𝑞3

4) + 𝛽(𝑞1
2𝑞2

2 + 𝑞1
2𝑞3

2

+ 𝑞2
2𝑞3

2)] 

که طورشود. همانیک ثابت مثبت کوچک فرض می 𝜀دو پارامتر حقیقی  و ثابت هستند و پارامتر   𝛽و  𝛼 که در آنطوریبه

𝑧است، وقتی آمده [45 ,38-36 ,21 ,20 ,12 ,11]در مراجع  = 𝑍 = ، این تابع همیلتونی مربوط به مدلی از جهان 0

انقباظی ایزوتروپیک و همگن را -جهان انبساطیآید و دست میوالکر به-رابرتسون-لمایتر-است، که توسط متریک فریدمن

  کند.تشریح می

 

 های فضای حالت و فضای مدارهاویژگی. 3

سازی تقریبی از فرم نرمال تابع همیلتونی به عنوان تقریبی از قسمت درجه دوم تابع همیلتونی است. درواقع فرآیند نرمال

ی آزادی را درجه 𝑛از  نامعینتشدید  𝐻یک تابع همیلتونی  کلیطوربهقسمت خطی میدان برداری همیلتونی را خواهد داد. 

، منفی 𝜔های بردار فرکانس تشدید باشد. بنابراین حداقل یکی از مولفه (1)صورت در نظر بگیرید، که قسمت درجه دوم آن به

 است.
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 (4)تواند برحسب متغیرهای مختلط می  𝐻̅کنیم، که فرم نرمال تابع همیلتونیمطابق با مطالب بخش دوم، ما توجه می 

 (4)شود. بنابراین میدان برداری همیلتونی خطی معرفی شده توسط قسمت درجه دوم برحسب متغیرهای مختلط نوشته

 صورت زیر است،به

Η2(𝑧, 𝑧̅) =
1

2
∑ 𝜔𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑧𝑗𝑧𝑗̅ , 

 جریان تناوبیکه چنان

𝜚: 𝕊1 × ℂ𝑛 → ℂ𝑛, 

 با ضابطه

𝜚(𝑡, 𝑧1, … , 𝑧𝑛) = (𝑒−𝑖𝜔1𝑡𝑧1, . . . , 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡𝑧𝑛) 

𝑡 تر برایطور دقیقاست. علاوه برآن به 𝑇∗ℝ2𝑛عمل روی -𝕊1که درواقع یک طوریکند، بهرا تولید می ∈ [0,2𝜋)  یک

ℳ2(𝜂)عمل آزاد و سره برای هر سطح انرژی  = 𝐻2
−1(2𝜂) ⊂ ℝ2𝑛  برای هر𝜂 >  ℳ2(𝜂)کند. منیفلد معرفی می 0

2𝑛)است و درواقع منیفلد یک فضای کاهش یافته −  است،  صورت زیربهبعدی  (1

𝒩𝜂
2𝑛−1 = {𝑧 ∈ ℂ𝑛 ∶  𝐻2(𝑧) = 𝜂} 

 صورت زیر است،زاویه به-که معادل آن برحسب مختصات عملطوریبه

{𝐼 ∈ ℝ≥0
𝑛 ∶  𝐻2(𝐼) = 𝜂} . 

 صورت زیر است،به ℳ2(𝜂)عمل روی -𝕊1فضای مداری 

𝒫(𝜂) =
𝒩𝜂

2𝑛−1

𝕊1
 . 

𝑛)2یک منیفلد سیمپلکیک از بعد  𝒫(𝜂)فضای  − که یکی از فرکانس ها منفی است، بنابراین است. با توجه به این (1

دار نیست و این تفاوت اصلی تشدیدهای نامعین در قیاس با تشدیدهای معین است.  این فضا در صورت غیرتباهیده بودن، کران

های همگن هستند، تشریح شود. ایکه چند جمله Η2حرکت یا انتگرال های  تواند توسط برخی ثابت هایمی 𝒫(𝜂)فضای 

های ناوردای هیلبرت تولید توان حلقه توابع ناوردا تحت جریان که توسط پایهگویند. درواقع میها ناورداهای پایه میبه آن

 𝑇∗ℝ2𝑛صورت کند. در اینتابعی را نشان دهد که ناورداهای پایه هیلبرت را معرفی می 𝜋کار برد. فرض کنید شوند را بهمی

:Η2منیفلد سیمپلکتیک و تابع همیلتونی هموار  𝑇∗ℝ2𝑛 → ℝ با میدان برداری همیلتونی 𝑉Η2
در اینجا  را در نظر بگیرید. 

2𝜂برای هر مقدار کنیم، توجه می > ℳ2(𝜂)سطح انرژی  Η2از   0 = 𝐻2
−1(2𝜂) ⊂ ℝ2𝑛  کران در کلافی همبند بی

:𝜋با تصویر  𝒫(𝜂)صورت غیرتباهیده بودن روی فضای پایه  ℳ2(𝜂) → 𝒫(𝜂) های است. در حقیقت کلیه جواب𝑉Η2
 



 
 

 های فضای مدارهای تشدیدهای همیلتونی نامعینویژگی

 

 

31 

𝑗دار نیستند. همچنین برای لزوما کران = 3, 4, . :Ηjکنیم که توجه می .. 𝑇∗ℝ2𝑛 → ℝ با میدان برداری همیلتونی 𝑉Ηj
 

 و 

𝐻 =  𝐻2 + 𝐻3 + 𝐻4 + ⋯ 

 با میدان برداری

𝑉𝐻 =  𝑉Η2
+ 𝑉Η3

+ 𝑉Η4
+ ⋯ 

 است. فرض کنید،

𝐻̅ = 𝐻2 + 𝐻̅3 + 𝐻̅4+ . . . +𝐻̅𝑚 + 𝑂(𝑚 + 1), 

𝑚از مرتبه  𝐻فرم نرمال  − 1) ≥ 𝐻̅𝑚، 1صورت براساس نمادهای گزاره باشد. در این )2 = 𝐻̂𝑚 + 𝐻̃𝑚 که در آن ،

𝐻̂𝑚   جملات از مرتبه𝑚 [45]دهد. اما مطابق با مرجع آن را تشکیل می 𝐻̂𝑚  میانگینΗ𝑚 در راستای جریان های ،Η2 

 است، یا به عبارتی دیگر 𝜚(𝑡)یعنی 

𝐻̂𝑚 = lim
𝜏→∞

1

𝜏
∫ Η𝑚 ∘

𝜏

0

 𝜚(𝑡) 𝑑𝑡 . 

های مربوط به برقرار باشد، ویژگی 𝐻̅موزر( برای  فرم نرمال -آرنولد-)کولموگروف KAMصورت، اگر شرایط قضایای در این

𝑉Η2فضای مدارهای 
خصوص است. به 𝐻̅مربوط به تابع همیلتونی فرم نرمال  𝑉𝐻̅قابل تعمیم به فضای مدارهای میدان برداری  

𝑉Η2 مربوط به ℳ2(𝜂)از آنجا که بواسطه وجود حداقل یک فرکانس منفی فضای حالت یا  معادل آن فضای برداری 
در  

در  𝐻̅مربوط به تابع همیلتونی فرم نرمال  𝑉𝐻̅برداری  فضای مدارهای میداندار نیست، پس صورت غیرتباهیده بودن، کران

ها رخ دهند و فقط کمی شرایط مانند تقارنبرخی ها براساس تواند باشد، مگر برخی تباهیدگیدار نمینیز کران حالت کلی

 تواند بررسی شود.می KAMقضایای جزئیات میزان تغییرات براساس شرایط که طوریدهد، بهتغییر شکل می
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