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Introduction 

The Lie symmetry method, first developed by Sophus Lie, is a fundamental 

tool in the analysis of differential equations, particularly for generating exact 

solutions and reducing equation order. One of its key applications lies in 

identifying invariant solutions and simplifying complex nonlinear systems 

through symmetry reductions. In recent decades, this method has been 

extended and applied to a wide range of physical models. The present study 

focuses on the flow energy equation, which arises in fluid mechanics and 

describes thermal energy distribution in incompressible Newtonian pipe flow. 

Using classical Lie point symmetries, we obtain the symmetry generators of 

the equation and classify its one-parameter subalgebras through the adjoint 

representation. Based on this classification, an optimal system is constructed 

to systematically generate non-equivalent invariant solutions. In addition to 

symmetry reductions, we compute several exact solutions of the reduced 

equations and analyze the structure of conservation laws associated with the 

flow energy equation. These conservation laws are derived using both direct 

and variational approaches. The results highlight the effectiveness of Lie 

symmetry analysis in understanding and solving nonlinear PDEs in applied 

mathematics and physics. 

Material and Methods 

We applied the classical Lie symmetry method to the flow energy equation by 

determining its infinitesimal generators and computing the corresponding Lie 

algebra. An optimal system of one-parameter subalgebras was constructed via 

the adjoint representation. Each generator was used to reduce the PDE to an 

ODE, from which exact invariant solutions were obtained. Conservation laws 

were also derived using the direct method and the homotopy operator, with 

symbolic computations performed in Maple. 

Results and discussion 

The symmetry analysis revealed that the flow energy equation admits a four-

dimensional Lie algebra, generated by specific infinitesimal transformations. 

Using the optimal system, several group-invariant solutions were 

systematically derived through order reduction. These exact solutions 

demonstrate the effectiveness of the method in simplifying the equation and 

capturing its essential dynamics. Furthermore, three nontrivial conservation 

laws were obtained, shedding light on the physical structure and invariants of 

the model. 
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Conclusion 

The following conclusions are obtained from this research. 

 The Lie point symmetries of the flow energy equation were 

computed, showing that it admits a four-dimensional Lie algebra. 

 An optimal system of one-parameter subalgebras was constructed 

using the adjoint representation technique. 

 Several exact group-invariant solutions were obtained by reducing 

the PDE to ODEs using similarity variables. 

 Conservation laws were derived via both the direct method and the 

homotopy operator, illustrating the variational structure of the 

equation. 

The results demonstrate the efficiency of Lie symmetry methods in 

simplifying and solving nonlinear PDEs arising in fluid dynamics. 
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  کلیدی:های واژه

 گروه لی تقارنی

 معادله نیروی جریان

  قوانین پایستگی

کنیم. معادلۀ نیروی جریان یکی از در این مقاله گروه لی تقارنهای معادلۀ نیروی جریان را تحلیل و بررسی می

کند. معادلات مهم و کاربردی در مکانیک سیالات است که میزان انرژی گرمایی حاصل از جریان را بررسی می

توانیم جوابهای جدیدی را با استفاده از جوابهای قبلی این به کمک گروه لی تقارنی معادلۀ نیروی جریان، می

معادله بدست آوریم. این جوابها در مطالعه وابستگی جوابها به پارامترها و حل کردن مسائل مقدار مرزی کاربرد 

تقارنی بر اساس نگاشت الحاقی پرداخته و به کمک فراوان دارد. در ادامه، به نوعی طبقه بندی زیرجبرهای لی 

آوریم. همچنین این طبقه بندی، دستگاه بهینه زیرجبرهای یک پارامتری جبر لی تقارنی معادله را به دست می

با روش کاهش مرتبه و استفاده از ناورداهای دیفرانسیلی، جوابهای دقیقی را برای معادلۀ نیروی جریان بدست 

کنیم. در پایان با استفاده از گروه لی  تقارنی به محاسبه قوانین پایستگی این معادله ندی میآورده و طبقه ب

 پردازیم.می

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 – 1(، 1) 11، های ریاضیپژوهش. جریان نیروی معادلۀ دقیق هایجواب بندیطبقه و تقارنی جبر بهینه دستگاه(. 1404)  مهدی ،جعفری: استناد

18. 
                  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیدانشگاه اشر: ن

 

  



 
 

 1404اول، ، شماره یازدهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

4 

 مقدمه .1

 بسیاری توجه مورد بعد به زمان آن از و شد مطرح میلادی نوزدهم قرن اواسط در لی سوفوس توسط بار اولین لی تقارنی روش

 جوابهای بررسی برای روش ترین کاربردی و مهمترین واقع در[. 13] است گرفته قرار زمینه این در محققین و ریاضیدانان از

 این گسترش به ریاضیدانان از برخی اخیر سالهای در. است کلاسیک روش همان یا لی تقارنی روش دیفرانسیل، معادله یک

 گروه مورد در اجمالی طور به بخواهیم اگر. کرد اشاره[  18 ،6 ،5] به توانمی جمله آن از که اند پرداخته آن تعمیم و روش

 جوابهای که هستند تبدیلاتی شامل ها گروه این که گفت توانمی کنیم، صحبت دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن

 و مستقل متغیرهای شامل فضای روی که هستند هندسی تبدیلاتی تقارنها، لی، دیدگاه از. کنندمی تبدیل هم به را دستگاه

 از یکی. کنندمی عمل کرده، اعمال آنها گراف روی که تغییراتی با نیز دستگاه جوابهای روی و کرده عمل دستگاه وابستۀ

 پیچیدۀ خطی غیر شرایط توانمی که دهد نشان توانست وی که است آن دیفرانسیل معادلات زمینۀ در لی اکتشافات مهمترین

 به موضعاً تقارنش گروه مولدهای تحت دستگاه، آن کوچک بینهایت ناورداهای بوسیلۀ را دینامیکی دستگاه یک بر حاکم

 دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن گروه داشتن. است برخوردار زیادی اهمیت از فیزیک در که کرد مبدل خطی شرایطی

 رده این[. 12] کرد اشاره دیفرانسیل معادلات دستگاه جوابهای بندی طبقه به توانمی جمله آن از که دارد بسیاری مزیتهای

 به تبدیل قابل تقارن گروه مولدهای از برخی بوسیلۀ  گیرند،می قرار دسته یک در که جوابهایی که است روش این به بندی

 کاهش با تا کندمی کمک ما به تقارنی گروه باشیم، درگیر معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با اگر[. 17] باشند هم

 جواب باشد، اول مرتبۀ نظر مورد معادلۀ که حالتی در و آوریم بدست انتگرالگیری بار یک با را جواب یک، به معادله مرتبه

 جواب یعنی نیست، برقرار جزئی دیفرانسیل معادلات مورد در چیزی چنین متاسفانه اما .[15آمد ] خواهد بدست نیز عمومی

 یک به تبدیل قابل دستگاه که حالتی در مگر) .آورد بدست تقارنها گروه داشتن با لزوماً انتومین را معادلاتی چنین عمومی

 ناوردا تقارن گروه زیرگروه های از بعضی تحت که یندآمی بدست جوابها از تنها برخی شرایط این در.( باشد خطی دستگاه

 نسبت کمتری مستقل متغیر تعداد شامل که دستگاهی حل از که گروهی مشهورند ناوردای جوابهای به جوابها، این .هستند

 [. 14، 5یند]آمی بدست است اصلی دستگاه به

از کاربردهای دیگر روش تقارنی لی، محاسبه قوانین پایستگی یک معادله است. قوانین پایستگی نقش بسیار اساسی و مهمی 

ان به مطالعه وجود و یکتایی جواب های تومیدر بررسی و آنالیز معادلات دیفراسیل با مشتقات جزئی  دارد که به عنوان مثال 

رود به میبنیادی تعابیر مختلف ریاضی از قوانین پایستگی در موارد مختلف بکار  معادلات غیرخطی اشاره کرد. در فیزیک

ان به پایستگی ماده و انرژی، اندازه حرکت، پایستگی بار و انرژی و ... اشاره کرد. همچنین در دستگاه های تومیعنوان نمونه 

گاه و در دستگاه های کران دار که به زمان وابسته معادلات دیفرانسیل معمولی، قوانین پایستگی همان انتگرال های اول دست

 اند این قوانین همان کمیتهای ثابت هستند.
در سالهای اخیر، استفاده از قوانین پایستگی در بررسی دستگاه های معادلات به روشهای عددی هم مورد توجه بسیاری از 

[ مراجعه کرد. همچنین یکی دیگر از کاربردهای مهم 8, 4, 1ابع ]ان به منتومیریاضیدانان قرار گرفته است. به عنوان مثال 

و اساسی قوانین پایستگی در خصوص معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی، ساختن یک دستگاه هم ارز با دستگاه اولیه است 

اهی که متغیرهای موضعی )پتانسیل( آن بطور سراسری به دستگاه اولیه مرتبط است. در بسیاری از موارد حل چنین دستگ

و این موضوع در علوم مختلف خصوصا ریاضی فیزیک بسیار حائز  شودمیمنجر به نتایج قابل توجهی برای دستگاه اولیه 

خذ گوناگونی آوردن قوانین پایستگی منابع و مآ در خصوص روش های موجود برای بدست[. 21، 12،  8 ،4 ،1] اهمیت است
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است که در این روش قوانین پایستگی را با استفاده از  1نسوب به امی نوتروجود دارد. یکی از متداول ترین روشها، روش م

[. 16ورند. این تقارنها، تقارنهای تغییراتی نام دارند که حافظ انتگرال کنش معادله هستند ]آمینوعی از تقارن دستگاه بدست 

ل با مشتقات جزئی که یعادلات دیفرانسمحدودیتی که روش نوتر دارد این است که از این روش فقط در مورد دستگاه های م

ان استفاده کرد و این در حالی است که اکثر دستگاه های موجود در مسائل کاربردی خودالحاق تومیخودالحاق هستند، 

نیستند. بنابراین روشهای کلی برای بدست آوردن قوانین پایستگی یکی از مباحث همیشگی و مهم در بین ریاضیدانان و 

[. یکی از این روشها که بسیار کاربردی است روش مستقیم نام دارد که 8ین در رشته های مرتبط بوده است ]همچنین محقق

[. پس از آنکو و بلومن، این روش با اندکی تغیرات در محاسبه توسط دیگر 1اولین بار توسط آنکو و بلومن مطرح شد ]

 [.8، 4ریاضیدانان نیز مطرح شده است ]

روش دیگری برای محاسبه قوانین پایستگی وجود دارد به نام روش تجانس که بر خلاف روشهای قبلی از ابزاری ساده مانند 

. به طور خلاصه این روش به این صورت است که ابتدا یک چگالی پیش فرض کندمیحساب تغیرات و جبرخطی استفاده 

رکیب خطی با ضرایب نامعلوم از جملاتی است که تحت تقارن تجانس که این چگالی، ت شودمیبرای قانون پایستگی انتخاب 

معادله ناوردا هستند. با مشتق گیری از این چگالی نسبت به زمان و جایگزین کردن عبارات وابسته به زمان از معادله و 

لوم چگالی، معلوم که با حل آن، ضرایب نامع شودمیهمچنین استفاده از عملگر اویلر یک دستگاه معادلات خطی ایجاد 

ان شار متناظر را با استفاده از عملگر هموتوپی بدست آورد و به اینصورت قانون تومیگردند. با مشخص شدن چگالی می

 [.20، 11] شودمیپایستگی ساخته 

معادلات هدف این مقاله تحلیل گروه لی و درنتیجه، یافتن و طبقه بندی جوابها و همچنین یافتن قوانین پایستگی یکی از 

مهم در فیزیک و مکانیک سیالات به نام معادله نیروی جریان است. معادله نیروی جریان یک معادله دیفرانسیل با مشتقات 

 :شودمیجزئی مرتبه دوم است که به صورت زیر تعریف 

(1.1                    )        
( )xx yy x yu u u A Bx u C Dx

x
      2 21

0
 

)پارامترهای ثابت و  Dو  A ،B ،Cکه در آن  , )u x y  متغیر وابسته  با دامنهR R  [ معادلات22، 3است .] 

 پیوسته، جریان یک این. کندمی توصیف 2پوازوی-هاگن اصطلاح به جریان در را حرارتی نیروی تعادل لوله، جریان نیروی

 .[11است ] ای دایره مقطع با ای لوله طریق از ناپذیر تراکم نیوتنی سیال یک از آرام و یافته توسعه

نقطه ای و  ترتیب مطالب این مقاله به صورت زیر است: در بخش دوم به بیان اجمالی تعریف و طریقۀ محاسبه تقارنهای

پردازیم. در بخش سوم تقارنهای همچنین قوانین پایستگی برای یک دستگاه از معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی دلخواه می

کنیم. بخش چهارم را به طبقه بندی زیرجبرهای تقارنی معادله نیروی جریان و به دست معادله نیروی جریان را محاسبه می

رهای یک پارامتری اختصاص داده ایم. در بخش پنجم به کمک روش کاهش مرتبه، برخی از آوردن دستگاه بهینه زیرجب

 جوابهای ناوردای گروهی را برای این معادله محاسبه کرده ایم و قوانین پایستگی معادله را در بخش ششم محاسبه نموده ایم.

 

                                                           
1 Emmy Noether 
2 Hagen-Poiseuille flow 
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 لی کلاسیک تقارنهای .2

دیفرانسیل با مشتقات جزئی را تعریف و طریقۀ محاسبۀ آن را به صورت  در این بخش تقارنهای نقطه ای )کلاسیک( یک معادله

)کنیم. فرض کنید خلاصه بیان می )( , )nx u  متغیر  pیک دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی شامل  0

)مستقل ,..., )px x x )متغیر وابسته  qو  1 ,..., )qu u u باشد. جواب چنین دستگاهی، تابعی به صورت  1

( )u f x  است که در آن 

(1.2                                              )( ,..., ), ,..., .pu f x x q   1 1 

)تابعی هموار از متغیرهای مستقل  ,..., )px x x pXیک دستگاه مختصات روی xکنیم است. حال فرض می 1 R 

qUیک دستگاه مختصات روی  uو  R کنیم:باشد، در اینصورت تعریف می 

pفضای اقلیدسی   :1.2تعریف qE X U R   که شامل متغیرهای مستقلx  و وابستهu 1است را فضای کل 

)دستگاه معادلات دیفرانسیل  )( , )nx u   نامند.می 0

 تقارنهای نقطه ای در واقع دیفئومورفیسمهایی به صورت :2.2تعریف

(2.2                                            )( , ) : .( , ) ( ( , ), ( , )),x u g x u x u x u   

 گذارند.اثر می Eهستند که روی فضای کل 

یک مولد آن  Vعمل کند و Oمانند Eگروه موضعی از تبدیلات باشد که روی زیر مجموعۀ بازی از Gاگر :3.2قضیه

0باشد، آنگاه دستگاه ،V را به عنوان یک گروه تقارن می پذیرد اگر( )Pr ( ) 0nV     0هر کجا که .     

       [.17] اثبات:

)منظور از )Pr nV مرتبه 2امتدادn-ام میدان برداریV است که خود یک میدان برداری روی فضای جت مرتبهn  است و

 بصورت زیر تعریف می شود:

(3.2)                ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( , )
0

Pr exp( ) ( , ), ( , ) ( )
n

nn n n n

x u

d
V V x u x u J O

d 


 

  

ام به همراه -nام یک تابع، فضای لازم برای نشان دادن بسط تیلور آن تابع تا مرتبۀ -nمرتبۀ 3لازم بذکر است که فضای جت

)متغیرهایش است. این فضا را با  )nJ دهیم.نشان می 

)تابعی مانند 4یک گروه تبدیلات باشد، یک ناوردای دیفرانسیلی Gفرض کنید :4.2تعریف ): ( )nI J M R  است

 بطوریکه،

                                                           
1 Total Space 
2 Prolongation 
3 Jet Space 
4 Differential Invariant  
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                                                         ( ) ( ) ( )( .( , )) ( , ).n n nI g x u I x u 

دیفرانسیلی در روش تقارنی لی است. مثلا می توان در حالتهای خاص با یافتن ناورداها و جایگذاری آنها در  کاربرد ناوردای

 معادله مرتبه معادله دیفرانسیل را به تعداد مرتبه گروه تقارن، کاهش داد و معادله را با انتگرالگیری حل کرد.

uمتغیر وابسته qو ixقلمتغییر مست pدر حالت کلی برای   فرم کلی میدانهای برداری که تشکیل یک گروه تقارنی برای

 معادله دیفرانسیل می دهند بشکل زیر است: 

(4.2                                      )
1 1

( , ) ( , )
p q

i i q i q

i
i

V x u x u
x u

 


 
 

 
 

 
  

 باشد.مربوط به متغیرهای وابسته می نشان دهندۀ ضرایب متغیرهای مستقل و  i که در آن

 

یک قانون پایستگی برای یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی عبارت است از رابطۀ دیورژانسی زیر  :5.2تعریف 

 ای دستگاه برقرار است:که روی جوابه

div [u] D [ ] D [ ] D [ ]i n

i nu u u       1

1 0 

 ها را شارهای قانون پایستگی گویند. در واقع  iدر رابطه فوق 

[ ] ( , , ,..., )i i ru x u u u    

 نامند.پایستگی مییعنی بالاترین مرتبه مشتق موجود در شارها را مرتبه قانون  rکه در آن 

 توان قانون پایستگی را بصورت زیر نوشت:یکی از متغیرهای مستقل دستگاه باشد می tدر صورتیکه متغیر زمان یعنی

[ ] div [u]tD u   0 

 که در آن

div [u] D [ ] D [ ] D [ ]i n

i nu u u    

   1 1

1 1 

divبا فرضیات بالا [u]  دیورژانس فضایی، را[ ]u   را چگالی و همچنین[ ]i u نامند. را شار فضایی قانون پایستگی می

 شود.مشتق کامل است که بصورت زیر تعریف می tDهمچنین در تعاریف فوق

 شود:مشتق کامل نسبت به متغیرهای مستقل به صورت زیر تعریف می عملگر :6.2تعریف 

        

, ,..., , ,... .i i ii ii ii

i i i

D u u u i p q
x u u u

  

  


   
      
   1 1 2

1 1 2

1 1
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uدیفرانسیلی اویلر نسبت به  عملگر :7.2تعریف  
q,...,برای  1 شود:،  به صورت زیر تعریف می 

(4.2)                       
( ) , ( ,..., ),J k ku

J J

E D J j j j p
u

 


    


 1 1

 

)عملگر دیفرانسیل اویلر نسبت به تابع  )u x شود.به صورت زیر تعریف می 

(5.2                                      )
...

( )
s

s

s

u i i i

i i i

E D D D
u u u

  
     
  1

1

1 

)فرض کنیم  :8.2تعریف  )( , ( ))Mf X U X بۀ یک تابع دیفرانسیلی از مرتM  باشد. اگرX x آنگاهf  را دقیق

)نامند هر گاه یک تابع دیفرانسیلی مانند می )( , ( ))MF x U x1 وجود داشته باشد کهxf D F. 

)همچنین وقتی که  , )X x y  یا( , , z)X x y آنگاهf نامند هر گاه یک تابع برداری دیفرانسیلی مانند را دقیق می
( )( , ( ))MF X U X1 وجود داشته باشد کهDivf F. 

)تابع دیفرانسیلی  :9.2قضیه  )( , ( ))Mf X U X  دقیق است اگر و تنها اگر( )E f 
u x

یعنی اثر عملگر اویلر روی آن  0

 تابع برابر با صفر باشد.

Xفرض کنید   :10.2تعریف  x  متغیر مستقل و( )( , ( ))Mf f x U x دقیق باشد. یعنی یک تابع  تابع دیفرانسیلی

F  وجود داشته باشد کهxF D f است. عملگر هموتوپی یک بعدی به صورت زیر تعریف  fانتگرال F، بنابراین 1

 شود:می

(6.2                              )( ) ( )
( )[ ] , ( ,..., ).

q
q

U x u x

d
H f I f U U u u








 
1

1

0
1

 

تابع انتگرالده
( )u x

I f شود:به صورت زیر تعریف می 

(7.2                                      )( )

( )
( ( ) ) ,

M k
k j

jx xu x
k j kx

f
I f u D

u










 

 


 


 

1 1
1

1 0

 

Mکه در آن  

uدر متغیر وابسته  fمرتبه 1    نسبت بهx باشد. نماد می[ ]f U بدان معناست که در تابعf ،U 

 یک پارامتر کمکی است.  را به این طریق جاگذاری کرده ایم که  Uو همه مشتقات xUرا با  xUو   Uرا با

را با یک سری از دیفرانسیل  xیک بعدی، انتگرال جزء به جزء در در واقع برای یک تابع دیفرانسیلی دقیق، عملگر هموتوپی

 کند. باشد جایگزین میهمراه می گیری ها که با یک انتگرال استاندارد نسبت به 

 کند.قضیه زیر هدف استفاده از عملگر هموتوپی را بیان می
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)رض کنید [ ف21] :11.2قضیه  )( , ( ))Mf f x U x  یک تابع دیفرانسیلی دقیق باشد. یعنی تابع دیفرانسیلی

( , ( ))MF x U x1 موجود باشد کهDF fدر اینصورت .
( )x xF D f H f 

u

1. 

]اگر شارهای قوانین پایستگی به صورت  ] [ ]i iM u H u  باشند که در آن[ ]iM u  روی جوابهای دستگاه برابر با صفر

]باشند و  ]i

iD H u  نامیم. همچنین دو قانون یک دیورژانس بدیهی باشد آنگاه قانون پایستگی دستگاه را بدیهی می 0

 هی باشد.پایستگی را هم ارز گوییم هرگاه تفاضل آنها یک قانون پایستگی بدی

)فرض کنید دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی  :12.2تعریف  )( , )n

v x u   Pدارای قوانین پایستگی 0

)باشد. در این صورت توابع  )( , )J m

vQ x u  وجود دارند به طوری که به ازای هر( , )x u 

,

Div ,J

v J v

v J

P Q D  

)تایی -lدر نتیجه  ,..., )lQ Q Q Jبا مولفه های  1

v J v

J

Q D Q  وجود دارند کهDiv .P Q . 

l- تایی( ,..., )lQ Q Q  [.17نامند ]می Pمربوط به  را مشخصه قانون پایستگی 1

یمفرض کن  :13.2تعریف     P  ,
n ru x u  ک تابع دیفرانسیلیی−𝑟  مشتق فرشه  باشد.تایی𝒫 لگرک عمی 

:دیفرانسیلی

q r

pD A A شد به طوری کهبامی 

   0  ,      qd
Q u Q u Q

d
 

    
 

∋ +𝓊با  Pو مشتقات آن را در  𝒟𝒫(𝑄)   ،𝓊به عبارت دیگر به منظور محاسبه  𝑄 نماییم و سپس از عبارت جایگزین می

=گیریم. به عنوان مثال هرگاه مشتق می 𝜀به دست آمده نسبت به   𝑢𝓍𝓊𝓍 𝓍 P[𝓊] در این صورت  ، 

𝒟𝒫(𝑄) =
𝑑

𝑑ℰ
 | ℰ=0(𝓊𝓍 +  ℰ 𝒟𝑥𝑄)(𝓊𝑥𝓍 +  ℰ 𝐷𝑥

2𝑄) = 𝓊𝓍𝐷𝑥
2𝑄 + 𝓊𝑥𝓍𝒟𝑥𝑄, 

𝓊𝑥𝓍𝒟𝑥 𝓊𝓍𝐷𝑥 +، بنابراین
2 𝒟𝒫 =. 

یک عملگر  = 𝑃( P𝑟  . ... .P1تایی )  𝑟−دهد که مشتق فرشه یک تابع یابد و نشان میاین محاسبه به سادگی تعمیم می

 با مولفه هایی به صورت زیر است: × r qدیفرانسیلی ماتریسی 

(𝒟𝒫)𝜇𝑣 = ∑(𝜕𝒫𝜇/𝜕𝑢𝐽

𝐽

𝑣)𝒟𝐽 , 𝜇 = 1 … , r , 𝑣 = 1, … , 𝑞. 

∋[ هرگاه 17] :14.2قضیه   𝒜𝑟 𝒫  و𝑄 ∈ 𝒜𝑞 در این صورت ، 

𝒟𝒫(𝑄) = 𝑝𝑟𝑣𝑄(𝑃) 



 
 

 1404اول، ، شماره یازدهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

10 

 هرگاه  :15.2تعریف 

𝒟 = ∑ 𝒫𝑗[𝑢]

𝐽

𝐷𝑗           ,              𝒫𝑗 ∈  𝒜 

 کند:یک عملگر دیفرانسیلی است که در رابطه زیر صدق می ∗𝐷یک عملگر دیفرانسیلی باشد، الحاق آن 

∫ 𝑃. 𝐷𝑄𝑑𝑥
.

Ω

= ∫ 𝑄. 𝐷∗𝑃𝑑𝑥 ,       𝑃, 𝑄 ∈  𝒜 
.

Ω

   

=و هر تابع  ℝ𝑝 Ω∋که در آن به ازای هر عضو دامنه   𝑓𝑥 𝓊   از مجموعه فشردهΩ  توابع دیفرانسیلی ،𝑄  و𝑃  وقتی

𝑢 =  دهد کهباشند. یک انتگرال گیری ساده جزء به جزء نشان میصفر می 0

𝐷∗ = ∑(−𝐷)𝐽𝒫𝐽

𝐽

 

𝑄باشد که به ازای هر این به آن معنا می ∈ 𝒜  ، 

𝐷∗𝑄 = ∑(−𝐷)𝐽[𝒫𝐽

𝐽

𝑄] 

𝑢𝒟𝑥 𝐷𝑥 + به عنوان مثال ، هرگاه
2 𝐷  باشددر این صورت الحاق آن به فرم زیر می =

𝐷∗ = (−𝒟𝑥)2 + (−𝒟𝑥). 𝑢 = 𝐷𝑥
2 − 𝑢𝒟𝑥 − 𝑢𝑥0 

:𝒟، یک عملگر دیفرانسیلی ماتریسی به طور مشابه 𝒜𝑘 →  𝒜𝔩  با درایه های𝒟𝜇𝑣  دارای الحاق𝐷∗: 𝒜𝔩 → 𝒜𝑘  با درایه

∗𝐷های  = (𝒟𝜇𝑣)∗ درایه های  باشد. در واقع، درایه های عملگر الحاقی، الحاق ترانهادهمی𝒟 باشند. قابل توجه می

∗(𝐷ℰ)باشدکه به ازای عملگرهای دیفرانسیلی می = ℰ∗𝐷∗، 𝐷, ℰ [7.] 

∗𝐷را خود الحاق نامند، هرگاه   𝐷 عملگر دیفرانسیلی  :16.2تعریف  = 𝐷  و پادالحاق نامند هرگاه𝐷∗ = −𝐷. 

𝐷𝑥به عنوان مثال، عمگر دیفرانسیلی 
2 + 𝑢  یک عملگر خودالحاق است و عملگر𝐷𝑥

3 + 2𝑢𝒟𝑥 + 𝑢𝑥 باشد پادالحاق می

[9.] 

مشخصه  𝑄تایی  -𝔩اکنون، با توجه به مفهوم مشتق فرشه و الحاق عملگر دیفرانسیلی به بیان یک شرط لازم و کافی برای آنکه 

 پردازیم.یک قانون پایستگی باشد می

=∆ کنیم [ فرض می17]  :17.2گزاره  مشخصه قانون پایستگی  𝑄تایی -𝔩یک یک دستگاه از معادلات دیفرانسیل باشد. 0

 باشد اگر و تنها اگرمی

𝐷∆
∗(𝑄) + 𝐷𝑄

∗ (∆) = 0. 
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باشد آن است که به ازای ∆ مشخصه یک قانون پایستگی دستگاه معادلات دیفرانسیل  𝑄به ویژه، یک شرط لازم برای آنکه 

∆𝐷داشته باشیم   ∆همه جواب های 
∗ = 𝐷𝑄زیرا، روی جواب های دستگاه به طور بدیهی  .0

∗ (∆) = . این فرم ساده شده 0

تایی  به عنوان مشخصه های قوانین پایستگی به کار گرفته شود -𝔩تواند به طور مؤثر برای حذف بسیاری از حالات ممکن می

 و بنابراین، به یک طبقه بندی کامل از قوانین پایستگی دستگاه منجر گردد.

ℒ [𝑢]  عملکردی تابعرا یک تقارن تغییراتی ( 2.4) میدان برداری تعمیم یافته :18.2تعریف  = ∫ 𝐿(𝑥, 𝑢(𝑛))𝑑𝑥  نامند

 𝑥، 𝑢 تایی از توابع دیفرانسیلی وجود داشته باشد به طوری که به ازای هر𝒫−اگر و تنها اگر یک 

𝑝𝑟𝑣(∆) + 𝐿𝐷𝑖𝑣𝜉 = 𝐷𝑖𝑣𝐵.     

 [. 17نیز چنین باشد] 𝑣𝑄است اگر و تنها اگر نمایش تکاملی  ℒ [𝑢] تقارن تغییراتی 𝑣میدان برداری تعمیم یافته  :19.2گزاره 

ℒ [𝑢]یک تقارن تغییراتی  𝑣 هرگاه میدان برداری تعمیم یافته :20.2قضیه  = ∫ 𝐿(𝑥, 𝑢(𝑛))𝑑𝑥  باشد، در این صورت

𝑣 لاگرانژ -یک تقارن تعمیم یافته از معادلات اویلر𝐸[𝐿] =  [.17] باشدمی 0

 

 

 جریان نیروی معادله کلاسیک تقارنهای .3

پردازیم. قبل در این بخش با استفاده از روش ارائه شده در قسمت قبل به محاسبۀ تقارنهای نقطه ای معادله نیروی جریان می

کنیم که معادله نیروی جریان یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی است که دارای یک متغیر وابسته از هر چیز یادآوری می

u  و دو متغیر مستقلx وy :است. بنابراین فرم کلی مولدهای جبر تقارنی این معادله بصورت زیر است 

 

(1.3                           )1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )V x y u x y u x y u x y u
x y u

  
  

  
  

 

بایست امتداد مرتبه دوم میدان فوق را روی معادله اثر دهیم و برابر با صفر قرار است، می 2 ( برابر با1.1چون مرتبه معادله )

 برای محاسبات داریم: بدست آیند. با انجام این کار و استفاده از نرم افزار میپل و  1  ،2دهیم تا ضرایب 

(2.3                                                            )

C x

C y C

C u C









 

 

1

1

2

1 2

3 4

 

 بنابراین فرم کلی مولدهای جبر تقارنی بصورت 

(3.3                               )1 1 2 3 4( , , ) ( ) ( )V x y u C x C y C C u C
x y u

  
    

  
 

iC  ،,...,iاست که در آن  1  آید:اعداد ثابت هستند. بنابراین قضیه زیر به دست می 4
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مولدهای بینهایت کوچک هر گروه لی یک پارامتری از تقارنهای نقطه ای معادله نیروی جریان، یک ترکیب خطی  :1.3قضیه

 از میدانهای برداری زیر است: 

  (4.3             ), , , .V x y V V u V
x y y u u

    
    

    
1 2 3 4 

میدانهای برداری  اثبات:
iV  از قرار دادنiC 1  وjC  jبرای  0 i   در( , , )V x y u آیند.به دست می 

شود. لازم به بصورت زیر حاصل می  1( باشد. در اینصورت جدول جابجاگر4.3جبر لی تولید شده توسط ) فرض کنید 

]ام برابر jام و ستونiذکر است که درایۀ واقع بر سطر  , ]i j i j j iV V V V V V   است که, ,...,i j 1 4. 

V 4 V 3 V 2 V 1 [ , ] 

0 0 V 2 0 V 1 

0 0 0 V 2 V 2 

V 4 0 0 0 V 3 

0 V 4 0 0 V 4 

 : جدول جابجاگر جبر لی 1جدول

توانیم گروههای یک پارامتری ( می4.3با اثر دادن تابع پتانسیل یا همان تابع نمایی روی مولدهای بینهایت کوچک تقارنی )

( )iG s  که توسطiV شود را بدست آوریم.تولید می 

(5.3                                                   )

( ) : ( , , ) ( , , )

( ) : ( , , ) ( , , )

( ) : ( , , ) ( , , )

( ) : ( , , ) ( , , )

s s

s

G s x y u xe ye u

G s x y u x s y u

G s x y u x y ue

G s x y u x y s u





1

2

3

4

 

)توان جوابهای جدید را با اثر دادن  تبدیلات ( می1.1با استفاده از این مطلب و داشتن جوابی از معادله ) )iG s  روی جوابهای

 اولیه بدست آورد.

 

 

 جریان نیروی معادله زیرجبرهای بندیطبقه و بهینه دستگاه. 4

پردازیم و با استفاده از آن دستگاه بهینه معادله نیروی جریان ( می1.1در این بخش به طبقه بندی زیرجبرهای تقارنی معادله )

بۀ یک آوریم. همانطور که در مقدمه بیان شد گروههای لی نقش مهمی در یافتن جوابهای دقیق و کاهش مرترا به دست می

توان تعداد نامتناهی معادله دارند. چون هر ترکیب خطی از مولدهای بینهایت کوچک، خود یک مولد بینهایت کوچک است می

زیرگروه تقارنی مختلف برای یک معادله دیفرانسیل بدست آورد. بنابراین برای استفاده بیشتر از جوابها، مشخص کردن آندسته 
                                                           
1 Commutator Table 
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بدست می آورند، لازم است. چون هر تبدیل در گروه تقارنی یک جواب را  هاجواب از فاوتمت هایدستهاز زیرگروههایی که 

به جوابی دیگر تبدیل می کند باید به دنبال جوابهای ناوردایی باشیم که به تبدیلات در کل گروه تقارنی وابسته نباشد. این 

یافتن یک دستگاه بهینه برای زیرگروهها با یافتن دستگاه [. 17به نام دستگاه بهینه می شود ]مطلب منجر به پیدایش مفهومی 

بعدی، این طبقه بندی همان طبقه بندی مدارهای نمایش -بهینه برای زیرجبرها هم ارز است. خصوصاً برای زیرجبرهای یک

ختلف را روی گیریم و تبدیلات الحاقی مالحاقی است. روش کار به این صورت است که یک عضو کلی در جبر لی را در نظر می

 [. 18، 17دهیم. این کار را تا آنجایی که این عضو به ساده ترین شکل ممکن تبدیل شود ادامه می دهیم ]آن اثر می

]فرض کنید  , ]i jV V  ،جابجاگر جبر لیs پارامتر و, 1,...,4i j  شود:زیر محاسبه می است. عمل الحاقی توسط سری 

(1.4                          )
2

(exp( ) ) [ , ] [ ,[ , ]]
2

i j j i j i i j

s
Ad sV V V s V V V V V    

 پارامتری برای جبر لی تقارنی معادله نیروی جریان بصورت زیر است.     -یک سیستم بهینه یک :1.4قضیه

1) 1 3V aV 2)  1 4V V 

3)  1V 4)  2 3V V  

5)  3V 6)  2 4V V  

7)  2V 8)  4V 

(2.4) 

aکه در آن R  دلخواه و  1 .است 

s:فرض کنید اثبات:

iF   توسط(exp( ) )iV Ad sV V ( 4,...,1تعریف شودi  و  جبر لی تولید

1شده توسط  4,...,V V بت به است(. نگاشتهای فوق خطی هستند و بنابراین می توان ماتریس متناظر با این نگاشتها را  نس

1پایه  4{ ,..., }V V  بدست آورد. این ماتریسها که باs

iM :نشان می دهیم بترتیب عبارتند از 

(3.4      )

, , , .

s

s s s s

s

e s
M M M M

se

      
      


         
      
      

       

1

3

2

1 2 3 4

4

1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 00 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 00 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

 

فرض کنید
4

1

i i

i

V aV


 :داریم ، 

(4.4           )3 34 2 1 1

4 3 2 1 1 2 2 1 2 2 3 4 4 3 4 4: ( ). ( ). ( ). ( ).
s ss s s s

F F F F V a s a V e a V a s a V e a V     

 را بصورت زیر ساده می کنیم: Vحال
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1اگر  3, 0a a   2آنگاه بترتیب با قرار دادن
2

1

a
s

a
   4و

4

3

a
s

a
  2در

2

sF 4و

4

sF   2می توان ضرایبV  4وV  را به

1صفر تبدیل کرد. همچنین در صورت نیاز می توان با تغییر مقیاس فرض کرد  1a   و در نتیجهV ( کاهش 1به حالت )

 می یابد.

3اگر  0a   1و 0a   2آنگاه بترتیب با قرار دادن
2

1

a
s

a
   و

3 4lns a 2در

2

sF  3و

3

s
F 2می توان ضریبV  را به

1یا صفر تبدیل کرد. همچنین در صورت نیاز می توان با تغییر مقیاس فرض کرد  1را به  4Vصفر و ضریب  1a   و در

 ( کاهش می یابد.  3( و )2به یکی از حالتهای ) Vنتیجه

1اگر  0a   3و 0a   4آنگاه بترتیب با قرار دادن
4

3

a
s

a
   و

1 2lns a 4در

4

sF 1و

1

sF  4می توان ضریبV  را به

3یا صفر تبدیل کرد. همچنین در صورت نیاز می توان با تغییر مقیاس فرض کرد  1را به  2Vصفر و ضریب  1a   و در

 ( کاهش می یابد. 5( و )4به یکی از حالتهای ) Vنتیجه

1اگر  3 0a a   آنگاه با قرار دادن
1 2lns a  و

3 4lns a  1به ترتیب در

1

sF  3و

3

s
F  2می توان ضریبV  4وV 

 ( کاهش می یابد.  7( و )6به یکی ازحالتهای ) Vصفر تبدیل کرد. در نتیجه یا 1را به 

1اگر  2 3 0a a a    آنگاه با قرار دادن
3 4lns a  3در

3

s
F  4می توان ضریبV  کرد. در نتیجهتبدیل  1را بهV  به

 شود.( کاهش می یابد.  حالت دیگری برای بررسی باقی نمانده است و اثبات قضیه کامل می8حالت )

 [.18در اثبات قضیه فوق از روش حالت به حالت استفاده شده که اولین بار توسط اوزیانیکوف ارائه گردید ]

 

 های دقیق معادله نیروی جریانجوابمعادلات کاهش یافته و . 5

دهیم و برخی از جوابهای ناوردای در این بخش با استفاده از مفهوم ناورداهای دیفرانسیلی، معادله نیروی جریان را کاهش می

آوریم. همانطور که در بخش قبل اشاره شد ساختن جوابهای جدید از جوابهای قبلی یک معادله گروهی آن را به دست می

باشد. در واقع، رویه های ناوردای نظیر یک گروه لی از تبدیلات متناظر انسیل، از کاربردهای مهم تقارنهای آن معادله میدیفر

با یک دستگاه از معادلات منجر به پیدایش جوابهای ناوردای گروهی خواهد شد. همانطور که بیان شد معادله نیروی جریان 

)در دستگاه مختصات  , , )x y u   تعریف شده است، بنابراین برای کاهش این معادله به دستگاه مختصاتی نیاز داریم که

)دارای یک متغیر مستقل و یک متغیر وابسته باشد. این دستگاه مختصات با یافتن ناورداهای مستقل  , )r w نظیر مولدهای ،

ساخته خواهد شد. در ادامه با استفاده از قاعده مشتق گیری زنجیره ای معادله مورد نظر به معادله  بینهایت کوچک تقارنی

 شود که مرتبه آن یک واحد کاهش یافته است. ای در دستگاه جدید تبدیل می

Vبه عنوان مثال برای  aV1  آوریم:بدست میجوابهای ناوردای گروهی را با استفاده از کاهش مرتبه  3

)برای بدست آوردن ناورداهای دیفرانسیلی باید معادلۀ  )V aV I 1 3  را حل نمود. 0
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(1.5                     )( ) ( )
I I I

V aV I x y au I x y au
x y u x y u

     
       

     
1 3 0 

متناظر این معادله یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی همگن است و برای حل آن کافی است معادله دیفرانسیل مشخصه 

 را که یک معادلۀ معمولی است حل کنیم:

(2.5                                                           )
dx dy du

x y au
  

با حل این دو معادله دو ناوردای مستقل تابعی 
y

r
x

  وaw ux  تابعآید. حال اگر بدست میw  را به عنوان تابعی از

r توانیم با استفاده از قاعده زنجیری به محاسبه مشتقات جزئی موجود در معادله نیروی جریان بپردازیم. در نظر بگیریم می

 گردد.عمولی زیر تبدیل میپس از جایگذاری در معادله، معادله نیروی جریان به معادله دیفرانسیل م

(3.5                                  )( )( )ww Dr w Crww A B rw      2 23
2 2 0

2
 

 آید:که با حل آن و تبدیل دوبارۀ متغیرها، جواب زیر به دست می

(4.5                                                     )
D C

u x x  4 2

16 4 
 

Vاین جواب از معادله نیروی جریان، جواب ناوردای گروهی متناظر با  aV1 توان به ازای بقیۀ است. به همین صورت می 3

جوابهای ناوردای گروهی را بدست آورد. برخی دیگر از جوابهای ناوردای گروهی معادله  1.4میدانهای برداری موجود در قضیه 

 ه و در جدول زیر نشان داده شده است.نیروی جریان محاسب

 

 jw jr X j جواب معادلات کاهش یافته پس از تغییر متغیر

ln
D C

u x x x  4 2

16 4
 ln x u  yx 1 1 4V V 1 

( ) ln
D

u x C x
x

  2 2 4

4
 u yx 1 1V 2 

( (ln ) ) ( ( lnx) ) ln
D C

u B x x A x y x      2 4 21 8 1 32
16 4

 yue  x 2 3V V 3 

( ) ( )
D C

u B x A x y    4 24 16
16 4

 y u  x 2 4V V 4 

(( ) ) ( )u Byx Dy x Ay Cy x y


     
1

2 1 4 221 8 4 16 u x 2V 5 

 .  جوابهای دقیق معادله نیروی جریان2جدول 
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 (1.1قوانین پایستگی معادلۀ ). 6

 کنیمپردازیم. ابتدا لم زیر را بیان میدر این بخش به محاسبه قوانین پایستگی معادله نیروی جریان می

𝑄توابع  :1.6لم  ∈ 𝐴𝑞  ،𝐿 ∈ 𝐴 باشند. در این صورتمفروض می 

𝐸[𝑝𝑟𝑣𝑄(∆ )] = 𝑝𝑟𝑣𝑄[𝐸(𝐿)] + 𝐷𝑄
∗ 𝐸(𝐿) 

= ∆[  فرض کنیم 19] :2.6گزاره  ∗𝐷یک دستگاه از معادلات دیفرانسیل باشد که مشتق فرشه آن خودالحاق است :  0 =

𝐷𝔸 باشد. یک میدان برداری تکاملی لاگرانژ برای یک مسئله تغییراتی می-، بنابراین، معادلات اویلر𝑣𝑄  یک تقارن تغییراتی

 𝑥،𝑢 باشد اگر و تنها اگر به ازای هر آن می

𝑝𝑟𝑣𝑄(∆) + 𝐷𝑄
∗ (∆) = 0 

لاگرانژ -، معادلات اویلر ∆گردد که در حالتی که دستگاه معادلات دیفرانسیل اکنون، با توجه به مطالب بیان شده مشاهده می

یک گروه تقارنی تغییراتی  𝑣𝑄ی باشد و شرط آن که مشخصه یک قانون پایستگ 𝑄برای مسئله تغییراتی باشد، شرط آن که 

 پردازیم.باشند. بنابراین ، به بیان تعمیم قضیه نوتر میتولید نماید یکسان می

نماید اگر و تنها اگر مشخصه تعیین می  ℒ عملکردی تابعیک گروه تقارنی از  𝑣یک میدان برداری تعمیم یافته  :3.6قضیه 

𝑄 ∈ 𝐴𝑞  از آن، مشخصه یک قانون پایستگی𝐷𝑖𝑣𝑃 = 𝐸[𝐿]لاگرانژ متناظر -معادلات اویلر 0 = باشد. به ویژه، هر گاه  0

ℒ  یک مسئله تغییراتی نا تباهیده باشد، آن گاه یک تناظر یک به یک بین کلاس هم ارزی از قوانین پایستگی غیر بدیهی

 [19وجود دارد. ] عملکردی تابعی تغییراتی لاگرانژ و کلاس های هم ارزی تقارن ها-معادلات اویلر

لاگرانژ روی تبعک معادله نیروی -با استفاده از قضیه فوق که در واقع محکی برای قوانین پایستگی است و اثر دادن عملگر اویلر

 توان مشخصه قوانین بقای این معادله را بدست آورد.جریان می

( ) ( ),

u ( ( )),

.
x u u x u u

Q xy x u xu y u yu

Q xu yu u xu

Q xe yue
   

    

   

 
2 2

2 3

1

3

2

1 1

2 2
3

1 1

2 3

1

3
 

با استفاده از مشخصه های فوق و با اثر عملگر هموتوپی روی تقارنهای تعمیم یافته معادله و متحد قرار دادن ضرایب معادله 

 آیدبدست مینیروی جریان تعیین کننده سه قانون پایستگی زیر برای معادله  
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[( ) ] [ ) u ( )] ,

[ ] [ ( )] ,

[ ] [ ] .

y x

y x

x u u x u u

y x

D x y u yu D y x y u u

D u yu D yu u u

D e D ue
   

      

    

  
2 2

2 2 3

3

1 1

2 2

1 1 1
0

2 2 3

1
0

3

0

 

 

 نتیجه گیری

در این مقاله به تحلیل تقارنهای یکی از معادلات مهم در مکانیک سیالات به نام معادله نیروی جریان پرداختیم. ثابت شد که 

. همچنین دستگاه بهینه زیرجبرهای جبر تقارنی را بدست آوردیم. شودمیجبر تقارنهای این معادله توسط چهار مولد تولید 

ربوط به تقارنهای نقطه ای معادله نیروی جریان را بدست آورده و آنها را طبقه بندی جوابهای ناوردای گروهی م در ادامه

در پایان با استفاده از تقارنهای تعمیم یافته این معادله مشخصه مربوط به قوانین پایستگی آن را محاسبه و سه قانون  کردیم.

 پایستگی جدید برای این معادله بدست آوردیم.
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