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Introduction 

In the last decade, numerous studies have been conducted on stochastic 

diffusion models, which have led to applications in fitting and predicting 

phenomena in various fields. 

Material and Methods 

In this paper, from the perspective of statistical inference, stochastic 

differential equation models are studied. 

Results and discussion 

A nonhomogeneous case of a diffusion process with a time-dependent velocity 

reduction coefficient and stochastic differential equation models with random 

effects are investigated, and an approximation for a nonlinear stochastic 

differential equation is presented. Also, with the help of time series analysis 

and statistical methods, the parameters of stochastic differential equation 

models are estimated. Finally, the detailed application of Invariant copulas in 

stochastic differential equation modeling is stated.  

Conclusion 

In each of these cases, the probability density function of the process and trend 

functions are calculated, and statistical inferences such as point estimation, 

interval estimation, selection of the best model, and numerical analyses and 

simulations in stochastic differential equations are performed. 
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 گفتارشیپ

های تقریبی و هستند که برای توصیف نرخ تغییرات، عبور حد در مجموعاز نخستین اجزای علم حسابان  انتگرالو مشتق 

بندی دهنده کاربردهای معادلات دیفرانسیل در مدلگیرند و این مهم نشانمیهای اساسی حسابان مورد استفاده قرار قضیه

زمان به را هم و فرایندهای تصادفی پیوسته )ODE( 1های طبیعی است. حسابان تصادفی، معادلات دیفرانسیل معمولیپدیده

حسابان تصادفی از حسابان معمولی  ستند،پذیر نیکه اکثر این فرایندها مانند حرکت براونی مشتق گیرد و نظر به اینکار می

در  )SDE( 2گران علوم کاربردی به واسطه ماهیت طبیعی و شهودی معادلات دیفرانسیل تصادفیشود. پژوهشمتمایز می

 مند هستند. فیزیکی به این شاخه علاقه هایپژوهش

X}0ای از متغیرهای تصادفی دنباله }t t   0را یک فرایند تصادفی گویند. یک خانواده از فرایندهای تصادفی{ }t tW   را

0یک حرکت براونی )فرایند وینر( گویند، هرگاه  0W  (، نموهای أ)حرکت براونی با نقطه شروع مبد
i i is t sW W   روی

i,فواصل مجزای )های متناهی دلخواه از مجموعه i is s t متغیرهای تصادفی مستقل باشند و برای هر ), 0t s  ،

s t sW W   0)دارای توزیع نرمال, )N t  های گرده های نامنظم و دانه. وجه تسمیه حرکت براونی از حرکت]25[باشد

آب الهام شده و نتیجه انتشار تصادفی گرده در آب است. فرایند وینر در علومی که اختلاهای تصادفی مشاهده معلق در 

  های صف و موجودی کالا کاربرد دارد.های قیمت سهام، مدارهای الکتریکی، سامانهشوند نظیر مطالعه مدلمی

)پذیر برای تابع اندازه , )f t   2که
( , )[ dt]

T

S
f tE     بعدی یکو فرایند وینر( )

t
W  أبا نقطه شروع مبد ،

)صورت انتگرال ایتو به , ) ( ) lim ( , ) ( )
T T

t n t
S Sn

f t dW t dW    


  2که حد در  شودتعریف می
L  و{ }

n
  دنباله

2طوری که توابع مقدماتی )توابع ساده( است به
0lim [ ( , ) ( , )]

T

n
Sn

E f t t dt  


  ]25[. 

tدر معادله دیفرانسیل تصادفی  tXاگر  tdX udt vdW   صدق کند وg  0]روی, )   مشتقات مرتبه دوم

t,X)گاه فرایند پیوسته داشته باشد، آن )t tY g در معادله دیفرانسیل تصادفی 

2

2

21
2

(t,X )dt (t,X )dX (t,X ).(dX )
g g g

t t t t t tt x x
dY

  

  
   

dX)2کند که در آن صدق می ) (dX ).(dX )t t t  با توجه به قوانین. . . . 0t tdt d t dt dW dW dt    و

.t tdW dW dt

 
  .]25[شود و آن را فرمول ایتو نامند محاسبه می

 یهادهیاز پد یاریبس توانیم ،شودیمشخص م SDE کیفرایند انتشار که توسط  کیها با استفاده از از شاخه یاریدر بس

برخوردار  یاژهیو تیمدل از اهم صیتشخ یپارامترها برا نییمعادلات تع نیکرد. در ا یابیوابسته به زمان را ارز یکینامید

پارامترها به کمک  یبراورد برا نیبهتر ،مشاهدات در دسترس هستند یمدل مجهول ول یکه پارامترها یاست. در مواقع

                                                           
1 Ordinary differential equations 
2 Stochastic differential equations 
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فرایند انتشار صورت گرفته که به عنوان نمونه  کی یدر مورد براورد پارامترها یفراوان قاتیمشاهدات مورد علاقه هست. تحق

 اشاره کرد.  ]1،3[ به توانیم

 صورت به تویابعدی یک SDEتوسط  یفرایند انتشار عموم کیچارچوب 

 (1)                              0 0( , , ) ( , , ) , , 0t t t tdX f t X dt g t X dW t X x   θ θ 

: نر،یفرایند و کی tW که درآن شودیم مطرح [0, ]f T   و رانش بیضر : [0, ]g T    

,  هست و مجهول  θو بردار پارامتر معلوم g و fو توابع شودیم دهیانتشار نام بیضر  2 و

0( )E X   .

براورد  نیکننده هستند و محققان به دنبال ارائه بهترنییتع یکینامید یهادهیپد یسازمشخص یبرا( 1) در θی پارامترها

واسیچک  شوند. مدل(، معرفی می1هایی از معادله )اکنون نمونه مشاهده شده هستند. یهاپارامترها بر اساس داده یبرا

 ( که در بازارهای مالی کاربرد دارد به صورت]44[)

0 0 ( ) , 0,t t tdX X dt dW t X x       

پارامترهای مثبت مدل هستند. مثال دیگر که تعمیم مدل واسیچک هست را  0xو   ، ،شود که در آن تعریف می

 صورت ( نامند و به]4[) CIR1مدل 

0 0 ( ) , 0,t t t tdX X dt X dW t X x      

32با شرط  پارامترهای مثبت مدل هستند. 0xو   ، ،شود که در آن معرفی می  ًفرایند تصادفی اکیدا ،

دو غیرمرکزی، توزیع کایصورت به تواندیانتقال فرایند م یچگالمثبت و در غیر اینصورت نامنفی است. تحت شرط اخیر، 

 یعنی

   2 | 2, , ,( )
q

u v u
qv

p x ce I u x yt y v

    

 که در آن شودمینوشته 

3 3

2 2
, 1, , .

(1 )

t

t
c q u cxe v cy

e





 

 




    


 

شود، نماد یاداوری می   
2

1
2 ! ( 1)0

k q
x

q k k qk
I x



  
، x  یافته و دهنده تابع بسل تعدیلنشان

1

0
( ) z xz x e dx


   ، z  افزار آماری یافته، نرمتابع گاما است. برای محاسبه تابع بسل تعدیلR،  مقدار qI x 

 کند. محاسبه می besselI(x,q)را از دستور 

                                                           
1 Cox-Ingersoll-Ross  
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های تصادفی انتشار انجام شده است که این تحقیقات منجر به کاربردهایی در در دهه اخیر مطالعات فراوانی در مورد مدل 

، (]5،46[) ، پزشکی(]9[) ، فیزیک، داروسازی(]35[)شناسی های گوناگونی نظیر زیستها در شاخهبینی پدیدهبرازش و پیش

ها، فرایندهای اقتصاد و ریاضیات مالی شده است. این مدل (]22[) (، بیمه]31[) کشاورزی(، ]40[) های دینامیکیسیستم

چند کاربرد معادلات انتشار از دیدگاه  ]45[در شود. نرمال، رایلی، گومپرتز و لوجستیک را شامل میانتشار تصادفی نظیر لاگ

 کیخدمات حمل و نقل اتومات[ به کاربردهای معادلات انتشار در 47استنباط آماری در اوراق قرضه استرالیا مطرح گردید. در ]

وبایل های مکاربردهای مسئله براورد پارامترهای معادلات دیفرانسیل تصادفی در شبکه ]26،47[پرداخته شده است. در  خودرو

شده است. ریکارتی  ]13،19[های رشد تصادفی نیز در براورد پارامترها در مدل به موبایل مورد بررسی قرار گرفته است.

را معرفی کرد که کاربردهای زیادی از آن در از دیدگاه معادلات انتشار تصادفی، فرایند انتشار تصادفی گومپرتز ، ]32،33[

 رف گاز طبیعی و غیره توسط محققان مطرح شد. های سرطانی و مصزمینه رشد سلول

 تعمیم سپس یک .شوندیمحاسبه مبعدی یک SDE یپارامترها یبرا ییشبه حداکثر درستنمای براوردگرها در این مقاله

 به وابسته تابعی رانش، یک در سرعت کاهش عامل تنها که حقیقت این اساس بر گومبرتز انتشار تصادفی فرایند از ناهمگن

در ابتدا تابع چگالی احتمال فرایند و  .است و ایتو معادلات کولموگوروف اساس بر تعمیم روش. شودمی مطالعه است زمان

های آماری نظیر براورد گیری گسسته، استنباطشوند و سپس با استفاده از نمونهتوابع روند )شرطی و غیرشرطی( محاسبه می

گردند. یافتن توزیع براوردگرهای حاصل شده و فاصله اطمینان پارامترها انجام می پارامترها توسط روش حداکثر درستنمایی،

 یموضع یسازیروش خط کیبا استفاده از  شوند.سازی شده، کاربردهای این مدل معرفی میهای شبیهدر پایان برای داده

 یرخطیغ SDE یپارامترها توانیروش م نیا یری. با به کارگشودیزده م بیتقر یخط SDE کیتوسط  یخطریغ SDE کی

را اعمال  یتصادف یکه اثرها یآمار یهارده از مدل کی براورد کرد. ییرا با مشاهدات گسسته و توسط روش حداکثر درستنما

 توانینم ،ی. در حالت عمومشودیحاصل م ییتابع درستنما یبرا یاو جمله شوندیم بیترک SDE یهابا مدل کنندیم

که در  افتی ییتابع درستنما یبرا یحیتوان حالت صریموارد م یدر برخ یول ،کرد دایپ ییتابع درستنما یبرا یحیجمله صر

 ،به زمان وابسته هستند یزمان یسر یهامدل هیشب SDEهای مدل شود.یپرداخته م ییهاحالت نیچن یبه بررس این مقاله

 یهابه همراه مشتق ریمتغ ،SDEدر  یول شود،یدر نظر گرفته م شیهاو تأخیر ریمتغ یزمان یسر یهاتفاوت که در مدل نیبا ا

 قینوشته، از طر یزمان یسر کیصورت جواب را به ،SDE یارامترهابه منظور براورد پاین مقاله . در شودیآن حساب م

وابسته به  یهامفصل نسبت به ساختار مفصل بقا و دوگان ییناوردا. در انتها شوندیمدل براورد م یپارامترها یآمار یهاروش

 .شودیم انیب SDE یبندکاربرد مفصل ناوردا در مدل انی. در پاردیگیآن تحت مطالعه قرار م

 

 SDE یهاپارامتر یبرا ییبراورد شبه حداکثر درستنما یهاروش. 1

دارد.  کیزیاقتصاد و ف ،یمال ،یستیدر علوم ز یعیانتشار، کاربرد وس یهاخصوص فرایند بهی تصادف لیفرانسیمعادلات د

براورد به روش شبه حداکثر  بخش نیتوسط مشاهدات فرایند براورد شوند. در ا دیپارامترها و توابع مجهول در مدل با
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نداشته  یبستگ t به g و fتوابع که( 1) خاص حالت .شوندیم محاسبه SDE مدل کی یپارامترها یبرا ییدرستنما

 :دیریباشند را در نظر بگ

(2)                                   0 0( , ) ( , ) , 0, t t t tdX f X dt g X dW t X x   θ θ 

رو آن  نیدارد و از ا یبستگ y و t، xانتقال تنها به یحالت چگال نیهمگن است. در ا-زمان یفرایند تصادف کی tXکه

)  (را با  , ,p t x y (1 ای( , , , )   i ip t x t y )اگرهنددیم شینما .t ط،یشرا یبرخ یباشد، با برقرار ثابت 

) (  , ,p t s x y یعنی، پلانک -معادله پسرو فوکر در
2

2

21
2

( ) ( )
p p p

s x x
f x g x

  

  
  معادله  کی که کندیصدق م

براوردگر حداکثر  توانینم ،انتقال عموماً مجهول هستند یهایکه چگال نیاست. از ا ساده )PDE( 1یجزئ لیفرانسید

انتشار، تابع  یهامارکوف فرایند ویژگی توسط ،θی بعدpپارامتر و 0X هیکرد. با مقدار اول دایپ را )MLE( 2ییدرستنما

 صورت به( 2) متناظر با ییدرستنما

1 01
( ) log ( , , ) ( )   

n

n i ii
L p t X X p X

  θ θθ 

 صورت آن به تمیلگار و

1 01
( ) log ( ) log ( , , ) log ( )    

n

n n i ii
l L p t X X p X

    θ θθ θ 

شبه  یکه آن را چگال شودیانجام م ستین یواقع یشرط یمتعلق به خانواده چگال که hی چگال توسط θ بود. براورد خواهد

 یسازنهیعنوان جواب مسئله به به ییبراوردگر شبه حداکثر درستنما. ندیگو یواقع

1arg max ( | , , )n n nh X X θθ θ 

 که در آن شودیم داده

1 1 01
( | , , ) log ( , , ) log ( ).  

n

n n i ii
h X X h t X X h X

    θ θθ 

0t که یحالت یروش برا نیا طیشرا یبرخ تحت  و n t ، در زیر به  .ردیگیمورد استفاده قرار م زین

 پردازیم: های موجود در این زمینه میروش

 ، میدار( 2) معادله به کمک، (]16[) لریروش اودر  

(  ( , ) , )( )t t t t t t t tX X f X t g X W W       

tی نموها که t tX X  نیانگینرمال مستقل با م یتصادف یرهایمتغ ( , ) x tE f X t  انسیوار و 
2( , ) x tV g X t  نوشته شود ریصورت زبه تواندیانتقال فرایند م یچگال نی. بنابراهستند: 

                                                           
1Partial differential equation  
2Maximum likelihood estimator  
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(3)                                    
2

22

( ( , ) )1

2 ( , )2 ( , )
( , | ) exp 

y x f x t

tg xtg x
p t y x



  

 
                 

 :برابر است با ییدرستنما تمیآن لگار یدر پ و

2
1 1

2

( ( , ) ) 21
1 2 1

( | , , ) log( ) 2( )i i i
n X X f X

n n i t
h X X n t




    

 
     

 با برابر 2 که براوردگر سازگار شودیداده م نشان ]43[. در ندیگو زیموضعاً نرمال ن بیبه معادله بالا تقر که

2 21
11

ˆ ( )
n

i in t i
X X  

  ت.اس  

 همگن یهاSDEی برا ]28،37[ یاوزاک روش

0 0 ( , ) 0,,t t tdX f X dt dW t X x   θ 

 میداردر این حالت است.  ثابت  در آن که ردیگیمورد استفاده قرار م

| ~ ( , ) t t t x xX X x N E V  

 در آن که

2( ) ( ) 2 1
( ) 2

( ) ( )1
( )

 o

,( 1),

l g 1 ( 1)( ).

k tx
x

x x

x

x

f x f x t e
x Xf x k

f x f x t

x t x f x

E x e V

k e


  



 

 

   

  
  

 :شد یمعرف ریز یهاSDEی برا یاوزاک-یروش شوجبه اسم  ]38[ر د یروش اوزاک میتعم

0 0( , , ) (  , ) , 0,t t t tdX f t X dt g X dW t X x   θ θ 

2 نیو همچن

( , ) ( , )| ~ ( ,  )t t t t x t xX X x N A x B  در آن که 

2

( , )

( , ) 1 ( 1) ( 1 )tt t

t t

Mf t x L t L t

t x txL xL
A e e L t

 
       

 و
2

1
( , ) 2

( )
L tt

t

e
t x L

B g x

 که ( , )t xL f t x  و 

2 ( )

2
( , ) ( , ) 

g x

t xx tM f t x f t x   . 

نرمال به دست  یشرط یچگال کی انسیو وار نیانگیم یبرا بیتقر کیمراتب بالاتر  لوریت-تویکمک بسط ا با ]18[ کسلر

|صورت انتقال توسط روش کسلر به یچگال ،(1)آورد. در معادله  ~ ( , ) t t t x xX X x N E V  که است 

2

2

( )21
2 2

2 2

2

( )2 2

2

( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )] ,

[2 ( , ) ( , )] [2 ( , )( ( , )

( , ) ( , ) ( , )) ( , )( ( , )

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ))] .

t

x x xx

x x

x xx

t

x x xx x

E x f t x t f t x f t x g t x g t x

V x f t x x g t x t f t x f t x x

f t x g t x g t x g t x f t x x

f t x g t x g t x g t x E





      

     

    

      
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به  Nمعرفی شد. برای مقدار  ]36،29[تواند مورد استفاده قرار گیرد که در سازی شده نیز میروش درستنمایی شبیه

اندازه کافی بزرگ، کمیت 
N

   از  .(]34[) کولموگوروف-رو، با استفاده از معادله چپمناز اینکوچکتر خواهد بود ،

t انتقال یچگال tX   در نقطهy به شرط ،tX x برابر است با 

 

( , | ) ( , | ) ( , | )

( , | ) | .z

p y x p y z p z x dz

E p y z

  



 

 

   

  




 

)بهره گرفته، با قرار دادن ( ]34[) سازی مونت کارلواکنون از روش شبیه , | )y z   ( 3)به عنوان چگالی انتقال در

,iz ،1تکرار  Mو  ,i M،  براورد( , | )p y x  زیر خواهد بود:صورت به 

( , ) 1

1
ˆ ( , | ) ( , | ).

MN M

t t iM i
p X x X z   

   

M,وقتی  شود،ثابت می ]29[ در  N   داریم 

( , )ˆ ( , | ) ( , | ).N M

t tp X x p X x     

 شود. توصیه می ]46[برای آشنایی با کاربردهای روش مونت کارلو در معادلات دیفرانسیل تصادفی مطالعه مرجع  

 مناسب شرح داده خواهد شد.انتخاب مدل به منظور  )AIC( 1هکئیاطلاع آکادر پایان این بخش روش استفاده از معیار 

2ˆصورت به یشبه واقع هاییچگالتوان برای می را هکئیاطلاع آکا اریمع ( ) 2dim( )n nAIC h     داد که در  توسعه

ˆ آن
n و ییثر درستنماکشبه حدا براوردگر nh یهامدل یهست. وقت یواقع ییدرستنما تمیلگار ینرمال موضع بیتقر 

 .میدهیم حیکمتر است را ترج هاآن AIC که ییهامدل شوند،یم سهیداده مقا یسر کی یمتعدد برا

 :دیریرا در نظر بگ ریز یهامدل .1.2مثال 

3                                      واقعیمدل  

1 2 t t t tdX X dt X dW
   

1 (                      1)ی مدل رقابت  2 3 ( )t t t tdX X dt X dW     

4        (                  2)ی مدل رقابت

1 2 3)  (t t t tdX X dt X dW     

3(                                           3)ی مدل رقابت

1 2t t tdX dt X dW
   

0 هیمقدار اول و θ(2,0.3,0.5)ی مدل با پارامترها کیها از داده دیتول با 2X  310 وt  ، عملکرد AIC 

آمده  2مختلف در جدول  یهاپارامتر تحت مدل یبراوردها نیهمچن. شودیآزمون م 1طبق جدول  ذکر شده یهامدل یبرا

 .است

                                                           
1Akaike information criterion  
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 .1.2های رقابتی مثال برای مدل واقعی و مدل AIC : مقدار1جدول 

AIC مدل 

 واقعیمدل  -4867.595

 1ی رقابت مدل -4865.597

 2ی مدل رقابت -4867.587

 3ی مدل رقابت -4810.597

 

 .1.2مثال های رقابتی مثال : براورد پارامترهای مدل واقعی و مدل2جدول  

4 3 2 1 مدل 

 واقعیمدل  1.898 0.301 0.493 -

 1ی مدل رقابت -0.178 1.928 0.301 0.493

 2ی مدل رقابت 0.174 1.928 0.297 -

 3ی مدل رقابت 8.220 0.291 0.530 -

 

 

 SDE یهادر مدل یآمار استنباط .2

ایتوی  SDEصورت حل به ]32،33[همگن توسط ریکارتی  فرایند انتشار تصادفی گومپرتز مدل

[ log( )]t t t t t td dtX X X X X dW      معرفی شد که ثابت نرخ رشد ذاتی و ثابت ، عامل کاهش ،

)log، ضریب انتشار است. با تبدیل سرعت )شتاب منفی( و ثابت  )t

t tY e X ، همگن  گومپرتزفرایند انتشار تصادفی

عمومی  SDE[. بر اساس این حقیقت برای معرفی تعمیم این فرایند، 25شود ]به یک فرایند وینر تبدیل می

( , )t t t td a t WX X Xdt d   0که[ , ]t t T  را در نظر بگیرید و( , )ta t X شود که معادله ای پیدا میبه گونه

)بالا از یک فرایند وینر حاصل شود. برای این منظور برای تابع  )g t  0روی[ , ]t Tرا روی تبدیل  [15،1] ، فرمول ایتو

( ) log( )t tY g t X کنیم: اعمال می 

2( ) ( , ( ))

( ) ( ) 2
( ) log( ) ( ) .

g t a t x

t

t

gt t t x t
dY g t dt g t dWX  

      

)شرط این که  )y t طوری کهآن است که باید فقط تابعی از زمان باشد به ،یک فرایند وینر باشد 

( , )( )

( )
log( ) ( ).t

t

X

t X

a tg t

g t
X k t


  

 با نرخ رشد ذاتی و عامل کاهش سرعت به صورت فرایند انتشار تصادفی گومپرتزاز این رو یک نسخه ناهمگن از 
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( )

( )
( ) log( )t t t t t t

g t

g t
d k t dt dX X X X X W

     

 آید. به دست می

)کنیم پارامتر کاهش سرعت تنها به زمان بستگی دارد و لذا در این بخش فرض می ) ( , )k t a    در این .

حالت، تعمیم خانواده فرایندهای انتشار  0: [ , ]tX t t T  0)با مقادیر اختیار شده در, ) نهایت و گشتاورهای بی

 شوند: صورت زیر داده میکوچک به

(4)                                   ( ) 2 2

1 2( )
( , ) log( ), ( , ) .t t t

g t

tg t
A t x a A tX X X Xx 


             

)های شود، حالتیادآوری می )g t  ،ثابت( ) tg t e  و( )g t t نرمال، همگن گومپرتز به ترتیب فرایند همگن لاگ

 دهند. و ناهمگن گومپرتز را نتیجه می

)( با نماد 4اگر تابع چگالی احتمال مدل ) , | , )f y t x s  و  (]34[)نشان داده شود، معادلات کولموگوروف برقرار هستند

 به عنوان نمونه معادلات پیشروی کولموگوروف برابر است با

2

( , ) ( , )21
2 .a t y f b t y ff

t y y


  

   

روی تبدیل یک فرایند  ]32[( شرط لازم و کافی برای برقراری قضیه ریکارتی 4نهایت کوچک فرایند )گشتاورهای بی

)2صورت کنند. تبدیل مناسب در این حالت بهانتشار به فرایند وینر را تضمین می ) ( )
t

s
t g d    و 

2( ) /2( , ) log( ) ( )
t

g t a

s
t x x g d

 
     

 هست. بنابراین تابع چگالی احتمال فرایند حاصل عبارت است از:

(5)                                   
 

2

2 2

log( ) ( , , )

2 2 2 ( , )( , | , ) 2 ( , ) e

y s t x

s tf y t x s s t



  




             

2نرمال که تابع چگالی توزیع لاگ 2( ( , , ), ( , ))LN s t x s t   با پارامترهای 

2

2( )

( ) ( )
( , , ) log( ) ( )

tag s

g t g t s
s t x x g d



  


   

 و

2

2 21

( )
( , ) ( )

t

g t s
s t g d    

2هست. در حالتی که  2| ~ ( ( , , ), ( , ))t s s sx LN s tX x s tX    :تابع روند شرطی فرایند برابر است با ، 
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(6)                                    
2

2
2

2

2( )

( ) ( ) 2 ( )
( | ) exp log( ) ( ) ( ) .

t t

s
s s

ag s

s g t g g tt t
E g d dX gX X


   


     

با فرض برقراری شرط اولیه 
1 1( ) 1tP X x  :تابع روند فرایند برابر است با ، 

 (7        )        1
1 1

2
2

1 2

2

2( )

( ) ( ) 2 ( )
( ) exp log( ) ( ) ( ) .

t t

t
t t

ag t

g t g t g ttE g d dX gX


   


    

)1گیری گسسته با نمونه ,..., )nx xx 1های زمانی از فرایند در لحظه( ,..., )nt t  و تحت شرط اولیه

1 1( ) 1tP X x   و قبول این فرض که( )g t تنها به زمان بستگی دارد، تابع درستنمایی متناظر با فرایند یعنی 

2

1 12
( ; , ) ( , | , )

n

j j j jj
L f x t x t   

x 

 صورت (، به5با استفاده از )

2

1 1

2 2
1

log( ) ( , , )2 2 1
1 2 ( , )2

( ; , ) 2 ( , ) exp( )
j j j j

j j j

n x t t x

j j x t tj
L t t



 
     



  


 x 

شود. به منظور کار کردن با یک تابع درستنمایی معلوم و برای محاسبه ساده براوردگرها، نمونه گسسته را برای نوشته می

2,...,j n صورت به
1

1
( )

( )
jj

j
j

tv

j g t t
u g d 





   و 1( )1

1( )
log( ) log( )j

j

g t

j j j jg t
v x x 

 کنیم و تبدیل می

 شود:نوشته میصورت زیر بنابراین تابع درستنمایی به

    
1

2

2
1

2 2 1
,..., 2

( , ) 2 exp
n

nv vL


 
       a v aU v aU 

که در آن 
2

2
a  a ،1= (v ,..., v )n

V، 1( , )j j jv v t t  2و= (u ,...,u )nU. گیری از لگاریتم تابع با مشتق

 شوند: صورت زیر حاصل میبه های این پارامترها2 ،MLEو  aدرستنمایی نسبت به 

(8)                                   1 2 1ˆ ,N   a = (UU ) UV ~ (a, (UU ) )                               

(9)                                   2 1 2 2

1 2
ˆ( 1) ( ) ~ .n nn   

 
    V I U (UU ) U V               

ˆ2توان نشان داد می ˆ( , )a  2آماره بسنده توأم برای( , )a  است و بنابراین براوردگرهایâ  21و
2

ˆn
n




، به ترتیب 

هستند. فواصل اطمینان  2و  aبرای  )UMVUE( 1طور یکنواختبراوردگرهای نااریب با کمترین واریانس به

100(1 )%  برایa  2و صورت زیر خواهند بود: به ترتیب به 

(01)                                   
2 2

, 1 , 1

ˆ ˆ
ˆ ˆ, ,

1 1
n n

t t
n n

 

 
 

 
 

  
a a +                         

                                                           
1 Uniformly minimum variance unbiased estimator 
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(11)                                                  
2 2

2 2

2 2

, 1 1 , 1

ˆ ˆ( 1) ( 1)
, .

n n

n n

 

 

 
  

  
 
  

                            

شود. ابتدا کیلو وات( مطرح می 910سازی شده مصرف برق )برحسب های شبیهاکنون کاربرد مدل بررسی شده برای داده

پذیرد و سپس فواصل اطمینان پارامترها توسط ( انجام می9( و )8مشاهده اول برای براورد پارامترهای مدل توسط روابط ) 20

های بعد از تابع روند براورد شده و تابع روند بینی مقادیر مصرف برق سالشوند. برای پیش( محاسبه می11( و )10معادلات )

گردند، استفاده ( حاصل می6( و )7های )ها در عبارتجا کردن پارامترها با براورد متناظر آنبهشرطی براورد شده که با جا

)4شود. به عنوان نمونه با استفاده از تابع می )g t t ای پارامتر ای و فاصلهنقطه، مقادیر براوردگرهایa  برابر با

ˆ 0.061a  2ای پارامتر ای و فاصلهنقطهو مقادیر براوردگرهای  (0.055,0.068)و  2برابر باˆ 1.793  و 
4(1.037,3.82) 10 بینی شده توسط تابع روند مقادیر پیش دهد وبینی را نشان مینتایج پیش 3جدول  .خواهد بود

ها و ( برازش2) 1ای نمایش داده شده است. شکل ای و فاصلهو براوردهای نقطه تابع روند شرطی براورد شدهو  براورد شده

دهنده کران پایین چین نشاندهد. )خطوط نقطهرا نشان می تابع روند )شرطی( براورد شدههای ساخته شده توسط بینیپیش

 و بالا هستند.(

 .تابع روند شرطی براورد شدهو  بینی بر اساس تابع روند براورد شده: پیش3جدول 

 سال داده روند براورد شده روند شرطی براورد شده

  اینقطه براورد ایبراورد فاصله اینقطه براورد ایبراورد فاصله

(12.87, 
13.04) 

12.95 (11.44,14.76) 12.98 12.83 2000 

(13.49, 
13.67) 

13.58 (12.03,15.71) 13.74 13.45 2001 

(14.14, 
14.32) 

14.23 (12.65, 16.73) 14.54 14.08 2002 

 

 

 .تابع روند براورد شدهبینی بر اساس : برازش و پش1شکل 
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 .تابع روند شرطی براورد شدهبینی بر اساس : برازش و پش2شکل 

 

 

 یرخطیغ SDE یبرا یموضع یسازیبه روش خط یابراورد نقطه. 3

 SDE کی بیتقر یبرا یبیتقر یهااز روشگرفته و قرار  یمورد بررس ]12[ یانتشار خط یهافرایند ،قاتیدر اکثر تحق

. شودیمحاسبه م یرخطیغ SDEاز  یخط بیتقر کیبخش  نیدر ا اند.استفاده کرده یتصادف یمعادله تفاضل کیتوسط 

 یکه تابع چگال نیبا توجه به ا نیثابت است و همچن بینسبت به تقر یخط بیبهتر بودن تقر یموضع یسازیروش خط تیمز

قابل راحتی بهفرایند گسسته شده  کی ییتابع درستنما تمینرمال است، لگار یخط SDE کیاز  شدهاحتمال انتقال حاصل

) یتصادف لیفرانسیمعادله د یموضع یسازیروش خط در. حصول است )dX f X dt dW  لیفرانسیتوسط معادله د 

sdX یخط L Xdt dW  (0) دیبا بیتقر نیمعقول بودن ا یبرا نی. بنابراشودیزده م بیتقر 0f   باشد. به

(0) گریعبارت د 0f دله. با استفاده از معاستین ی، منطق ( (0))sdX L X f dt dW  (0)، در حالت 0f  

f(0) شرط دیبودن معادله با فیتعرخوش یمسئله قابل حل است که برا زین    .یبخش پس از معرف نیا دربرقرار باشد 

انجام  یبیو معادله تقر یمعادله اصل نیب یاسهیو سپس مقا شودیبه براورد پارامترها پرداخته م یموضع یسازیروش خط

 .شودیم

 یتصادف لیفرانسیکه در معادله دtX بعدی یک یتصادف فرایند

( , ) ( )t t t tdX f X t dt g X dW  

) که در آن دیریرا در نظر بگ کندیصدق م , )tf X t مرتبه دوم نسبت به  ریپذمشتق وستهیطور پبهtX وستهیطور پو به 

) است و t نسبت به ریپذمشتق )tg X و ریپذمشتق وستهیپطور به tW  با  تویفرمول ا یریحرکت براونی باشد. با به کارگ

( )t tY X، SDE بالا به معادله 

2 2

22
( )

gd d

t tdx dx
dY f dt dW

     

) انتشار است و جمله یثابت برا بیضر یکه دارا شودیم لیتبد )t  درODE صورت به 
d

dx
g

  که  ثابت است 

 SDE توانیم نیبنابرا .کندیصدق م
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(12             )                              ( )t t tdX f X t dt dW  

) در نظر گرفت که را , )tf X t مرتبه دوم نسبت به  ریپذمشتق وستهیطور پبهtX نسبت به ریپذمشتق وستهیطور پو به  

t است و  است که تابع رانش یبیروش تقر کی یسازی موضعثابت هست. روش خطی کی ( , )tf X t طور به (12) در

) معادله از کیتوسط  تواندیرفتار م نی. اشودیزده م بیتقر tXاز  یک تابع خطیتوسط  یموضع , )tf x t  و استفاده از

 صورتبه تویفرمول ا

 
2 2

22
f f f

t xx
df dt dx   

 
   

 شودی، فرض مtو tXنسبت به  f کردن یخط یشود. برا نییتع
2

2 ( , )f
tx

X s


 ،( , )f

x sX s


) و  , )f
t tX s


ثابت  

]که  یفرض زمان نیا .هستند , ]t s s s  صورت به دیفرانسیل اخیرمعادله  نیمعقول است. بنابرا 

 
2 2

22
( , ) ( , ) ( ) ( ) f f

t s
f

tt xx sf X t f X s t s X X   
 

      

) رو نیو از ا شودیم لیتبد , )t s t s sf X t L X M t N   که در آن:  

 

2 2

2

2 2

2

2

2

( , ),

( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

f
s x

f f
s tx

f f f

s

s s

s s ss x s sx t

L X s

M X s X s

N f X s X s X X s X s s








 


  
 



 

   

 

 یخط لیفرانسیمعادله د یرو توانیم (12) یبه جا نیبنابرا

( )t s t s s tdX L X M t N dt dW    

] که , ]t s s s  را به معادله  ریمعادله اخ توانیم( ]2[) رسانوفیگ-نیمارت-کامرون هیتمرکز کرد. توسط قض

t s t tdX L X dt dW  کرد که در آن لیتبد ( )
t

t t
s

W W u du   1 و( ) ( )s su M u N


    .رییبا تغ 

sL ریمتغ t

t te XY


 میدار: 

    ( )s s s
t t t

L u L u L u

t s u s s s u
s s s

X Y e dW Y M u N e du e dW   
        

  :آن یدر پ و

   2

( , ) ( ) ( ) ( )
.1 1 ( )}s ss s s

s s

tf X s ML t s L t s L t u

t s s uL L s
X X e e L t s e dW  

         
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Var,0) عیتوز یمعادله بالا داراسمت راست در  یکه جمله انتگرال تصادف نیاز ا ( ))s tN X در آن است که 
2 ( )2 ( )

2
Var ( )

L t ss

s

e

s t L
X

 

سهیمقا یبرا .قابل انعطاف خواهد بود یسازهیشب یمسئله براورد و هم برا یروش هم برا نی، ا 

 ریکه در روش اخ شودیم یادآوری لر،یروش با روش او نیا

( , )( )
t

t s s u
s

X X f X s t s dW     

2Var و ( ) ( )s tX t s  لریرو، در روش او نیو از ا Var ( )s tX مستقل از حالت sX که در روش  یاست در صورت

 .دارد یبستگ sX به انسیوار یسازی موضعخطی

) یتصادف لیفرانسید معادله .3.1مثال  )t t tdX f X dt dW   3با( )t tf X X  و با   ثابت را در نظر

 به صورت یسازی موضع. جواب به روش خطیدیریبگ

(13  )              
2 2 22

2

3 ( ) 3 ( ) 3 ( )2

3 3
1 3 1s s s s

s

t
X t s X t s X t u

t s s u
s

X

X
X X e e X e dW 

     
        

 و است 
26 ( )

2

2 1

6
Var ( )

X t ss

s

e
s t X

X 
 




 صورتبه لریجواب معادله براساس روش او یدر صورت 

3( )
t

t s s u
s

X X X t s dW     

2Var خواهد بود و ( ) ( )s tX t s . 

)1 . اگرشودیمعادله پرداخته ماین به مسئله براورد در  اکنون , , )Np x x توأم باشد که یتابع چگالnx  مشاهده کی

nهم اندازه یبا فواصل زمان ییتا t و N  صورت به ییدرستنما تمیلگار ،مارکوف ویژگیتعداد مشاهدات باشد با استفاده از

 :شودیم تهنوش ریز

2
1

1

1 1 11

1 ( )1
12 1

log ( , , ) log ( | ) log ( )

log log (2 )} log ( )n n

n

N

N n nn

N x E

nVn

p x x p x x p x

V p x





 



 

   




 

  که

   2

2

2 2

2

( , )

2 1
2

2

1 1 ,

,

( , ),

( , ) ( , ).

n n nn n

n n

L tn

n

f x t ML t L t

n n nL L

e
n L

f
n t nx

f f
n n n n nxx

E x e e L t

V

L x t

M x t x t




 






 


      





 

 

 توانیم یهست، ول یاز فرایند تصادف یو تابع ستیجمله انتشار ثابت ن بیضر نکهیکه قبلاً اشاره شد با وجود ا طورهمان

 لیتبد نیا ،ییکرد. در براورد حدکثر درستنما لیثابت جمله انتشار تبد بیبا ضر SDE کیرا به  یاصل لیفرانسیتابع معادله د
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)1است. اگر ییتابع درستنما تمیدر لگار رییملزم تغ , , ) Np x x  1 و( , , ) Np y y توأم  یتوابع چگال بیترت بهnx 

) و )n ny x ،1 لات،یبا استفاده از روش تبد باشند 1( ( , , ) , , )N Np x x p y y J   که 

1

1
0

( , , )

( , , ) 1

 

 
N

N

Ny y d

y y dxn x x
J

 

   
  

)1ییدرستنما تمیکه تابع لگار نیاز ا .است یمطلق ژاکوبقدر , , )Np y y  تفاوت که  نیبا ا است( 13)با رابطه  معادل

nx با ny میدار شود،یم جاجابه: 

 
2

1
( )1

1 2

1

1

1

log ( , , ) log (2 )

log ( ) ( )log

n n

n

n

y E

N nV

n x x x

N

n

N

n

p x x V

p x







 







  

 




 

 در آن که

 2

2

22

2

2 2

2

( , )

21
2

( , )

( , ) ( , )

2

2

( 1) ( 1) ,

,

,

.

,

n n nn n

n n

L tn

n

n n

n n n n

f y t ML t L t

n n nL L

e
n L

f y t

n y

f y t f y t

n ty

g

x x

E y e e L t

V

L

M

f f



 












 



 







      





 

 

 

 شودیو مشاهده م شودیانجام م AIC دگاهیاز د لریو روش او دیروش جد نیب یاسهیمقا یعدد لیتحلدر پایان بخش با 

  .دهندیرا م یکسانی جینتا AIC و ممیماکز ییکه روش درستنما

1 لیفرانسید معادله .3.2مثال  2 3

1 2 3( )dX X X X dt dW       که دیریدر نظر بگ را 

 1 3 1   2 و 0  2و 1  .لی. با تبدشودینمونه اخذ م کیهر مدل،  یبرا 
1

1
( ) t

t t

X
XY









   ، مدل به

2000N انتشار ثابت دارد. با بیکه ضر شودیم لیتبد یامعادله  یسازی موضعخطی شودیمشاهده م 4 و طبق جدول 

 .کندیم نیرا تخم لمد یبهتر پارامترها لریاز روش او

  

0.05tسازی موضعی و روش اویلر با مقایسه روش خطی 4جدول  . 

1 2 3 2 log l                    پارامتر 

 روش

 موضعی سازیخطی 2064.4 1.01 -0.97 0.08 1.05

 اویلر 2057.12 0.94 -0.81 0.06 0.8
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 یرخطیغ SDEو  یحالت خط یبا فضا یهامدل  .4

 هایداده گونه این که آماری هایروش و باشند شده مرتب زمان اساس بر که است مشاهداتی مجموعه زمانی سری یک 

 زمانی هایسری تحلیل حقیقت در. شودمی نامیده زمانی هایسری تحلیل هایروش دهد،می قرار استفاده مورد را آماری

 نظیر دیگر علوم در شاخه این. هستند وابسته هم به متوالی طوربه و نبوده مستقل که شودمی مرتبط هاییداده به معمولاً

 سالانه فروش ارقام ماهانه، قیمت هایشاخص بورس، بازار در سهام قیمت هواشناسی، ارتباطات، ژئوفیزیک، مهندسی، اقتصاد،

. نامند پیوسته را زمانی سری شوند، ایجاد زمان در پیوسته بطور مشاهدات زمانی سری یک در اگر. دارد فراوانی کاربردهای

 پارامتر از تابعی که) tY حالت بردار حسب بر ایمعادله شامل و اندپیوسته زمانی سری هایمدل مشابه دیفرانسیل، معادلات

t ساده رشد مدل مثال عنوان به. هستند آن هایمشتق و( است t زمان حقیقی مقادیر با

t

dY

dt
Y است مفهوم این بیانگر 

 فاصله در tY زمان متغیر که ,t t dt توانمی مدل این واقعی هایمثال از که است زمان نقطه این در حالتی با متناسب 

 اولیه شرط با بالا معادله جواب. کرد اشاره اکتیو رادیو هایاشعه میرایی یا جوامع رشد به
0tY، صورت به

 
00expt tY t t Y    اجتماعی، علوم در. است SDE  نظیرtdY

t tdt
Y gZ  که دارند کاربرد tZ فرایند یک 

)اتوکوواریانس  تابع و صفر میانگین با گاوسی سفید نوفه ) ( ) ( )t st s E Z Z t s     نشان حقیقت این. است 

 اخیر SDE جواب. اندخودهمبسته زمانی کوتاه فواصل تمام در تنها tZ فرایند دهدمی

0

0
0

( ) ( )e e
t

t t t s

t t s
t

Y Y gZ ds
     

برحسب  را جواب توانمی است، یافتهتعمیم تابع یک پیوسته، زمان سفید نوفه فرایند که این به توجه با و است

s sZ ds dW آن در که نوشت sW از گیریمشتق از اجتناب منظور به بنابراین. است وینر ناپذیرمشتق پیوسته فرایند 

t نویسند،می ناپذیرمشتق فرایند یک t tdY Y dt gdW  آن  جواب که   

0

0

0
e e

t

s
t

t t t s

t tY Y gdW
  

   در 

 سری صورت یکبه را جواب پارامترها براورد منظور به. است گاوسی فرایند یک باشد، ثابت یا گاوسی اولیه شرط که حالتی

 گرفتن نظر در با یعنی نویسند،می زمانی
ii tY Y، 

   1
1 1

1

i
i i i

i

tt t t s

i i s
t

Y e Y e gdW
 

  

    

 حالت فضای با مدلهمچنین  .گیرندمی قرار مطالعه مورد هاروش این ادامه در که شوندمی براورد مدل، پارامترهای

 در. شودمی استفاده بیز فرمول و شرطی گشتاورهای از منظور این برای. گیرندمی قرار بررسی مورد خطی گسسته/پیوسته

 .شوندمی براورد کالمن پالایش الگوریتم توسط مدل پارامترهای نهایت

 باید تنها درستنمایی تابع محاسبه منظور به. کنیممی برخورد غیرخطی تصادفی هایمدل به مالی، هایمدل از بسیاری در

 به منجر پالایش رویکرد و شوندمی بررسی حالت فضای هایمدل و غیرخطی SDE ادامه در. شود محاسبه انتقال احتمال

 .شودمی درستنمایی تابع بازگشتی محاسبه
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  شودمی تعریف صورت زیربه خطی گسسته/پیوسته حالت فضای با مدل

(41  )                              
   

   

( , ) ( , ) , ,

, ,
i

t t t

i i t i i

dY A t Y b t dt G t dW

Z H t Y d t

  

  

  

  
                

 خطاهای کنیممی فرض ایتو دیدگاه از گیریبهره برای. است بعدیp حالت بردار tY و بعدیr وینر فرایند tW آن در که

گیری اندازه  ~ 0, ,i iE WN R t  هایزمان برای( 14) معادله مواقع برخی در. باشند گسسته زمان با سفید نوفه 

 در. شودمی محاسبه صورت بازگشتیبه پالایش کالمن الگوریتم هایمیانگین از استفاده با درستنمایی، تابع و it گیریاندازه

)شرطی  گشتاورهای از حالت این | ) | i

i tt t E Y Z      و( | ) Var | i

i tt t Y Z     آن  در که شودمی استفاده

 0,...,i

iZ Z Z زمان تا هاگیریاندازه it صورت به زمان روزرسانیبه. هستند 

( | )
( , ) ( | ) ( , )id t t

idt
A t t t b t


    

 و

( | ) ( , ) ( | ) ( | ) ( , ) ( , )i i id t t dt A t t t t t A t t       

)که شود،می انجام , )t   و است انتشار ماتریس  1,i it t t  .( بهینه بینیپیش) روزرسانیبه و گیریاندازه هایزمان

1iZ گیریاندازه توسط  گرددمی اصلاح بیز فرمول از استفاده و : 

1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( | ) ( | ),i i i i i i i it t t t K t t v t t        

 1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( , ) ( | ),i i i i i i it t I K t t H t t t         

1 1 1 1 1 1 1( | ) ( | ) ( | ) ( , ) ( | ) ( , ),i i i i i i i i i i iZ t t v t t Z Z t t H t t t d t            

1 آن، در که

1 1 1 1( | ) ( | ) ( , ) ( | )i i i i i i iK t t t t H t t t 

   
   کالمن، سود 

1
( | )

i i
Z t t


 برای بهینه گوییپیش 

 گیریاندازه
1i

Z


، 
1

( | )
i i

v t t


  و گوییپیش خطای 

1 1 1 1 1( | ) ( , ) ( | ) ( | ) ( , )i i i i i i i it t H t t t H t t R t     
    

 شده روزبه حالت خوشبختانه .است آن کوواریانس ماتریس
1

1
|

i

i

tY Z


 دو توسط تواندمی لذا و است شرطی گاوسی سود 

 درستنمایی مرحله، T از بعد. شود حاصل شرطی گشتاور

1

000 1log ( )( ; ) log ( ,..., ; ) ( | ; )
T

iT

i

i p Zl Z p Z Z p Z Z  


   

 گاوسی هایتوزیع برحسب انتقال هایچگالی که بود خواهد

1 1 1( | ; ) ( ( | );0, ( | ))i

i i i i ip Z Z v t t t t     
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 هاآن شرطی هایواریانس و خطاها ها،بینیپیش برحسب بازگشتی طوربه را درستنمایی کالمن، پالایش پس. شوندمی داده

 .شوندمی براورد کالمن پالایش الگوریتم توسط مدل پارامترهای. کندمی محاسبه

 : کنیممی برخورد زیر سامانه با غیرخطی تصادفی هایمدل به مالی، هایمدل از بسیاری در

(51  )                                
( , , ) ( , , ) ,

( , , ) .
ii i i

t t t t

t

dY f Y t dt g Y t dW

Z h Y t

 

 

 

 
                    

 یعنی شود، گیریاندازه it هایزمان در کامل طوربه حالت که است زمانی ساده وضعیت یک
ii i tZ Y Y  .صورت این در 

 درستنمایی تابع محاسبه منظور به

1

0 1 00
( ; ) log ( ,..., ; ) log ( | ; ) ( )

T

T i ii
l Y p Y Y p Y Y p Y  




  

1انتقال  احتمال باید تنها 1( , | , )i i i ip y t y t  سازیخطی نظیر تقریبی هایروش از توانمی منظور این برای. شود محاسبه 

 SDE روی به ایتو روش مستقیم اعمال (،]17[یافته )توسعه کالمن پالایش) شودمی اعمال دقیق گشتاوری معادلات روی که

 تقریب محاسبه برای کارلو مونت هایروش انتشار، قسمت روی سازیخطی هایروش ،(]39[موضوعی ) سازیخطی) غیرخطی

 شکل فرضیات داشتن بدون (.) انتشار تابع و f(.) رانش تابع که ناپارامتری دیدگاه از استفاده ،(]41[) انتقال هایچگالی

 تیلور هایبسط از استفاده بالاخره و( شوندمی براورده شرطی هایچگالی هسته، چگالی هایروش با) شوندمی براورده تابعکی

 گشتاوری، معادلات بوسیله صورت تقریبیبه تواندمی( 15) حالت فضای مدل. جست بهره توانمی هامشتق براورد و رانش تابع

 (: است شده حذف  به وابستگی) کنیم محاسبه را زیر معادلات بتوانیم اگر شود، خطی

(61  )                                
( | )

( | )

[ ( , ) | ],

[ ( , )( ( ) ( | )) | ] [ ( , )].

i

i

d t t i

dt

d t t i

idt

E f Y t Z

E f Y t Y t t t Z E Y t








   
                    

)شرطی  میانگین حول f اول مرتبه تیلور بسط | ) [ , ]i

i tt t E Y Z  یافتهتوسعه کالمن پالایش به منجر 

)گسسته /پیوسته | )
( ( | ), )i

i

d t t

dt
f t t t


   و 

( | )
( ( | ), ) ( | ) ( | ) ( ( | ), ) ( ( | ), )i

i i i i i

d t t

dt
A t t t t t t t A t t t t t t  

    

) که شودمی ( | ), )
( ( | ), ) if t t t

i y
A t t t







 معادلات یک یافتهتوسعه کالمن پالایش ،(16) ساختن برای. ژاکوبی است 

)معادلات  توسط زمان روزرسانیبه. شوندمی حل عددی هایروش به اند کهدیفرانسیل , | )
( , ) ( , | )

ip y t Z i

t
F y t p y t Z






 ،( , | ) ( | )i i

i ip y t Z p y Z  1و 1( , | ) ( | )i i

i ip y t Z p y Z  1 که[ , ]i it t t ، 0,..., 1i T  انجام 

 :است پلانک-فوکر عملگر F و شودمی

  2
1

2

( , ) ( , | , ) [ ( , ) ( , | , )]

,
( , ) ( , | , ) .i i

i i j

f y t p y t x s y t p y t x s

y y yi i j
F y t p y t x s

  

  
    
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 درستنمایی تابع بازگشتی محاسبه به منجر پالایش رویکرد

1

1 00
( ; ) log ( | ; ) log ( ; )

T i

ii
l Z p z Z p z  




  

 1مارکوفی زنجیر کارلوی مونت هایروش به گسسته زمان حالت در پالایش هایروش براساس سازیشبیه. شودمی

(MCMC،) (استراپ-بوتخودگردان ) گیرینمونه دوباره و متضاد متغیرهای و مهم گیرینمونه چگالی، توابع گیرینمونه رد 

 .]41[ شودمی انجام (]34[)کولموگروف -چپمن معادله کمک به پیوسته زمان حالت در و بازگشتی

 

 SDE یهادر مدل ختهیآم یاثرها  .5

. ردیگیانجام م ،یشیآزما واناتیح ایاز افراد  یسر کی یمکرر رو یهایریگاندازه یمطالعات رو ،یسنجستیز قاتیدر تحق

 رییافراد مختلف پارامترها تغ نیاما در ب کنند،یم یرویمشابه پ یحالت تابعک کیها از تمام پاسخ شودیها فرض ممدل نیدر ا

آن  یاز کاربردها یکیاست که  یهمبستگ یها در ساختارهاقابل انعطاف بودن آن خته،یبا اثر آم یهامدل تی. محبوبکنندیم

. شوندیم فیتوص ODE سامانه کیصورت اغلب به وستهیپ یستیز یهااثر دارو بر ساختمان موجود زنده است. فرایند افتنیدر 

 ختهیآم یها با اثرهامدل هی. نظرشودیم یبندهستند که اغتشاش سامانه توسط جمله انتشار مدل هاSDE یعیطب میتعم کی

شده است. براورد پارامترها در  نجاما  ]7[در  یرخطیو غ ی)بدون سامانه خطا( و در هر دو مورد خط یقطع یهامدل یبرا

است که نظر  ییبراورد، روش حداکثر درستنما یها برااز روش یکی. یستبه جز در موارد ساده سر راست ن SDE یهامدل

 یرامتنوع ب یهاداد. از روش لیتشک حیصورت صررا به ییتابع درستنما توانینم ستندین یانتقال معمول یهایکه چگال نیبه ا

استفاده  با ]27[اُورگارد و جانسون  .کرد اشاره ]8،21[به  توانیانتشار با مشاهدات گسسته م یهادر فرایند یاستنباط آمار

و جمله انتشار ثابت، را  یرخطیو جمله رانش غ یتصادف یبا اثرها  SDEمدل کی یبرا ییکالمن تابع درستنما شیاز پالا

 .زدند بیتقر

و  شوندیم بیبا جمله انتشار ترک ختهیآم یکه اثرها شودیدر نظر گرفته م یآمار یهارده از مدل کی بخش نیا در

جزء مختلف M شامل وستهیفرایند پ کی یبرابعدی یک SDE مدل .افتی ییتابع درستنما یبرا یحیتوان حالت صریم

,1 ، یعنی برای هرانداز جامعه استخراج شده یصورت تصادفکه به شودیدر نظر گرفته م ,i M ، 

( , , ) ( , , )i i i i i i

t t t tdX g X dt X dW θ b θ b 

~در آن که ( , )i Nb 0 Σ ، 0 0

i iX x و θ ثابت  یپارامترهاpو یبعد i
b یپارامتر اثر تصادف qاست یبعد. i

tW 

1 هر یبرا jb حرکت براونی است که از ,i j M  0 مستقل و از لمتقابطور به

iX رانش و  بیمستقل است. توابع ضر

) انتشار )g  و ( )  دیاند. فرض کنمعلوم  E R حالت یفضا i

tX عیباشد و توز i

tX به شرط i
b و i

sX x 

                                                           
1 Markov chain Monte Carlo 
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tکه sیمثبت نسبت به اندازه لبگ رو داًیاک یچگال کی ارای، د E  صورتآن را بهباشد، که 

( , , | , ) 0iy p y x t s b θ یبرا y E دهندیم شینما. 

1in جزء در M هر کدام از دیکن فرض  0 گسسته ینقطه زمان 1( , , , )
i

i i i

nt t t مشاهده شده باشند. اگرiy بردار ،

1in پاسخ یبرا یبعدi0جزء باشد،  نیام( , , )
i

i i i

ny yy که( ) i
j

i i i

j jt
y t y y   و y ی بردار پاسخ کلN

است که یبعد
1
( 1)

M

ii
N n


 .  فاصله i1 مشاهده نیام بj  و j 1 با

i i i

j j jt t    شودینشان داده م.  

 شود. محاسبه می ختهیآم یبا اثرها SDE یهادر مدل MLE در ادامه بخش

iیتصادف یها به شرط اثرهاداده یشرط یاز چگال ،یاهیحاش یبه دست آوردن چگال یبرا
b یاهیحاش ینسبت به چگال 

i انتگرال گرفته و از استقلال یتصادف یاثرها

tW و i
b خواهد  ریصورت زبه ییتابع درستنما ی. بنابراشودیاستفاده م زین

 :بود

     
1 1

( , | )) | , | , | .
M Mi i i i i

i i
L y p p p d

 
  θ Σ y θ Σ y b θ b Σ b 

i که نیبا توجه به ا 

tX به شرطi
b ،مارکوف است ، 

11
( | , ) ( , , | , )

ini i i i i i

j j jj
p p y y 

 y b θ b θ 

 و 

/2

/2

{ ( ) }

(2 )
( | )

i T i

q

expip d





1b Σ b i

Σ
b Σ b 

 :شودیم جهینت ییبالا در تابع درستنما یهااحتمال یگذاریبا جا که

 
/2

/2

{ ( ) }

11 1 (2 )
( , | ) , , ,

i T i
i

q

M n expi i i i

j j ji j
L p y y d





  
  

1b Σ b i
θ Σ y b θ b 

  د.کر دایتابع پ نیا یبرا یحیحالت صر توانینم یکه در حالت کل

tdC لیفرانسیمعادله د جواب .5.1مثال  

tdt
KC  0که

D
V

C 0 ، به صورت

Kt

tC C e  بیهست که تمرکز ترک 

0K و دهدیکم را نشان م قیتزر کیبعد از  t پلاسما در زمان  ثابت دفع و D شده در زمان قیتزر یمقدار دارو 

 0t و V پلاسما توسط  بیرفع ترک یسوخت و ساز برا یهانامنظم فرایند رفتار .است بیترک عیتوز یحجم ظاهر

)صورت به K یتصادف راتییتغ )K t که در آن شودیم یسازمدل t صورت نیاست. در ا دیفرایند نوفه سف کی 

 t tdt dW  که tW حرکت براونی و  شود  ختهیآم یاصل لیفرانسیمسئله با معادله د نیاست. اگر ا اسیپارامتر مق

t با نوشتن tX C و K   یتصادف لیفرانسیمعادله د t t t tdX X X dW   که معادله  شودیساخته م

E نجایاست. در ا یحرکت براونی هندس . لیتبد یراب تویبا استفاده از فرمول ا t tY log X حرکت براونی  کی
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21صورت به یبا انتشار خط
2

( )t tdY dt dW      لیفرانسیکه جواب معادله د دیآیدست مبه

1
0

2

2
( )t tY Y t W      کم  قیتزر کیدر پلاسما در نقاط زمان مجزا بعد از  بیغلظت ترک دیاست. فرض کن

سوخت و ساز، اثر  یهادر فرایند یفرد یهاجامعه است، اما با توجه به تفاوت یبراورد پارامترها هدف. شده باشد یریگاندازه

 :شودیم ریکه منجر به مدل ز شودیدر نظر گرفته م  یتصادف

(17        )                              
21

2

2

0 ( ) ,

~ (0, ).

i i i i

t t

i

Y Y t W

N 

   

 

    
 

 جا نیدر ا
2( , ) θ 2 و

Σ 2 دیو با 2( , , )  λ که نیاز ا .را براورد کرد 

0

2 21
0 0 2

| ~ ( ( ) , )i i i i i

tY Y y N y t t       

 انتقال به صورت یشرط یچگال

  
2

21
1 2

22

2 1
1 22

( , , ; , , ) exp{ }
i i i i
j j j

ii
jj

y y
i i i i

j j jp y y
  


  

    

 
   

 ابرابر است ب ییآن تابع درستنما یدر پ و خواهد بود،

2 2

1
( | ) ( | , , ) ( | ) .

M i i i i

i
L p y p d     


 λ y 

و با روش  (]30[) شودیاستفاده م یتصادف یونیرگرس بیبا ضر یخط ونیرگرس یهاکیمحاسبات از تکن یراحت یبرا

عامل دقت  فیتعر با .شوندیمدل براورد م یپارامترها ییو روش حداکثر درستنما یمربعات معمول نیکمتر
2

2

2






  

 :شودینوشته م ریصورت زبه یشرط یهایچگال

2 21
1 2

22

2 21
1 2

2
2 2

2 2

11

( ( ) )1

21 2

( ( ) )1 1 1

2 1
(2 )

( | , , ) ( , , | , , )

{ }

{ }

i

i i i i
j j j

ii
jj

i i i i
ij j j

n ii i
j j

ni i i i i i

j j jj

i y y

j

ny y

j j

p p y y

exp
  



  




     







    

 

    

  

 

 

 





 

y

 

 و

   
1

2 2 22

2 22 2

( ) ( ) ( )2 1

2 22 2
( | ) .

i i
ip exp exp



  

   
     

21پارامتر  توانیم یراحت یبرا
2

    ی هاتیکم و
1

1
( )

i ni
ni i

jj 
   و 

1

ini i

jj
T


  کرد.  فیتعر را

 نیبنابرا
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2 21
1 1

2 2

22
2 2

( ( ) ) ( )
( ) 1

21 2
(2 )

.( | ) { }
i i i i i
j j ji

jj

ni
i

y y
M i

i
L exp d

  





 



    





  y 

ی ندارد. بردارها یبستگ  iیتصادف یکه به اثرها دیآیپارامترها به دست م یکنار ییحل کردن انتگرال بالا درستنما با
1 1
2 2

1 1 10( ) ( ), , ( ) ( ),0( )
i i i

i i i i i i T

n n ny y y y
 

     iy ،
1 1
2 2

1( ) , , ( ) ,0( )
i

i i T

n

 
   ix و 

1 1
2 2

1( ) , , ( ) ,( )
i

i i T

n 
 

   iz صورت نی. در ادیکن فیتعر را 

2 2 21
11

( ( ) ) ( )
i

i
j

ni i i i i i

j j jj
y y     

       i i i
y x z‖ ‖ 

ˆ که i یبرا را مربعات بالا را مجموع  داریمونیرگرس هینظر میو با توجه به مفاه کندیم ممینیم ثابت ، 

11

2

0

2

1

1
( )

ˆ (( ) ) ) ( ) (

ni i i i i i i
j j j nj i

n ii i
jj

i T T
y y y y T

T

 


 






    

 
   





i i i i i
z z z y x 

تابع  تمی. پس لگارکندیداده شده را مشخص م یپارامترها یرا برا یتصادف یاثرها یهاینیبشیپ میطور مستقبه که

 برابر است با ییدرستنما

(18  )                     
2

2 2 21

2 2 2 1

2 2 2 11 1

1,2 0

log ( | ) log (2 ) log (( ) ( ))

( ) ( ) ( ) .

i

i
i

j

M ni iN MM

i

i i i i i i i

j j j ni j i

L log T

y y y y T T


   

  









    

        
 



 

y

 

 یکه برا یحالت یبرااین براوردگرها، که  شودیپارامترها حاصل م یبرا MLEاز تابع بالا نسبت به پارامتر،  یریگمشتق با

0 هر i M ، iT T، شوندیمحاسبه م ریزصورت به: 

(19                              )

2ˆ

2

2 1
2

2

( 2 )

ˆ ˆ ,

ˆ (( ) ),

ˆ ( ),

TN M

N M
TT N M

N M SSQ MSSQ

SSQ SSQ





 










 

  

 

 

 در آن که

2
1

1

1

21

1

ˆ

0

( )1

1

0

1

ˆ ( ),

ˆ( ) ,

.

i

i

i i i
i j j j

i
j

M i i

nMT i

M i i

T nMT i

M n y y

N M i j

y y

SSQ y y T

SSQ












  

    

 

  







 

 

 به صورت شوندیبراورده م نهیمحاسبه شده در حالت به شریکه از وارون اطلاع ف ییبراوردگرها یمجانب یهاانسیوار
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2 2
4

2

2 2 2
4

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

2( 2 )

ˆ

2( 2 )

ˆ ˆ( ) ˆ

ˆ ˆ2 2( 2 )

ˆˆVar( ) ,

ˆ ˆVar( ) ,

ˆ ˆVar( )

T

MT N M

N M

T

MT N M T





 

  



  
  

















 



 

 

 .خواهند بود

2 که را( 17) مدل .5.2مثال  0  هر  یبراi، 0i  تمیاست. لگار یتصادف یبدون اثرها یکه مدل دیرینظر بگ در 

 :است ریصورت زبه ییتابع درستنما

 
2

1

2

( )2 2

2 2 , 2
log ( , | ) log(2 ) log( ) 

i i i
j j ji

i
j

y yn iN M

i i j
L




     


     y 

2 و( 18) به کمک رابطه توانیکه آن را م  دست آورد. لذا  بهMLEصورت زیر هستند:ها به  

(02 )                                                
2ˆ

2

2

ˆ ˆ ,

ˆ ,SSQ

 

 

 


 

صورت به یمجانب یهاانسیو وار
2 4ˆ ˆ

2( )
ˆˆVar( )

MT N M
 


   و

4ˆ

2( )
ˆ ˆVar( )

N M



 در پایان مطالب ارائه خواهند بود .

 یسازهیشب (17) مشاهده که از مدل 1000، 5 جدول ریاز مقاد کیهر یبراشوند. سازی کامپیوتری تایید میشده با شبیه

 جی. نتاشوندیبراورد م( 19) )مدل غلط( پارامترها توسط ختهیآم یمدل بدون اثرها کی ی. برامیریگیشده است را در نظر م

براوردگرها در  %97.5 و %2.5 یتجرب یهااست و چندک %95 نانیگزارش شده است که شامل فواصل اطم 7و  6 در جداول

  .پرانتز مشخص شده است

 .یسازهیشب ریمقاد :5جدول 

n M 2

 
2   

50 10 0.02 0.02 0.02- 1 

50 10 0.02 0.2 0.02- 2 

50 10 0.2 0.02 0.02- 3 

10 50 0.02 0.02 0.02- 4 

10 50 0.02 0.2 0.02- 5 

10 50 0.2 0.02 0.02- 6 

50 10 0.02 0.02 0.2- 7 

50 10 0.02 0.2 0.2- 8 

50 10 0.2 0.2 0.2- 9 

10 50 0.02 0.2 0.2- 10 

10 50 0.02 0.2 0.2- 11 

10 50 0.2 0.2 0.2- 12 
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 .(20) ختهیآم یدر مدل با اثرهاای( پارامترها ای )فاصلهنقطهبراورد  ریمقاد: 6جدول

2ˆ
 

2̂ ̂  

0.01 (0, 0.03) 0.02 (0.01, 0.02) 0.01-  ( 0.09- , 0.06) 1 

0.01 (0, 0.03) 0.2 (0.17, 0.22) 0.01-  ( 0.09- , 0.05) 2 

0.17 (0.06, 
0.31) 

0.02 (0.01, 0.02) 0.02-  ( 026- , 0.21) 3 

0.02 (0.01, 
0.02) 

0.02 (0.01, 0.02) 0.02-  ( 0.05- , 0.01) 4 

0.02 (0.01, 
0.02) 

0.2 (0.17, 0.22) 0.02-  ( 0.05- , 0.01) 5 

0.19 (0.13, 
0.26) 

0.02 (0.01, 0.02) 0.02-  ( 0.11- , 0.08) 6 

0.01 (0, 0.03) 0.02 (0.01, 0.02) 0.19-  ( 0.27- , 0.12- ) 7 

0.01 (0, 0.03) 0.2 (0.18, 0.22) 0.19-  ( 0.28- , 0.12- ) 8 

0.17 (0.06, 
0.33) 

0.02 (0.01, 0.02) 0.19-  ( 0.44- , 0.02) 9 

0.02 (0.01, 
0.02) 

0.02 (0.01, 0.02) 0.2-  ( 0.23- , 0.16- ) 10 

0.02 (0.01, 
0.02) 

0.2 (0.17, 0.22) 0.2-  ( 0.23- , 0.16- ) 11 

0.19 (0.13, 
0.26) 

0.02 (0.01, 0.02) 0.2-  0.3-) , 0.09- ) 12 

 

 .(19) ختهیآم یبدون اثرهااشتباه در مدل ای( پارامترها ای )فاصلهنقطهبراورد  ریمقاد: 7جدول

2̂ ̂  

0.05 (0.03, 0.09) 0 ( 0.07- , 0.07) 1 

023 (0.2, 0.27) 0 ( 0.08- , 0.07) 2 

0.38 (0.15, 0.66) 0.15 ( 0.08- , 0.4) 3 

0.23 (0.16, 0.31) 0.08 (0.03, 0.14) 4 

0.41 (0.31, 0.51) 0.08 (0.03, 0.14) 5 

2.2 (1.54, 2.98) 1.07 (0.72, 1.45) 6 

0.05 (0.03, 0.08) 0.18-  ( 0.26- , 0.01- ) 7 

0.23 (0.2, 0.27) 0.18-  ( 0.26- , 0.01- ) 8 

0.37 (0.15, 0.7) 0.02-  ( 0.29- , 0.25) 9 

0.23 (0.17, 0.31) 0.09-  ( 0.13- , 0.04- ) 10 

0.41 (0.34, 0.49) 0.09-  ( 0.14- , 0.03- ) 11 

2.19 (1.51, 2.9) 0.88 (0.54, 1.27) 12 
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. شوندیبراورد نم یبه خوب 2 و  یدو ، هرردیرا در نظر نگ ختهیآم یمدل به اشتباه، اثرها کیکه اگر  شودیمشاهده م

 .اثرات در مدل لحاظ گردد نیا دیها وجود داشته باشد بادر داده یتصادف یکه اثرها یدر صورت نیبنابرا

 

 SDEمفصل ناوردا و کاربرد آن در   .6

 های چند موضوعیدر ساختن تصمیم بندی ساختارهای وابستگی متغیرهای تصادفی است کههای فرمولمفصل یکی از راه

کاربرد دارد. در این بخش به بررسی  ]19[یافته و انتگرال های تعمیمو نظریه اندازه  ]14[، فضاهای متریک احتمالاتی ]10[

بندی با فرایندهای انتشار همچنین از مفصل به عنوان ابزار مفیدی برای مدل پردازیم.ناوردایی مفصل تحت تبدیلات یکنوا می

و  ]11[آمار ، ]23[هایی نظیر قابلیت اعتماد جوییم. این ساختار در شاخهها بهره میو تعیین وابستگی پیاپی در این مدل

 کاربرد دارد.  ]3[ریاضیات مالی 

گیرند. مورد استفاده قرار می (]20[)زمان یکنوا برای نگاشتن یک فرایند انتشار به فرایند انتشار کولموگوروف -تبدیلات فضا

-را از طریق معادلات چمن sX و tXیک مفصل وجود دارد که متغیرهای تصادفی  ،X.برای هر فرایند مارکوف 

 دهد.پیوند می (]34[) کولموگوروف

[0,1]:2 یک عمل دوتایی .(]24[) 6.1تعریف  [0,1]C   عضو همانی آن  0عضو خنثی و  1را مفصل گویند هرگاه

,برای هر  باشد، یعنی [0,1]u v ، 

( ,0) 0, (0, ) 0, ( ,1) , (1, ) ,  C u C v C u u C v v     

1و برای هر  2 1 2, , , [0,1]x x y y  1 که 2x x، 1 2y y:  

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1([ , ] [ , ]) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.cP x x y y C x y C x y C x y C x y      

)توان نشان داد برای هر بردار تصادفی راحتی میهر مفصل یک توزیع توأم روی مربع واحد است. به , )X Y  مفصلC 

,وجود دارد که برای هر  X Yx y S S : 

(21  )                                   , ( , ) ( ( ), ( )),X Y X YF x y C F x F y 

)که اگر  , )X Y  ،پیوسته باشدC  یکتاست. برعکس اگرC  یک مفصل باشد، تابع, ( , )X YF x y  ( 21)تعریف شده در

خواهد بود. بنابراین مفصل تابعی است که دو کناری را برای یافتن یک توزیع  YF و XFهای یک تابع توزیع توأم با کناری

)کند. متغیرهای تصادفی توأم به هم متصل می )XU F X و ( )YV F Y سازی شده متناظر با را به ترتیب یکنواخت

X و Y  نامند. همچنین چگالی یک مفصلC صورت را در صورت وجود مشتق به
2 ( , )

( , )
C u v

u v
c u v



 
 کنندتعریف می .

 .شودمی راحتی اثباتگزاره زیر بههای مفصل، یک تابع چگالی احتمال روی مربع یکه هستند. چگالی
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, اگر .6.1گزاره  ( , )X Yc u v  چگالی مفصل بینX و Y  و(.) و (.)  به ترتیب توابع یکنوا رویXS و YS 

) گاهآن ،باشند ), ( ) ,( , ) ( , )X Y X Yc u v c u v   . اگر(.) و (.)  ،اکیداً صعودی باشند

( ), ( ) ,( , ) ( , )X Y X YC u v C u v   ]6[. 

)در حالتی که  ،6.1ای از گزاره نتیجهبه عنوان   , )X Y اند،پیوسته XF و YF اند و در پی آن هر دو اکیداً صعودی

)مفصل  , )X Y، مفصل ( , )U V  نیز هست که نماینگر توزیع توأم( , )U V ها روی فواصل واحد زیرا کناری ،نیز هست

iX، 1,2iیکنواخت هستند. اگر   های دو متغیر تصادفی با کناریiF داریم: ]6[ باشند  

1 1 2 2( ( ), ( )) ( | ), , 1,2, .
i j j i ix
C F x F x P X x X x i j i j


      

[0,1]:2 دوگان ،C هر مفصل یشده است. برا یدو نوع دوگان معرف ]24[در  [0,1]C  به صورت 

 ( , ) ( , )C x y x y C x y   

[0,1]:2 مفصل-و هم [0,1]C  صورتبه 

( , ) 1 (1 ,1 )C x y C x y     

C مفصل-یا هم Cدوگان که  شودتعریف می   ً2خود مفصل نیستند. با تعریف عمل دوتایی لزوماˆ : [0,1] [0,1]C  

 به صورت

ˆ( , ) 1 (1 ,1 )C x y x y C x y      

 روابط زیر همواره برقرار است:

ˆ ( , ) ( , ),

ˆ ( , ) 1 (1 ,1 ).

C x y x y C x y

C x y C x y

  

   
 

)ˆیک مفصل است و  C شودراحتی ثابت میبه )C C


 . ،با توجه به کاربردهای آن در قابلیت اعتمادĈ  را مفصل بقا

  نیز نامند.

)2 و نقطه C برای هر مفصل , ) [0,1]a b ،  مفصل,a bC کنیم:صورت زیر تعریف میرا به 

, ( , ) ([ (1 ), (1 )] [ (1 ), (1 )]).a b cC x y P a x x a x b y y b y         

0,0C، با این دیدگاه C ،1,1
ˆC C ،0,1( , ) ( ,1 )C x y x C x y   1,0 و( , ) (1 , )C x y y C x y   .

,همچنین برای هر  , , {0,1}i j k l  مفصل  و هرC داریم، 

(22                                                     ), , ,( )i j k l i k j lC C   



 
 

 آن یو کاربردها یآمار دگاهیبر اساس د یتصادف لیفرانسید یهامدل یبررس

 

67 

1که  1 0 0 0   ، 1 0 0 1 1    .های دلخواه برای مفصلC و D  [0,1]و هر داریم  ، 

(23        )                         , , , .( (1 ) ) (1 )i j i j i jC D C D        

)2 و هر Cبعلاوه برای هر مفصل  , ) [0,1]x y  0,1، داریم 1,0( , ) ( , )C x y C y x. 

:2مفصل  .6.1مثال  [0,1] [0,1] HC   که برای هر( , ) (0,0)x y  به صورت 

( , )
xy

H x y xy
C x y

 
 

 .[14] که آن را ضرب هاماچر نامند دیریداده شده است را در نظر بگ

)ی صورت برا نیا در , ) (0,0)x y  :داریم 

2 2

2

2

(1 ) (1 )

2

1

(2 )

1,1 1

0,1 1

1,0 1

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) ,

( ) ( , ) .

x y y x xy

H x y xy

x y xy

H xy

xy x y

H xy

x y

H y xy

xy

H x y

C x y

C x y

C x y

C x y

C x y

   

 

 



 



 

 











 

شود که وقتی یک تبدیل اکیداً یکنوا روی متغیر بسیاری از کاربردهای مفصل در آمار ناپارامتری از این حقیقت ناشی می

 سازد، ناورداست. شود، مفصل که توزیع کناری و توزیع توأم را به هم مرتبط میتصادفی اعمال می

 XYCو مفصل متناظر  YF و XFبه ترتیب متغیرهای تصادفی پیوسته با تابع توزیع متناظر  Yو Xاگر  .6.1قضیه 

,و  :[0,1] [0,1]   گاهتوابع اکیداً یکنوا باشند، آن ,X YC   در حالتی که  و  ،هر دو صعودی )نزولی( باشند

)0,0برابر با  )XYC (1,1( )XYC و در حالتی که )  صعودی( و(  باشد برابر با )0,1نزولی )صعودی( )XYC (1,0( )XYC

یعنی  ،متقارن باشند b و a مقادیر به ترتیب نسبت به Y و X متغیرهای تصادفی و همچنین اگر( است 
d

X a a X   و 
d

Y b b Y  ، بردار تصادفی  گاهآن( , )X Y به نسبت ( , )a b یعنی، است متقارن 

( , ) ( , )
d

X a Y b a X b Y     

ˆ اگر و تنها اگر
XY XYC C ]24[. 

 Cرا تحقیق کنیم. به عبارت دیگر به دنبال مفصل  1,0C و Ĉ، 0,1Cخواهیم ناوردایی مفصل نسبت به عملگرهای می

Ĉهستیم که  C، 0,1C C 1,0 وC C. 
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جایی های جابهکلاس تمام مفصل پذیر و های شرکتکلاس تمام مفصل ها و نشان دهنده کلاس تمام مفصل اگر 

توان ثابت کرد، باشد، می پوسته محدب   و )متقارن(  . 

)2 علاوه بر آن برای هر جفت , ) {0,1}i j ،  اگر,i j  هایی باشد که تحت تبدیلات ناوردا هستند، تمام مفصلکلاس

,، یعنی ,{ : } i j i jC C C   .،0,0 به وضوح . 

C اگر .6.2 قضیه   2یک مفصل باشد و( , ) {0,1}i j ، گاه آن,i jC   اگر و تنها اگر یکD   وجود

)طوری که داشته باشد به , )i jD C که در آن ,

( , ) 2

i jD D

i jD


. 

Dاگر یک  اثبات:  ( داریم:23( و )22گاه طبق )وجود داشته باشد، آن 

0,0, , , ,

, ,2 2 2 .( )i j i j i i j j i j

i j

D D D D D D

i jC C   
  

)برعکس، اگر  , )i jC C،  با قرار دادنD C  ،داریم,

2

i jC C
C


 . 

 را در نظر بگیرید: HCمفصل  ،6.1در ادامه مثال  .6.2مثال 

,

, ,

( )

2( ) ,
H H i j

H i j i j

C C
C


   

 که در آن 

1,1

2 2

0,1

2 2

1,0

[2(1 ) (1 )(1 )( 1)]

2(1 )( )

(1 2 )

2( )(1 )

(1 2 )

2( )(1 )

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

,

,

.

H

H

H

xy xy x y x y

xy x y xy

xy y xy x x y

x y xy y xy

xy x xy y xy

x y xy y xy

C x y

C x y

C x y

     

  

   

   

   

   







 

Cدر این حالت برای هر  ، 1,1

1,12

C C
 . 

 کنیم.های معرفی شده است را مطرح میبخش که مشخص کننده ناوردایی نسبت به عملگراین اکنون قضیه اصلی 

*، گاهیک مفصل باشد، آن Cاگر  .6.3قضیه 

0,1 1,0 1,1C C C C   اگر و تنها اگر یک مفصلD   وجود

D*طوری که داشته باشد به C 0,1 که در آن 1,0 1,1*

4

D D D D
D

  
. 

 ( داریم:23( و )22طبق روابط )شرط لازم واضح است. برای اثبات شرط کافی،  اثبات:
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0,1 1,0 1,1 0,1 0 0,1 1 1 0,0 1 1 0,1 1 0,1 0,0 1,1 1,0

0,1 1,0 1,1 1,0 0 1,1 0 1 1,0 0 1 1,1 0 1,0 1,1 0,0 0,1

0,1 1,0 1,

* *

* *

1

*

0,1 0,

1,0 1,0

1,1

4 4 4

4 4 4

( ) ,

( ) ,

(

)

()

( )

(

D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D D D

D D D D

D D

D D

D

     

     

        

        

  

  

 









1 1,1 0 1,1 1 1 1,0 1 1 1,1 1 1,1 1,0 0,1 0,0

1
*

,14 4 4
)

D D D D D D D D
D          

 

 

 شود. و در این صورت اثبات کامل می

 شود. مطرح می کاربرد مفصل ناوردا در فرایندهای انتشاردر ادامه بخش 

)بردار تصادفی با مقادیر حقیقی  , )X Y  را در نظر بگیرید که در آن[ , ]X X XS l u و [ , ]X Y YS l u  به ترتیب

گیرند که در هستند. در این بخش تنها فرایندهای مارکوف مورد تحلیل قرار می Y و Xهای متغیرهای تصادفی گاهتکیه

sبه شرط این که حالت فرایند در زمان  tاین فرایندها خواص فرایند در هر زمان دلخواه  t  باشد، مستقل از حالت در هر

rزمان  s  است. اگر
0[ , ]{ }

It t t TX   باشد که مقادیر خود را در بازه بعدی یکیک فرایند انتشار( , )l u کند و اختیار می

l u  ، 0ها برای هر ای آندر این صورت مسیرهای نمونه It t T   جوابSDE زیر هستند  

(24          )               
0 0( , ) ( , ) , .t t t t tdX X t dt X t dW X x    

 و Iاولین زمان خروج از  ITدر اینجا 
0

{ }t t t tW W   فرایند وینر استاندارد هستند. فرض کنید شرایط نظم برای

) ضریب رانش , )x t  و ضریب انتشار( , )x t  کند.تضمین میبرقرار است که این شرایط یکتایی جواب را 

| یعنی Xتوزیع انتقال   ( | ) ( | )t s t sF x y P X x X y   و چگالی انتقال آن یعنی 

|

|

( | )
( | ) t s

t s

F x y

xf x y


 

sکه t کولموگوروف یعنی یرا در نظر بگیرید که تابع اخیر جواب یکتای معادله پسرو 

2 2

2

( , )

2
( , ) 0

p p y s p

s y y
y s

  

  
   

 است که

( , | , ) ( )lim
s t

p x t y s x y


  

 پلانک-در معادله فوکر fدلتای دیراک است. همچنین تابع  (.) و

2

2

21
2

[ ( , ) ] [ ( , ) ] 0
p

t x x
x t p x t p   

  
   

 کند.صدق می

0tهای ثابت برای زمان s t ، که sX و tX  متغیرهای تصادفی پیوسته هستند، به جای تحقیق ساختارهای

بررسی شده است که در این بخش برای حالتی که  ]6[کنیم. مفصل فرایندهای مارکوف در وابستگی از مفصل استفاده می
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,گردد. اگر صورت انتشار است مسئله بررسی میمارکوف بهفرایند  ( , ) ( , ) s t s tF x y P X x X y    توزیع توأم

tX و sX  باشد، مفصل بینtX و sX  2در( , ) [0,1]u v  1صورت به 1

, ,( , ) [ ( ), ( )]s t s t s tC u v F F u F v   است

 صورت که چگالی مفصل متناظر به

1 1
,

1 1,

1 1
|

1

( ( ), ( ))

( ( )) ( ( ))

( ( )| ( ))

( ( ))

( , )
ss t t

s t
s s t t

stt s

t t

f F u F v

f F u f F v

f F v F u

f F v

c u v
 

 

 







 

خواهد بود که در آن 
, ,

0 0
( , ) ( , )

v u

s t s tC u v c w z dwdz   سازی شده یک فرایند انتشار تابع انتقال یکنواخت

0
{ }t t tX  های بین زمانs و t، صورت به 

| , ,
0

( | ) ( , ) ( , ) ,
v

t s s t s tu
C v u C u v c u z dz


   

برای فرایند انتشار  شود.تعریف می
0

{ }t t tX   1و زمان اولیه 0t t سازی شده متناظر بافرایند یکنواخت X یعنی 

2
{ }t t tX   1را برای هر 0t t t  صورت به( )t t tX F X 1 کنند. بنابراین برای هرتعریف می,s t t: 

,

1 1

1 1

,

,

( , ) ( , )

( ( ), ( ))

[ ( ), ( )]

( , )

s t t

s s t t

s

t

s

t s t

s

F u v P X u X v

P X F u X F v

F F u F v

C u v

 

 

  

  





 

)که در این حالت توزیع احتمال توأم  , )s tX X  بر مفصل( , )s tX X  منطبق است و همچنین توزیع احتمال انتقال

, برای هر متناظر [0,1]u v   1و 0t s t t   :برابر است با 

|

1 1

|

( | ) ( | )

( ( ) | ( ))

( | )

t s t

s s

s

t t

t s

F v u P X u X v

P X F u X F v

C v u

 

  

  



 

|طور مشابه تابع چگالی انتقال توابع مفصل یکسانی دارند. به X و Xو از این رو  ( | )t sf v u سازی برای فرایند یکنواخت

,با چگالی مفصل توأم  Xشده  ( , )s tc u v 2، یعنی برای هر منطبق است( , ) [0,1]u v   1و 0t s t t   :داریم 

(25          )                            
1 1

|

1| ,

( ( )| ( ))

( ( ))
( | ) ( , ) .

t st s

t t
t s s t

f F v F u

f F v
f v u c u v

 

  

دارای جواب یکتای ( 23)اگر معادله . 6.4قضیه 
0

{ }t t tX   باشد، فرایند
1

{ }t t tX   متناظر یک فرایند انتشار ایتو با

مقدار اولیه 
1 1 1

( )t t tX F X  با توزیع یکنواخت است و 
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1

( ) 1 1 2 1 11
2( )

1 1

( , ) | ( ( ), ) ( ( )) ( ( ), ) ( ( )),

( , ) ( ( ), ) ( ( ), )

s

s

F x

s s s s s ss x F u

s s s

u s F u s f F u F u s f F u

u s F u s f F u s

  

 



    

 

 

  


 

 که در آن
2

2

( ) ( )
( ) s sf x F x

s x x
f x

 

 
  . 

1برای هر  اثبات: 0t t t  :طبق فرمول ایتو 

( ) 21
2

( (( ) , ) ( ) , ) ( )

, ) (( )

t tF X

t t t t t t t t

t t t t

t
dF X X t f X X t f X dt

X t f X dW

 






   




 

) که در آن )
,( ) t

t

f

x Xxt

x

t X tf



 .  1با جایگذاری( )t t tX F X شود.حکم اثبات می در معادله بالا 

 زمان یکنوای -تبدیلات فضا

( , ),

( ),

y t x

t

 


 
                                                     )26(  

xرا در نظر بگیرید که ژاکوبی برای هر  I ،( , )
( , ) 0

t x

x
J t x




  و ( )t پذیر غیر نزولی است. اگر تبدیل وارون

 و tXمتناظر با دو فرایند انتشار 
( )

( , )
t t

Y t X


   و تابع چگالی انتقالtX  ،معلوم باشد
0

| 00

| 0

( | )

( , )
( | )

X
t tY f x x

J t x
f y y
 

.  

تبدیل  Y به یک فرایند انتشار (26) زمان یکنوای-فضا تواند با استفاده از تبدیلاتمی Xیک فرایند انتشار  .6.5قضیه 

0tیعنی برای هر  ،باشند )با در نظر گرفتن تبدیل زمان(شود اگر و تنها اگر چگالی مفصل یکسانی داشته  s t  و 

, [0,1]u v ، 

(27      )                                             , ( ), ( )( , ) ( , ).X Y

s t s tc u v c u v  

 ( برقرار باشد، دو فرایند27شود. برعکس اگر )( نتیجه گرفته می26طبق ) Yبه  Xبرای توابع تبدیل یکنوا از  اثبات:

) سازی شدهیکنواخت )X

t t tX F X 1 و ( )( ) ( )Y

t tY t F Y کارگیری یکسانی دارند و با به تابع چگالی انتقال

1

( ) (.)
Y

tF



    بهtX ،توزیع با فرایندی هم( )tY  زمان یکنوای-فضا تبدیلاتشود. از این رو حاصل می 

1

( ) ( ),

( ),

Y X

t ty F F x

t




    

 

 

tX  را بهY  نگاردمی. 

مدل  کی یچارچوب ، طراح نیدر اسازی کرد. توان به کمک مفصل و تبدیلات، مدل، می6.5به عنوان کاربردی از قضیه 

آن( و  اییهحاش هایچگالی نظر ازانتشار )صرف ندایفر کی هایمفصلانتخاب  . اولین مرحلهدارد ازیانتشار به دو مرحله ن
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مدل  دیکه با هاییدهیمطابق با پد زین دیجد یاهیحاش یهاعیانتخاب توزای است. یهحاش هایچگالیانتخاب دومین مرحله 

)هر توزیع کناری پیوسته  شود.یشود انجام م )Z

tF x  توسط تبدیل 
1

( )Z X

t t t tZ F F X


     بدون تغییر در مفصل

 به Zای ی نمونهرهایمستبدیل توان با یمصورت صریح معلوم است، شود. اوقاتی که تابع چگالی انتقال بهتحمیل می فرایند

X،  ی، پارامترهانیکرد. علاوه بر ا یسازهیشبآنها را Z توان به روش را میMLE  براورد کرد. با توجه به این که فرایند

 ( برابر است با25است، چگالی مفصل مطابق با رابطه ) وینر یک فرایند انتشار روی 

 
 

1 1( ) ( )

1
( | ) .

( )

t v s u

t st

t s t s
c v u

v





   



 



 

 بیاست که ضر باشد آن نریو ندیبه فرا لیتبد( قابل 24ارائه شده در ) SDEجواب  ندایفرآن که  یبرا یشرط لازم و کاف

 در رابطه زیر صدق کند: (.,.)انتشار  بیو ضر (.,.)رانش 

2

( , )( , )( , )

1 2( , ) 2 ( , )( , )
( ) ( )tx x tx tx t dx

x t x tx t
dx c t c t



 
      

)1آن که در  )c t  2و ( )c t  ،داریم:  (26) زمان یکنوای-فضا تبدیلاتتوابع دلخواه از زمان هستند. با برقراری شرط اخیر 

1
0

1

0 2

2 ( )

2( , )

( ) ,

( , ) ( ) ( ) ( )

r

t
c s dst

t

x t
dy

y tx t

t e dr

t x t c s s ds


 
 

     



 

 

 های دلخواه هستند. ثابت 2tو  0x ،0t  ،1tآن که در 

t با رانش یحرکت براون tB t W   ی هندس یو حرکت براونt tB t W

tZ e e
 

   تبدیلات یکنوای هر دو از

ولی در تبدیلی  ،شودنگارد، دامنه حفظ میمی tBرا به tW، با این تفاوت که در تبدیلی که شوندیم یناش tWی رکت براونح

,0)نگارد، دامنه به می tZرا به tWکه  ) مشابه  یگاوس مفصل یچگال یدارا تبدیل اخیر هر دو کند. در ضمنتغییر می

ی پارامترهاو انتشار، یعنی به ترتیب  رانش یبه پارامترها مفصل یاست که که چگال نیهستند. نکته مهم ا یحرکت براون با

  و ستیوابسته ن. 

 به صورت SDEجواب ، tXاولنبگ -فرایند اورنشتاین .6.3مثال 

 t t tdX X dt dW      

,ی استاندارد و رکت براونح tWاست که    .0فرایند برای  است   دارای تابع چگالی احتمال انتقال گاوسی مانا

با میانگین 


و واریانس  

2

2



 است. در این مدل براورد حداکثر درستنمایی پارامترها برابر است با:  
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 
2

1 ˆ11
1ˆ2 12

11

ˆ2ˆˆ log ,
(1 )

n

ni ii
i in i

ii

X X
X X e

n eX






 

 
   



 
   
  
 





 

11که برای زمانی که 
0

n

i ii
X X

  شود می ثابت ]29[تعریف شده است. در̂ سازگار و مجانباً نرمال است. نظر به ،

با  (26) زمان یکنوای-فضا تبدیلاتاین که 
2 1
2

( )
tet




  و  

2

( , )
tet x x

 

 
   فرایند تصادفی ،tX  را به یک

 شود:صورت زیر محاسبه میچگالی مفصل به ،6.5قضیه ( در 26نگارد، با استفاده از رابطه )ی میبراون حرکت

   

 

2 1 2 1

2 2

2

2 2

1 ( ) 1 ( )

1

1
( | ) .

( )

t s

t s

t

t s

e v e u

e e
OU e

t s e e
c v u

v

 

 



 





   

 



 

    






 
 
 


 

0.1چگالی مفصل به ازای پارامترهای  3در شکل   ،30.5t  ،30t   0و 10x   .رسم شده است 

 

 

 .6.3: چگالی مفصل در مثال 3شکل 

 

ttRبا تبدیل  .6.4مثال  W  به روی حرکت براونیtW ،شود. با استفاده از یافته حاصل میی انعکاسرکت براونح

 ، چگالی مفصل برابر است با 6.5قضیه 

(28  )                
 

 
 

 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1
( | )

( ) ( )

t v s u t v s u

t s t sRB t

t s t s
c v u

v v

 

 

        

 

  

 
  
  
  

 

 به صورت SDEبا ، tXهای گاوسی است. فرایند ای از مفصلکه آمیخته
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(29     )                                   
2

4t t t tdX X dt X dW     

)logبا  (26) یکنوایغیرزمان -فضا تبدیلاترا در نظر بگیرید.  1)
( )

t
t






  و 

2 2

4( 1)
( , ) x

t
t x 

 
 ی براون ، حرکتtW  را

خواهد بود. در این حالت  یکنوا، tRیافته ی انعکاسرکت براوننگارد. تبدیل مشابه روی ح( می29از معادله ) tXبه جواب 

)صورت به tRتوسط یک تبدیل زمان روی چگالی مفصل  tXچگالی مفصل برای  ), ( ) ,( , ) ( , )s t

RB

s tc u v c u v    محاسبه

 های گاوسی است.ای از مفصلکه دوباره آمیختهشود می

 

 گیرینتیجه  .7

 ییشبه درستنماهای مورد بررسی قرار گرفت. ابتدا روش SDEهای براورد آماری برای مدل یهاروشبرخی مقاله  نیا در

سپس . شد ارائه AIC توسط یروش در انتخاب مدل آمار نیاز ا یکاربردمطرح شده و  SDE کی یبراورد پارامترها یبرا

های آماری نظیر براورد و استنباط گومبرتز انتشار تصادفی فرایند از و ایتو معادلات کولموگوروف اساس بر ناهمگن تعمیم یک

 . پارامترها توسط روش حداکثر درستنمایی و فاصله اطمینان پارامترها انجام شد

 SDE یپارامترهازده و در نهایت  بیتقر یخط هایSDEی را توسط خطریغهای SDEی، موضع یسازیروش خط

 شوند.  می براورد ییتوسط روش حداکثر درستنما یرخطیغ

که مشاهدات  یکار گرفته شد. زمان بهSDE ی هامدل یبراورد پارامترها یبرا یتصادف یاثرها یهاکیتکندر این مقاله 

 ختهیآم یبا اثرها یهامدل ای یتصادف یبا اثرها یهاد، استفاده از مدلنشده باش یآورجمع یوانیح ای یاز جامعه انسان یکمّ

 مانتقال معلو یهایچگال رایوجود ندارد، ز یینماتابع درست یبرا حیحالت صر کیموارد  شتریاست. متاسفانه در ب یضرور

  شود.یم نهبهیتابع این آن  یو در پ شودیزده م بیتقر یصورت عددبه یینماگونه موارد تابع درست نی. در استندین

و  ریمتغ یزمان یسر یهاتفاوت که در مدل نیبه زمان وابسته هستند با ا یزمان یسر یهامدل هیشب SDEهای مدل

به منظور این مقاله . در شودیآن حساب م یهابه همراه مشتق ریمتغ ،SDEدر  یول شود،یدر نظر گرفته م شیهاتأخیر

مدل براورد  یپارامترها یآمار یهاروش قیاز طر شده و نوشته یزمان یسر کیصورت جواب به ،SDE یارامترهابراورد پ

 . ندشد
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