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Introduction 

Throughout this paper, let R denote a commutative Noetherian ring 

(with identity) and I be an ideal of R. For an R-module M, the ith local 

cohomology module of M with support in V (I) is defined as:  

𝐻𝐼
𝑖(𝑀) = lim

𝑛∈

𝐸𝑥𝑡𝑅
𝑖 (

𝑅

𝐼𝑛
, 𝑀) 

Recall that for an R-module W its cohomological dimension with 

respect to a, denoted by 𝑐𝑑(𝐼, 𝑊), is defined as:  

𝑐𝑑(𝐼, 𝑊) = sup {𝑖 ∈ 0 | 𝐻𝐼
𝑖(𝑊) ≠ 0} 

Also  

𝑞(𝐼, 𝑊) = sup {𝑖 ∈ 0 | 𝐻𝐼
𝑖(𝑊) 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝐴𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖𝑎𝑛} 

 These two notions have been studied by several authors; see e.g. [1, 3, 

12, 16, 17]. Hartshorne in [15] defined an R-module M to be I-cofinite, 

if Supp M ⊆ V (I) and به  𝐸𝑥𝑡𝑅
𝑖 (

𝑅

𝐼𝑛 , 𝑀) is a finitely generated R-module 

for each integer  i ≥ 0. Then he posed the following question:  

Question 1: Whether the category ɸ(𝑅, 𝐼)𝑐𝑜𝑓of I-cofinite modules is an 

Abelian subcategory of the category of all R-modules? That is, if 

𝑓: 𝑀 → 𝑁 is an R-homomorphism of I-cofinite modules, are ker f and 

cokerf  I-cofinite? In the sequel, the notation ɸ(𝑅, 𝐼)𝑐𝑜𝑓denotes the 

category of all a-cofinite R-modules and the notation Φ(R)denote the 

set of all ideals a of  R such that ɸ(𝑅, 𝐼)𝑐𝑜𝑓is Abelian subcategory of 

Φ(R). Hartshorne with an example showed that the question 1 is not 

true in general. However, it is known that this question has an 

affirmative answer in many situations. For example it is well known 

that if a is an ideal of a Noetherian ring R with 𝑞(𝐼, 𝑅) ≤ 1or dim 

𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼 ≤ 1, then the answer to this question is yes (see [1, 4, 5, 3, 7, 

10, 9, 15, 18, 19, 21, 23]).  

Material and Methods 

Suppose that (R, m) is a Noetherian complete local ring of dimension 

d ≥ 4. Let 2 ≤ k ≤ d−2 be an integer and assume that 𝑎1, … , 𝑎𝑘  is a part 

of a system of parameters for R. In this paper,  we prove that 

(𝑎1, … , 𝑎𝑘)Φ(𝑅). 
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Results and discussion 

We consider the following results: 

1) Let (R, m) be a Noetherian local catenary ring of dimension d 

≥ 4. Let 2 ≤ k ≤ d−2 be an integer and assume that 𝑎1, … , 𝑎𝑘 is 

a part of a system of parameters for R. Then there is an element 

p ∈ Spec R such that dim R/ p = 4,  ،𝑎1, … , 𝑎𝑘−2 ∈ 𝑝, 𝑎𝑘 +
𝑝, 𝑎𝑘−1 + 𝑝 is a part of a system of parameters for R/ p and 

cd((I + p)/ p, R/ p) = height (I + p)/ p = dim R/(I + p) = 2, where 

I = (𝑎1, … , 𝑎𝑘)R.  

2) Suppose that (R, m) is a Noetherian complete local ring of 

dimension d ≥ 4. Let 2 ≤ k ≤ d − 2 be an integer and assume 

that 𝑎1, … , 𝑎𝑘 is a part of a system of parameters for R. Then 

(𝑎1, … , 𝑎𝑘)Φ(𝑅). 

Conclusion 

In this paper, it is shown that the category of all (𝑎1, … , 𝑎𝑘)R-cofinite 

modules is not an Abelian category.  
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 مقدمه

مدول - 𝑅باشد. برای ایده آلی از آن می  Iو نوتری با عضو همانی غیرصفر و   جایییک حلقه جابه 𝑅در سراسر این مقاله، 

𝑀 ،i- امین مدول کوهمولوژی موضعی از𝑀  نسبت به ایده آلI  را با نماد 𝐻𝐼
𝑖(𝑀):نشان داده و بصورت زیر تعریف می شود 

𝐻𝐼
𝑖(𝑀) = lim

𝑛∈

𝐸𝑥𝑡𝑅
𝑖 (

𝑅

𝐼𝑛
, 𝑀) 

 

دهیم. در ابتدا [ ارجاع می14[ یا ]8برای مطالعه بیشتر خواص مدول های کوهمولوژی موضعی،  خواننده را به منابع  ]  

,𝑐𝑑(𝐼 با نماد I، بعد کوهمولوژیکی آن را نسبت به ایده آل Wمدول - 𝑅کنیم که برای یادآوری می 𝑊) نشان داده و

 عبارتست از 

𝑐𝑑(𝐼, 𝑊) = sup {𝑖 ∈ 0 | 𝐻𝐼
𝑖(𝑊) ≠ 0} 

 

 حال فرض کنید  

𝑞(𝐼, 𝑊) = sup {𝑖 ∈ 0 𝐻𝐼 آرتینی نیست |
𝑖(𝑊)} 

 

این دو نمادی که در بالا معرفی شدند توسط ریاضی دانان زیادی مورد مطالعه قرار گرفته شده است که از جمله می توان به  

هم متناهی تعریف نمود هرگاه -Iرا 𝑀 مدول  -R[، 15[   اشاره نمود. هارتشورن در منبع ]1,3,12,16,17منابع  ]

𝑆𝑢𝑝𝑝𝑀 ⊆ 𝑉(𝑀)   بهو  𝐸𝑥𝑡𝑅
𝑖 (

𝑅

𝐼𝑛
, 𝑀) ازای هرi  :با تولید متناهی باشد. سپس سوال زیر را مطرح نمود 

,ɸ(𝑅: چه موقع رستهسوال 𝐼)𝑐𝑜𝑓   از مدول هایI- هم متناهی یک زیررسته آبلی از رسته تمامR-  مدول است؟ یعنی

:𝑓اگر  𝑀 → 𝑁  یکR-  همومورفیسم از مدول هایI- هم متناهی باشد، آیا𝑘𝑒𝑟𝑓  و𝑐𝑜𝑘𝑒𝑟𝑓   مدول هایI- هم

 متناهی هستند.

,ɸ(𝑅در ادامه نماد  𝐼)𝑐𝑜𝑓  رسته تمامR-  مدول هایI- هم متناهی و نمادΦ(R)  مجموعه تمام ایده ال های I  از حلقه

R  است کهɸ(𝑅, 𝐼)𝑐𝑜𝑓  یک زیررسته آبلی ازΦ(R) .است 

هارتشورن با مثالی نشان داد که سوال مطرح شده در بالا در حالت کلی درست نیست اما جواب های مثبتی در بسیاری از 

,𝑞(𝐼باشد بطوریکه  𝑅ایده الی از حلقه نوتری  Iحالات دارد. به عنوان مثال نشان داده شده است که اگر  𝑅) ≤ یا  1

𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼 ≤ توان به منابع که در این مورد میآنگاه سوال مطرح شده درست است  1

 [ مراجعه نمود.1,3,4,5,7,9,10,15,18,19,21,23]

,𝑅)فرض کنید  𝑚)  حلقه موضعی نوتری کامل از بعدd≥ 2باشد. فرض کنید  4 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − یک عدد صحیح  و   2

𝑎1, … , 𝑎𝑘  قسمتی از دستگاه پارامتری برایR  باشد. در این صورت ثابت خواهیم کرد(𝑎1, … , 𝑎𝑘)Φ(𝑅) . در مورد

 ارجاع می دهیم.  [20]و  [8]سایر مطالب در ارتباط با این موضوع و همچنین نمادهای دیگر خواننده را به منابع 

 



 
 

متناهی های همهای غیرآبلی از مدولرسته  
 

 

37 

 مفاهیم اولیه و نتایج

,𝑅)فرض کنید  .    1لم 𝑚)  حلقه موضعی نوتری و کامل از بعد یک𝑑 ≥ 2فرض کنید   باشد. 4 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − یک  2

,𝑎1عدد صحیح  و  … , 𝑎𝑘  قسمتی از دستگاه پارامتری برای𝑅 آل اول باشد. در این صورت ایده𝑝 حلقه از 𝑅  وجود دارد

𝑑𝑖𝑚 𝑅بطوریکه  ⁄ 𝑝 = 4 ،  ،𝑎1, … , 𝑎𝑘−2 ∈ 𝑝 ،𝑎𝑘 + 𝑝, 𝑎𝑘−1 + 𝑝  قسمتی از دستگاه پارامتری برای𝑅 ⁄ 𝑝   و

 همچنین رابطه زیر برقرار است

𝑐𝑑((𝐼 + 𝑝)/𝑝, 𝑅/𝑝) = ℎ𝑡((𝐼 + 𝑝)/𝑝) = 𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝑝 + 𝐼) = 2 

,I=(𝑎1که در آن  … , 𝑎𝑘). 

𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑄باشد بطوریکه   𝑅ایده آل اولی از حلقه  𝑄فرض کنید . برهان  = 𝑑𝑖𝑚𝑅 = 𝑑 در این صورت با گذر از حلقه .

𝑅/𝑄 توان فرض کرد می𝑅   2یک حوزه صحیح کاتنری است. با توجه به اینکه≤ 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼 ≤ 𝑑 − واضح است که   2

𝑑 − 𝑘 = 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼 = 2 + 𝑡  برخی  برای𝑡  0که ≤ 𝑡 ≤ 𝑑 −  . حال با توجه به روابط زیر 4

0 ≤ 𝑑 − 𝑡 − 4 = 𝑘 − 2 = 𝑑 − (𝑡 + 2) − 2 < 𝑑 − (𝑡 + 2) = 𝑑𝑖𝑚𝑅 − 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼 = ℎ𝑡𝐼 = 𝑘 

,𝑎1)شود که نتیجه می … , 𝑎𝑑−𝑡−4) ⊆ 𝐼 .  فرضبا𝐽 = (𝑎1, … , 𝑎𝑑−𝑡−4)   ،اریم د𝑖𝑚𝑅/𝐽 = 𝑡 + . حال یک  4

𝑀 مدول-𝑅زیر دستگاه پارامتری برای  = 𝑅/𝐽 ⊕  𝑅/𝐼   مانند𝑏1, … , 𝑏𝑡 ∈ 𝑚  کنیم. بوضوحانتخاب می 𝑏1, … , 𝑏𝑡 

,𝑎1است. بنابراین  𝑅/𝐽و  𝑅/𝐼های مدول-Rقسمتی از دستگاه پارامتری برای  … , 𝑎𝑑−𝑡−4, 𝑏1, … , 𝑏𝑡   قسمتی از

′𝐽دهیم است.  قرار می 𝑅دستگاه پارامتری برای  = (𝑏1, … , 𝑏𝑡)   و𝐼′ = 𝐽 + 𝐽′  در این صورت روابط زیر را خواهیم .

 داشت:

𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼 + 𝐽′  ) = 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼 − 𝑡 = (𝑡 + 2) − 𝑡 = 2. 
 

𝑞حال فرض کنید  ∈ 𝐴𝑠𝑠ℎ𝑅𝑅/(𝐼 + 𝐽′) در این صورت .𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑞 = ′𝐼ا توجه به اینکه . ب 2 ⊆ 𝐼 + 𝐽′ ⊆ 𝑞   لذا

𝑞 آل اول مینیمال مانند شامل یک ایده𝑝  از𝐼′   است.  پس نتیجه می شود که𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑝 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝐼′ = . از طرفی  4

ℎ𝑡𝑝اهیم داشت ه صحیح کاتنری و موضعی است لذا خویک حوز  𝑅با توجه به اینکه  + 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑝 = 𝑑𝑖𝑚𝑅 = 𝑑  در

ℎ𝑡𝑝نتیجه  = 𝑑 − 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑝و  4 = 𝐼. حال با توجه به رابطه  4 + 𝐽′ ⊆ 𝐼 + 𝑝 ⊆ 𝑞   نتیجه می شود که 

2 = 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑞 ≤ 𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼 + 𝑝) ≤ 𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼 + 𝐽′ ) = 2, 

 

𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼و لذا    + 𝑝) =  یک حوزه صحیح کاتنری موضعی است لذا روابط زیر را خواهیم داشت:  𝑅/𝑝چون . 2

ℎ𝑡(𝐼 + 𝑝)/𝑝 = 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑝 − 𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼 + 𝑝) = 4 − 2 = 2. 
 

از طرفی با توجه به اینکه 
𝐼+𝑝

𝑝
=

𝑅𝑎𝑘−1+𝑅𝑎𝑘+𝑝

𝑝
𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼و    + 𝑝) = 𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑝 − 𝑥1گیریم که نتیجه می 2 =

𝑎𝑘−1 + 𝑝, 𝑥2 = 𝑎𝑘 + 𝑝   قسمتی از دستگاه پارامتری برای حوزه صحیح کاتنری و موضعی𝑅/𝑝  است. بنابراین
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ℎ𝑡(𝐼 + 𝑝)/𝑝 = 𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝐼 + 𝑝) = 𝑐𝑑(((𝐼، [6]از  2.3. بعلاوه بنابه گزاره 2 + 𝑝)/𝑝), 𝑅/𝑝) = و حکم  2

  ثابت می شود.

 

,𝑅)فرض کنید . 2قضیه  𝑚)  یک حلقه موضعی نوتری و  کامل از بعدd≥ 2باشد. فرض کنید   4 ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 − یک   2

,𝑎1عدد صحیح  و  … , 𝑎𝑘  قسمتی از دستگاه پارامتری برای𝑅  باشد. در این صورت(𝑎1, … , 𝑎𝑘)Φ(𝑅). 

𝑑𝑖𝑚 𝑅وجود دارد بطوریکه  𝑅 حلقه از 𝑝آل اول ایده 1لم  برهان. طبق  ⁄ 𝑝 = 4  ، ،𝑎1, … , 𝑎𝑘−2 ∈ 𝑝  

،𝑎𝑘 + 𝑝, 𝑎𝑘−1 + 𝑝  قسمتی از دستگاه پارامتری برای𝑅 ⁄ 𝑝 و همچنین رابطه زیر برقرار است 

𝑐𝑑((𝐼 + 𝑝)/𝑝, 𝑅/𝑝) = ℎ𝑡((𝐼 + 𝑝)/𝑝) = 𝑑𝑖𝑚𝑅/(𝑝 + 𝐼) = 2, 

                             

,I=(𝑎1که در آن   … , 𝑎𝑘). 

. حوزه صحیح است لذا 𝑅/𝑝چون   𝛤𝐼  (
𝑅

𝑝
) = 𝐻𝐼مدول - 𝑅 ،[4]از  18.2همچنین طبق لم  0

1 (
𝑅

𝑝
) ≅ 𝐻(𝐼+𝑝)/𝑝

1 (
𝑅

𝑝
) 

𝑖با تولید متناهی است. لذا برای هر  ≠ 𝐻𝐼مدول  2
𝑖(

𝑅

𝑝
، [24]از منبع  7.2هم متناهی است. حال طبق قضیه -Iیک مدول (

𝑑𝑖𝑚𝑅/𝑞وجود دارد بطوریکه  𝑝شامل ایده آل  𝑅از حلقه  𝑞ایده آل اول  = 𝐻𝐼و   3
2 (𝑅/𝑞) ≅ 𝐻𝐼+𝑝

𝑝

2  (
𝑅

𝑞
یک  (

𝑅/𝑝 - مدول از بعد صفر و غیر آرتینی است و لذا𝐻𝐼
2(

𝑅

𝑞
هم متناهی  نیست. بعلاوه -𝐼، [22]از منبع   1.4بنابه گزاره  .(

 روابط زیر را داریم: [8]، از منبع  8.1.6تمرین  بنابه

𝐻𝐼
2 (𝑅/𝑞) ≅ 𝐻𝐼+𝑝

𝑝

2  (
𝑅

𝑞
) ≅ 𝐻𝐼+𝑝

𝑝

2 (
𝑅

𝑝
) ⊗𝑅

𝑞
𝑅/𝑞 ≅ 𝐻𝐼

2(
𝑅

𝑝
) ⊗𝑅 𝑅/𝑞. 

𝐻𝐼پس 
2(

𝑅

𝑝
) ⊗𝑅 𝑅/𝑞   یک مدولI- هم متناهی نیست در صورتیکه𝐻𝐼

2(
𝑅

𝑝
هم متناهی است.  بنابراین -Iیک مدول    (

 𝐼Φ(𝑅). ،  ]2[، از منبع  8.2بنابه لم 
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