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Introduction 

Throughout this paper all rings are associative. Let ℛ be a ring with center 

Ζ(ℛ). Recall that an additive map 𝜑:ℛ → ℛ is said to be a centralizer if 

𝜑(𝑥𝑦) = 𝑥𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥)𝑦 

for a 𝑥, 𝑦 ∈ ℛ. In case ℛ has a unity 1, 𝜑 is a centralizer if and only if we have 

 𝜑(𝑥) = 𝜑(1)𝑥 for any 𝑥 ∈  ℛ, where 𝜑(1) ∈  𝑍(ℛ  ((3[see  .)[ We say that 𝜑 

is a Jordan centralizer if  

𝜑(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥 = 𝑥𝜑(𝑦) + 𝜑(𝑦)𝑥 

for all elements 𝑥, 𝑦 ∈ ℛ. Clearly, each centralizer is a Jordan centralizer. The 

converse is, in general, not true (see [3], Example 2.6). 

   In general, the question under what conditions that a map becomes a 

centralizer attracted much attention of mathematicians. Vukman [6] has 

showed that an additive map 𝜑:ℛ → ℛ , where ℛ is a 2-torsion free 

semiprime ring, with the property that 2𝜑(𝑥2) = 𝜑(𝑥)𝑥 + 𝑥𝜑(𝑥) for all 𝑥 ∈
ℛ, is a centralizer. Hence any Jordan centralizer on a 2-torsion free semiprime 

ring is a centralizer. Benkovic et al. [1] have proved that if there exists an 

additive mapping 𝜑:ℛ → ℛ , where ℛ is a prime ring with suitable 

characteristic restrictions, satisfying the relation 2𝜑(𝑥𝑛+1) = 𝜑(𝑥)𝑥𝑛 +
𝑥𝑛𝜑(𝑥) for all 𝑥 ∈ ℛ and some fixed integer 𝑛, then 𝜑 is a centralizer. 

Vukman [7] has showed the following result. If 𝜑:ℛ → ℛ  is an additive 

mapping, where ℛ is a 2-torsion free semiprime ring, satisfying the relation 

𝜑(𝑥𝑦𝑥) = 𝑥𝜑(𝑦)𝑥 for all pairs 𝑥, 𝑦 ∈ ℛ, then 𝜑 is a centralizer. In [3] the 

author study continuous linear maps behaving like Jordan centralizers when 

acting on unit-product elements on Banach algebras, that is, a map 𝜑:𝒜 →
𝒜  satisfying if 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1, then  

𝑎𝜑(𝑏) +  𝜑(𝑏)𝑎 =  2𝜑(1),  
where 𝒜 is unital Banach algebra.In [8], centralizers in zero products (ab=0) 

on the algebra of continuous operators on Hilbert space are studied. Also in 

[5] centralizers on nest subalgebras of von Neumann algebras by local action 

in zero products are characterized. For results concerning centralizers on rings 

and algebras, we refer to [3], and [4] and the references therein. 

In this paper, we by idea of the material above, we study the additive map 

𝜑: 𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩 satisfies  

X, Y∈ 𝐴𝑙𝑔𝒩 , XY =  Y X =  0    ⟹  𝑋𝜑(𝑌) + 𝜑(𝑌)𝑋 = 0 

where 𝐴𝑙𝑔𝒩 be a nest algebras on a Hilbert. 
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Preliminaries 

Let ℋ be a Hilbert space. We denote by B(ℋ)the algebra of all bounded linear 

operators on  ℋ. The identity operator on ℋ is denoted by I, and the projection 

of ℋ onto the closed subspace ℒ is denoted by Pℒ . A subspace lattice ℒ on a 

Hilbert space ℋ is a collection of closed (under norm topology) subspaces of 

ℋ which is closed under the formation of arbitrary intersection (denoted by  

∧) and closed linear span (denoted by ∨), and which includes {0} and ℋ.  For 

a subspace lattice ℒ , we define the associated subspace lattice Algℒ by 

Algℒ = {T ∈ B(ℋ): T(N) ⊆ N, ∀ N ∈ ℒ} 
Obviously, Algℒ is a unital weakly closed subalgebra of B(ℋ). A totally 

ordered subspace lattice 𝒩 on Hilbert space ℋ is called a nest and the nest 

algebra associated to the nest 𝒩, denoted by Alg𝒩 is called a nest algebra. 

When 𝒩 ≠ {0,ℋ}, we say that 𝒩 is non-trivial. It is clear that if 𝒩 is trivial, 

then Alg𝒩 = B(ℋ). Let 𝒩 be a nontrivial nest on a Hilbert space ℋ. If N ∈

𝒩 ∖ {(0),ℋ} and PN is the orthogonal projection onto N, where PN(ℋ) = N 

and ,I − PN = PN
⊥ then we have (I − PN)(Alg𝒩)PN  =  {0} and hence  

Alg𝒩 ≅ (
PNAlg𝒩PN PNAlg𝒩PN

⊥

0 PN
⊥Alg𝒩PN

⊥) 

Note that PNAlg𝒩PN and PN
⊥Alg𝒩PN

⊥ are unital closed subalgebra of Alg𝒩. It 

is obvious that PN and PN
⊥ are unities of PNAlg𝒩PN and PN

⊥Alg𝒩PN
⊥, 

respectively. Also PNAlg𝒩PN
⊥ is both unital faithful left Banach PNAlg𝒩PN-

module and unital faithful right Banach PN
⊥Alg𝒩PN

⊥-module, so PNAlg𝒩PN
⊥ is 

unital faithful Banach (PNAlg𝒩PN, PN
⊥Alg𝒩PN

⊥)-bimodule. For more 

information about Nest algebras, refer to [2]. 

Main Results 

The followings are the main results of our paper. In fact, we consider the 

question of characterizing Jordan centralizers by action at zero products on 

Nest algebra. 

Theorem. Let 𝒩 be a nest on a Hilbert space ℋ and φ: 𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩 be 

an additive map. Suppose  φ satisfies 

X Y = Y X = 0  ⟹  Xφ(Y) +  φ(Y)X = 0 , 

for any 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝒩. Then φ is a centralizer. 

   Since every Jordan centralizer satisfies the requirements in above Theorem, 

the following corollary is clear. 

Corollary. Let 𝒩 be a nest on a Hilbert space ℋ and φ: 𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩 is a 

Jordan centralizer. . Then φ is a centralizer. 

Also from this result we can obtain the following corollary. 

Corollary. Let 𝒩 be a nest on a Hilbert space ℋ and φ: 𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩 be 

an additive map. Suppose  φ satisfies 𝜑(𝑋𝑌𝑋) = 𝑋𝜑(𝑌)𝑋, for any 𝑋, 𝑌 ∈
𝐴𝑙𝑔𝒩. Then φ is a centralizer. 

Conclusion 

Let 𝒩 be a nest on a Hilbert space ℋ and φ: 𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩 be an additive 

map. Let φ be Jordan centralizer at commutative zero products. We 



characterized the structure of φ according to the centralizer. In fact, we proved 

to φ be a centralizer and by using this result we obtain some corollaries 

concerning (Jordan) centralizers on nest algebras. 

 

How to cite: Fadaee, Behrooz., Ggahramani, Hoger., & Fallahi, Kmall. (2024). Jordan centralizers at commutative zero 
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 مقدمه

باشد. نگاشت Ζ(ℛ) ای با مرکز حلقه ℛ. فرض کنید باشندشرکت پذیر می و جبرها هادر روند این مقاله همه حلقه 

→ 𝜑:ℛ جمعی ℛ برای  هر  هرگاهگویند  1را مرکز سازx  وy  متعلق بهℛ، 

𝜑(𝑥𝑦) = 𝑥𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥)𝑦. 

 داشته باشیم ،ℛمتعلق به  xیک مرکز ساز است اگر و تنها اگر برای هر  𝜑باشد  1 حلقه یکدار با همانی ℛ در حالتی که 

φ(𝑥) =  𝜑(1)𝑥 آن که در 𝜑(1)  عضوΖ(ℛ) [3] باشدمی .𝜑 گوییم اگر برای هر  2را یک مرکز ساز جردن𝑥  و𝑦 

 ،𝑅متعلق به 

𝜑(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥) = 𝑥𝜑(𝑦) + 𝜑(𝑦)𝑥 

را  6. 2مثال  ]3[است اما عکس این مطلب در حالت کلی برقرار نیست )مرجع  به وضوح هر مرکز ساز یک مرکز ساز جردن 

 ببینید(.

توجه بسیاری از ریاضیدانان را به خود جلب  باشددر حالت کلی، این سوال که تحت چه شرایطی یک نگاشت مرکز ساز می

→ 𝜑:ℛنشان داد که یک نگاشت جمعی   ]6[ 3وکمنوکرده است.  ℛ  که در آن ،ℛ  باشد  4بی تاب -2یک حلقه نیم اول

ℛ ،2𝜑(𝑥2)متعلق به  𝑥با این ویژگی که برای هر  = 𝜑(𝑥)𝑥 + 𝑥𝜑(𝑥) یک مرکز ساز است. در نتیجه هر مرکز ساز ،

ثابت کردند که اگر یک نگاشت جمعی  ،]1[و همکاران 5چیک مرکز ساز است. بینکوی بی تاب-2حلقه نیم اول ن روی یک جرد

𝜑:ℛ → ℛ که در آن ،ℛ و برای هر است ای مناسب با محدودیت مشخصه اول هیک حلق𝑥  متعلق بهℛ عدد صحیح  و

𝜑(𝑥𝑛+1)دارای خاصیت  𝜑 جمعی نگاشت ،𝑛 ی مانندثابت = 𝜑(𝑥)𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝜑(𝑥)  باشد، آنگاهφ  .یک مرکز ساز است

→ 𝜑:ℛنشان داد که اگر  ]7[ کمون در وو ℛ  یک نگاشت جمعی باشد که در آنℛ  و برای  بی تاب -2یک حلقه نیم اول

𝜑(𝑥𝑦𝑥)رابطه  ℛعضو  𝑦و  𝑥هر زوج  = 𝑥𝜑(𝑦)𝑥 آنگاه  ،برقرار باشدφ نویسندگان  ]3[باشد. در نگاشتی مرکز ساز می

ای اعضای یک پرداخته اند که همانند مرکز سازهای جردن وقتی که روی ضرب یکه ایهای خطی پیوستهبه مطالعه نگاشت

→ 𝜑:𝒜 ، نشان دادند که اگرکنند؛ در واقع، رفتار مینمایندجبر باناخ عمل می 𝒜 که برای  باشدگاشتی با این خاصیت ن

= 𝑎 𝑏اگر  𝒜متعلق به  𝑏و  𝑎هر   𝑏 𝑎 = 𝑎𝜑(𝑏)آنگاه  1  +  𝜑(𝑏)𝑎 =  2𝜑(1) در آن  که𝒜  یک جبر باناخ

𝑎𝑏)های صفر [ مرکزسازها در حاصلضرب8در ]. مرکزساز جردن خواهد بود 𝜑، در این صورت نگاشت یکدار است = 0) 

های صفر روی [ مرکزسازها در حاصلضرب5روی جبر عملگرهای پیوسته روی فضای هیلبرت مطالعه شده است. همچنین در ]

 ،ها و جبرهاشتر در مورد مرکز سازها روی حلقهبرای نتایج بیسازی شده است. نیومن مشخصه-ای جبرهای وانزیرجبرهای لانه

                                                           
1 Centralizer     
2 Jordan        
3 Vukman 
4 2-torsion free 
5 Benkovic 
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 دهیم. ها ارجاع میآنداخل و منابع  ]4[،]3[خواننده را به 

 روی یک نگاشت جمعیزیر ما به مطالعه و بررسی شرایط  مطالب ذکر شده، از در این مقاله، با انگیزه

𝜑: 𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩 

 پردازیم کهمی

            X, Y ∈  𝐴𝑙𝑔𝒩,     X Y = Y X = 0  ⟹  Xφ(Y) +  φ(Y)X = 0 ,                   

به  𝐴𝑙𝑔𝒩ای نتایجی در مورد مرکز سازها روی جبرهای لانه . سپس با استفاده از آن،است ایجبر لانهیک  𝐴𝑙𝑔𝒩و 

 آوریم.دست می

 

 نیازهاپیش. 1

نمایش  𝐵(ℋ)را با  ℋهای کراندار روی باشد، در این صورت جبر همه عملگر  یک فضای هیلبرت ℋفرض کنید  

فضای را یک زیر ℒصورت  باشد. در این)تحت نرم توپولوژی(  ℋیک خانواده از زیر فضاهای بسته  ℒدهند. فرض کنید می

دهیم( و تحت بستار تولید خطی نمایش می ∧های دلخواه )با نماد نامیم، هرگاه تحت اشتراکمی ℋای کامل روی مشبکه

، جبر ℒای کامل فضای مشبکهباشد. برای هر زیر ℋو خود  {0}دهیم( بسته باشد، همچنین شامل نمایش می ∨)با نماد 

 کنیمرا به صورت زیر تعریف می 𝐴𝑙𝑔ℒای متناظر با آن یعنی مشبکه

𝐴𝑙𝑔ℒ = {𝑇 ∈ 𝐵(ℋ): 𝑇(𝑁) ⊆ 𝑁, ∀ 𝑁 ∈ ℒ} 

را  𝐴𝑙𝑔𝒩ای مرتب کلی تحت رابطه شمول باشد، را یک لانه و را که مجموعه ℋروی  𝒩ای کامل یک زیرفضای مشبکه

𝒩نامند. در صورتی که ای مییک جبر لانه = {0,ℋ} آنگاه ،𝐴𝑙𝑔𝒩 = 𝐵(ℋ) اگر .𝒩  یک لانه غیر بدیهی روی فضای

 باشد. آنگاه  ℋهیلبرت 

𝐴𝑙𝑔𝒩 ≅ (
𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁 𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

⊥

0 𝑃𝑁
⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

⊥) 

∋ 𝑁که در آن برای  𝒩 ∖ {(0),ℋ} ،نگاشت دلخواه 𝑃𝑁  تصویری متعامد بر𝑁  است که𝑃𝑁(ℋ) = 𝑁 همچنین  و 

 𝐼 − 𝑃𝑁 = 𝑃𝑁
𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁 ،𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁. زیر فضاهای ⊥

𝑃𝑁و  ⊥
⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

هستند.  𝐴𝑙𝑔𝒩زیر فضاهایی بسته از  ⊥

𝑃𝑁و  𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁در حقیقت 
⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

𝑃𝑁و  𝑃𝑁های با همانی 𝐴𝑙𝑔𝒩زیر جبرهایی بسته از  ⊥
به ترتیب هستند و  ⊥

𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁
𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁)یک باناخ  ⊥ , 𝑃𝑁

⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁
𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁است. همچنین  دومدول-(⊥

یک باناخ  ⊥

𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁- مدول چپ با وفا و یک باناخ𝑃𝑁
⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

مدول راست با وفاست. برای کسب اطلاعات بیشتر در مورد -⊥

 مراجعه شود. ]2[ای به جبرهای لانه
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 پذیرهای صفر تعویضجردن حافظ ضربمشخصه سازی مرکزسازهای  .2

پردازیم. در ای میهای صفر روی جبرهای لانههای جردن با عمل در ضربسازی مرکزساز، ما به بررسی مشخصهدر این بخش

 کنیمباشد همچنین فرض می ℋای غیربدیهی روی فضای هیلبرت جبر لانه 𝐴𝑙𝑔𝒩کنیم سراسر این بخش فرض می

𝑁 زیرفضای ∈ 𝒩  عضو غیربدیهی و𝑃𝑁  تصویر متعامد بر𝑁 .باشد  

:φفرض کنید  .1. 2قضیه  𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩  یک نگاشت جمعی با این ویژگی باشد که 

X, Y ∈  𝐴𝑙𝑔𝒩,     X Y = Y X = 0  ⟹  Xφ(Y) +  φ(Y)X = 0 ,  

 یک مرکز ساز است. φآنگاه 

 کنیم:را به صورت زیر تجزیه می 𝐴𝑙𝑔𝒩با توجه به مطالب بخش دوم  اثبات.

𝐴𝑙𝑔𝒩 ≅ (
𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁 𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

⊥

0 𝑃𝑁
⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁

⊥) 

ℛدهیم قرار می = 𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁 ،ℳ = 𝑃𝑁𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁
𝒮و  ⊥ = 𝑃𝑁

⊥𝐴𝑙𝑔𝒩𝑃𝑁
را  𝒮و همانی  1ℛرا با  ℛ. همانی ⊥

 دهیم. در این صورت نشان می 1𝒮با 

𝑃𝑁 = (
1𝑅 0
0 0

) 𝑃𝑁  و 
⊥ = (

0 0
0 1𝑆

). 

𝑃دهیم قرار می = 𝑃𝑁  و𝑄 = 𝑃𝑁
𝑃2  :های استاندارد )به این معنینخود توا 𝑄و  𝑃 . در این صورت⊥ = 𝑃  و𝑄2 = 𝑄 )

𝑃هستند به طوری که  𝐴𝑙𝑔𝒩در  + 𝑄 = 𝑃𝑄و  1 = 𝑄𝑃 = 0. 

𝑃(𝑄𝑋𝑄)باشند. از آنجایی که  𝐴𝑙𝑔𝒩عضوهای دلخواهی از  𝑌و  𝑋فرض کنید  = (𝑄𝑋𝑄)𝑃 =  داریم ،0

                                    𝑃𝜑(𝑄𝑋𝑄) + 𝜑(𝑄𝑋𝑄)𝑃 = 0.                                                              (1)  

2𝑃𝜑(𝑄𝑋𝑄)𝑃خواهیم داشت  𝑃با ضرب این تساوی از هر دو طرف چپ و راست در  =  ، بنابراین0

                                                 𝑃𝜑(𝑄𝑋𝑄)𝑃 = 0.                                                                       (2) 

 ، بدست خواهیم آورد𝑄و از راست در  𝑃( از چپ در 1حال، با ضرب رابطه )

                                                    𝑃𝜑(𝑄𝑋𝑄)𝑄 = 0.                                                                 (3)  

𝑄(𝑃𝑋𝑃)از  = (𝑃𝑋𝑃)𝑄 =  م، داری0

𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃) + 𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄 = 0. 

 با استفاده از این معادله و روشی مشابه عملیات فوق، خواهیم داشت
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                                 𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄 = 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄 و 0 = 0.                                                      (4)  

𝑃)که  از آنجائی − 𝑃𝑋𝑄)(𝑄 + 𝑃𝑋𝑄) = (𝑄 + 𝑃𝑋𝑄)(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄) =  دهد که ، این تساوی نشان می0

(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄)𝜑(𝑄 + 𝑃𝑋𝑄) + 𝜑(𝑄 + 𝑃𝑋𝑄)(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄) = 0. 

𝑃𝜑(𝑄)𝑃و با استفاده از این حقیقت که  𝑃با ضرب این تساوی از هر دو طرف چپ و راست در  =  بینیم که ، می0

                                                 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄)𝑃 = 0.                                                                     (5)  

𝑃𝑋𝑃)از  − 𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)(𝑄 + 𝑃𝑌𝑄) = (𝑄 + 𝑃𝑌𝑄)(𝑃𝑋𝑃 − 𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄) =  داریم، 0

               (𝑄 + 𝑃𝑌𝑄)𝜑(𝑃𝑋𝑃 − 𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄) + 𝜑(𝑃𝑋𝑃 − 𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)(𝑄 + 𝑃𝑌𝑄) = 0.                (6)  

𝑋فرض کنیم  = 𝑃  و با ضرب تساوی فوق از هر دو طرف چپ و راست در𝑄  و اینکهQφ(P)Q =  شود کهنتیجه می ،0

                                              𝑄𝜑(𝑃𝑌𝑄)𝑄 = 0.                                                                       (7)  

 باشد( به صورت زیر می6گسترش داده شده رابطه )از طرفی، 

(𝑄 + 𝑃𝑌𝑄)(𝜑(𝑃𝑋𝑃) − 𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)) + (𝜑(𝑃𝑋𝑃) − 𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄))(𝑄 + 𝑃𝑌𝑄) 

= Q𝜑(𝑃𝑋𝑃) − 𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄) + 𝑃𝑌𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃) − 𝑃𝑌𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄) 

                     +𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄 + 𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃𝑌𝑄 − 𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄 − 𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑃𝑌𝑄 = 0 

𝑄2، چون 𝑄و از راست در  𝑃با ضرب این معادله گسترش یافته از طرف چپ در  = 𝑄 ،𝑃2 = 𝑃  از آنجایی که و 

 𝑄𝑃 = 𝑃𝑄 =  تساوی زیر را بدست خواهیم آورد( 7( و )5(، )4های )، همچنین با استفاده از تساوی0

𝑃Q𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄⏟        
=0 (𝑃𝑄=0)

− 𝑃𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄⏟          
=0 (𝑃𝑄=0)

+ 𝑃𝑌𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄⏟        
( بنابر رابطه(4)) 0=

− 𝑃𝑌𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄⏟          
( بنابر رابطه(7)) 0=

 

                     + 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑄⏟      
( بنابر رابطه(4)) 0=

+ 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃𝑌𝑄 − 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄 − 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑃𝑌𝑄⏟          
( بنابر رابطه(5)) 0=

= 0 

 به عبارتی 

𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃𝑌𝑄 − 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄 = 0 

 لذا

 

                                            𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄 = 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃𝑌𝑄.                                              (8)  

 در معادله فوق خواهیم داشت 𝑋به جای  𝑃با جایگذاری 
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                                      𝑃𝜑(𝑃𝑌𝑄)𝑄 = 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑌𝑄.                                                               (9)  

 شود که ( نتیجه می9( و )8بنابراین، از )

𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃𝑌𝑄 = 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄)𝑄 = 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄, 

𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃)و لذا  − 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃)𝑃𝑌𝑄 = -ℛیک  ℳباشد و می 𝐴𝑙𝑔𝒩دلخواهی از   عضو 𝑌. از آنجائیکه 0

 مدول چپ باوفاست، لذا داریم

                                         𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃 = 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃.                                                           (10)  

𝑃)از اینکه  − 𝑃𝑋𝑄)(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄 + 𝑄𝑌𝑄) = (𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄 + 𝑄𝑌𝑄)(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄) =  ، خواهیم داشت0

(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄)𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄 + 𝑄𝑌𝑄) + 𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄 + 𝑄𝑌𝑄)(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄) = 0. 

 گسترش یافته این رابطه به صورت زیر است 

(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄)(𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄) + 𝜑(𝑄𝑌𝑄)) + (𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄) + 𝜑(𝑄𝑌𝑄))(𝑃 − 𝑃𝑋𝑄) 

= P𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄) + 𝑃𝜑(𝑄𝑌𝑄) − 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄) − 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄) 

                    +𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑃 + 𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑃 − 𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑃𝑋𝑄 − 𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑃𝑋𝑄 = 0. 

( تساوی زیر را 7( و )5(، )3(، )2های )، همچنین استفاده از تساوی𝑄و از راست در  𝑃با ضرب این معادله  از طرف چپ در 

 بدست خواهیم آورد

P𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑄 + 𝑃𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄⏟       

( بنابر رابطه(3)) 0=

− 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑄⏟          

( بنابر رابطه(7)) 0=

− 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄 + 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑃𝑄⏟          
=0 (𝑃𝑄=0)

 

                     +𝑃𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑃𝑄⏟        
=0 (𝑃𝑄=0)

− 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑃𝑋𝑄⏟          
( بنابر رابطه(5)) 0=

− 𝑃𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑃𝑋𝑄⏟        
( بنابر رابطه(2)) 0=

= 0 

 به عبارتی

P𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑄 − 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄 = 0 

 لذا

                                            𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑄 = 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄.                                           (11)  

 در معادله فوق خواهیم داشت 𝑌به جای  𝑄با جایگذاری 

                                                 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄)𝑄 = 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄.                                                 (12)  

 شود( نتیجه می12( و )11با استفاده از )

𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄 = 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄)𝑄 = 𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄𝜑(𝑄)𝑄 
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𝑃𝑋(𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄 و لذا   − 𝑄𝑌𝑄𝜑(𝑄)𝑄) =  مدول راست باوفاست، لذا داریم-𝒮یک  ℳ. همچنین از اینکه  0

                                        𝑄𝜑(𝑄𝑌𝑄)𝑄 = 𝑄𝑌𝑄𝜑(𝑄)𝑄.                                                         (13)  

 شود که ( نتیجه می12( و )9با استفاده )

                                      𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑄 = 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄.                                                                   (14)  

 بنابراین

𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄 = 𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄𝜑(𝑄)𝑄 = 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑌𝑄, 

 مدول چپ باوفاست، لذا-ℛیک  ℳو از آنجائیکه 

                                          𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃 = 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃)𝑃,                                                         (15)  

 (، داریم14حال از ) 

𝑃𝑋𝑃𝑌𝑄𝜑(𝑄)𝑄 =  𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑄𝑌𝑄 = 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄𝑌𝑄 

𝑃𝑋( 𝑄𝑌𝑄𝜑(𝑄)𝑄پس  − 𝑄𝜑(𝑄)𝑄𝑌𝑄)) =  مدول راست باوفاست، لذا -𝒮یک  ℳو از آنجائیکه  0

                                         𝑄𝜑(𝑄)𝑄𝑋𝑄 = 𝑄𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄.                                                        (16)  

 ( همچنین16( و )15(، )14(، )4(، )3(، )2حال، با استفاده از )

𝜑(1) = 𝜑(𝑃 + 𝑄) = 𝜑(𝑃) + 𝜑(𝑄) 

 پس

𝑋𝜑(1) = ( 𝑃𝑋𝑃 + 𝑃𝑋𝑄 + 𝑄𝑋𝑄)(𝑃𝜑(1)𝑃 + 𝑃𝜑(1)𝑄 + 𝑄𝜑(1)𝑄) 

= 𝑃𝑋𝑃𝜑(1)𝑃 + 𝑃𝑋𝑃𝜑(1)𝑄 + 𝑃𝑋𝑄𝜑(1)𝑄 + 𝑄𝑋𝑄𝜑(1)𝑄 

= 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃 + 𝑄)𝑃 + 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃 + 𝑄)𝑄 + 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑃 + 𝑄)𝑄 + 𝑄𝑋𝑄𝜑(𝑃 + 𝑄)𝑄 

= 𝑃𝑋𝑃(𝜑(𝑃) + 𝜑(𝑄))𝑃 + 𝑃𝑋𝑃(𝜑(𝑃) + 𝜑(𝑄))𝑄 

                +𝑃𝑋𝑄(𝜑(𝑃) + 𝜑(𝑄))𝑄 + 𝑄𝑋𝑄(𝜑(𝑃) + 𝜑(𝑄))𝑄 

= 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃)𝑃 + 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑄)𝑃⏟       

( بنابر رابطه(2)) 0=

+ 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃)𝑄⏟      

( بنابر رابطه(5)) 0=

+ 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑄)𝑄⏟       

( بنابر رابطه(3)) 0=

 

+𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄⏟       

( بنابر رابطه(4)) 0=

+ 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄 + 𝑄𝑋𝑄𝜑(𝑃)𝑄⏟       

( بنابر رابطه(4)) 0=

+ 𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄 

= 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃)𝑃 + 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄 + 𝑄𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄   
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= 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃⏟      

( بنابر رابطه(15))

+ 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑄⏟      

( بنابر رابطه(14))

+ 𝑄𝜑(𝑄)𝑄𝑋𝑄⏟      

( بنابر رابطه(16))

 

= 𝜑(1)𝑋 

 به عبارتی 

𝑋𝜑(1) = 𝑃𝑋𝑃𝜑(𝑃)𝑃 + 𝑃𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄 + 𝑄𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄                          

                                  = 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃 + 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑄 + 𝑄𝜑(𝑄)𝑄𝑋𝑄 = 𝜑(1)𝑋,                          (17)  

 های زیر را بدست خواهیم آورد( تساوی17( و )13(، )10(، )9(، )7(، )5(، )4(، )3(، )2و با استفاده از )

𝜑(𝑋) = 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑃)𝑃 + 𝑃𝜑(𝑃𝑋𝑄)𝑄 + 𝑄𝜑(𝑄𝑋𝑄)𝑄

= 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑃 + 𝑃𝜑(𝑃)𝑃𝑋𝑄 + 𝑄𝑋𝑄𝜑(𝑄)𝑄 = 𝜑(1)𝑋. 

                                                                        یک مرکز ساز است. φدهند که این نتایج نشان می

 شوند.کند، لذا نتایج زیر به وضوح دیده میرا برآورده می 1. 2قضیه از آنجا که هر مرکز ساز جردن تمام خواص 

:φفرض کنید که . 2. 2نتیجه  𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩  یک مرکز ساز جردن باشد. آنگاهφ .یک مرکز ساز است 

:φفرض کنید که   .3. 2نتیجه  𝐴𝑙𝑔𝒩 → 𝐴𝑙𝑔𝒩  یک نگاشت جمعی با این خاصیت باشد که برای هر𝑋  و𝑌  متعلق

 داشته باشیم 𝐴𝑙𝑔𝒩به 

𝜑(𝑋𝑌𝑋) = 𝑋𝜑(𝑌)𝑋,                                                                 (18)  

 .یک مرکز ساز است φآنگاه 

𝑋باشند. با جایگذاری  𝐴𝑙𝑔𝒩عضوهای دلخواهی از  𝑌و  𝑋فرض کنید  اثبات. + ( خواهیم 18در رابطه ) 𝑋به جای  1

 داشت

φ((𝑋 + 1)𝑌(𝑋 + 1)) = (𝑋 + 1)𝜑(𝑌)(𝑋 + 1). 

 لذا با استفاده از تساوی و فرض مساله داریم

φ(𝑋𝑌 + 𝑌𝑋) = 𝑋𝜑(𝑌) + 𝜑(𝑌)𝑋. 

 .                            باشدیک مرکز ساز می 2 .2نتیجه یک مرکز ساز جردن و با استفاده  φبنابراین 
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