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Introduction 

Fisher information is a measure of the information inside a random variable 

about an unknown parameter. Mutual information shows the dependence 

between two variables and relative entropy shows the difference between the 

two probability distributions.  

Material and Methods 

In this paper, Fisher information is generalized for mutual information and 

relative entropy and the monotonicity properties of Fisher information are 

examined. Then concepts such as information correlation and information 

correlation coefficient are introduced.  

Results and discussion 

It is shown that Shannon differential entropy, which measures the behavior of 

a random variable, and conditional Fisher information are used to determine 

the probability of estimation error.  

Conclusion 

In this paper, with the help of Fisher's information structure, some concepts of 

information theory were generalized. For a Markov chain, it was shown that 

when the statistic moves away from the estimated parameter, the mutual 

Fisher information decreases, and when the Fisher information is conditioned 

on closer values, it is higher than when it is conditioned on more distant values. 
Two open problems are proposed for researchers who are interested in this 

topic. In cases where a topological group acts on random variables, the criteria 

mentioned in this paper should be analyzed. Also, with the help of the 

convolution function, the criteria mentioned in the paper can be examined for 

linear combinations of random variables. 

 

 
How to cite: Shams, M., (2024). New Approach to Fisher Information. Mathematical Researches, 10 (3), 72 – 99. 

 

 
 

                               © The Author(s).                                                                        Publisher: Kharazmi University  

 

 

 

mailto:mehdishams@kashanu.ac.ir
https://orcid.org/0000-0002-9645-9195


 

 

 شریاطلاع ف یبرا دیجد کردیرو

 

   1مهدی شمس

 

 mehdishams@kashanu.ac.ir رایانامه:کاشان، کاشان، ایران. ، دانشگاه علوم ریاضیدانشکده ، آمارنویسنده مسئول، گروه . 1

 

 چکیده اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 15/7/1402 :افتیدر خیتار

 19/11/1402: بازنگری خیتار

 27/5/1403: رشیپذ خیتار

 20/8/1403: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

  ،شانون لیفرانسید یآنتروپ

  ،شریاطلاع ف

  ،مارکف ریزنج

 ،رائو-کرامر ینامساو

 .بسندگی

 

راجع به پارامتر مجهول است. اطلاع  یتصادف ریاطلاعات نهفته در متغ یریگاندازه یبرا یاریمع شریاطلاع ف

مقاله  نی. در ادهدیاحتمال را نشان م عیدو توز نیتفاوت ب ینسب یآنتروپ و ریدو متغ نیب یمتقابل وابستگ

 یورد بررسم شریاطلاع ف ییکنوایشود و خواص یداده م میتعم شریاطلاع ف یبرا ینسب یاطلاع متقابل و آنتروپ

 انی. در پاشوندیم یاطلاع معرف یهمبستگ بیاطلاع و ضر یهمبستگ چون یمی. سپس مفاهردیگیقرار م

و  کندیم یریگاندازه یرا به صورت کم یتصادف ریمتغ شانون که لیفرانسید یکه آنتروپ شودینشان داده م

 .رندیگیبرآورد مورد استفاده قرار م یاحتمال خطا نییتع یبرا یشرط شریاطلاع ف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 .99– 72(، 3) 10، های ریاضیپژوهش. شریاطلاع ف یبرا دیجد کردیرو(. 1403) مهدی، شمس: استناد

                 
  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیناشر: دانشگاه 

 

  

mailto:mehdishams@kashanu.ac.ir


 
 

 1403سوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

74 

 گفتارشیپ

یم فیتوص یکه توسط توابع چگال ییهاستمیمطالعه رفتار س هیپا بر ]31[ شانون قاتیاطلاع به تحق هیتولد شاخه نظر

یم شریاطلاع ف یبه کاربردها مندانکه علاقه ارائه کرد شریبه نام اطلاع ف یتیکم ]9[فیشر  . قبل از آنگرددیبر م شدند،

  .مطالعه کنند را ]25[ یمقاله مرور توانند

مرتبه  یهاشد که نشان داد مشتق انیب ]19[ کولبک توسط ،شانون لیفرانسید یو آنتروپ شریاطلاع ف نیب از روابط یکی

مشابه  قاتی. تحقکنندیم دیرا تول شریاطلاع ف سیماتر یهامؤلفه ،یتوابع چگال ینسبت به پارامترها بلریلا-کولبک دوم فاصله

منجر  که داده شد میتعم زین یرگاوسیاغتشاشات غ یبرا ]15[ توسط جینتا نیا ،شد. بعد از آن انجام ]10،8[ در نهیزم نیدر ا

. به عبارت شودیم ختهیآم ممینیم شریبا اطلاع ف ممیماکز یآنتروپ ]23،21[ در .]8[ شد شریاطلاع ف یبرا چشیپ یبه نامساو

 ممینیدار ممق یجوونمونه بزرگ، امکان جست یبرا یحد مرکز هیو قض شریشانون، اطلاع ف لیفرانسید یآنتروپ بیترک گرید

با  شریاطلاع ف ارتباط ،]33،29،17،16،14،12،11،10[ رینظ یمقالات در .]35[ کندیرا فراهم م بلریلا-فاصله کولبک یبرا

و  یوتریکامپ یهادر شبکه شریاطلاع ف یکاربردها ]28[ دراند. شده انیب کینامیترمود هیبه خصوص نظر یکیزیف میمفاه

 .شد انیب نیماش یریادگی

مطرح  شریدر مورد اطلاع ف یدیجد دگاهید ،]10،8[ شریدر مورد خواص اطلاع ف یقبل قاتیمقاله پس از مرور تحق نیا در

 (شریف) ساختار و (شانون) رفتار یعنی ،کنندیرا به طور کامل مشخص م ستمیکه س دگاهیدو د از یبیترک قتی. در حقشودیم

لاع اط هینظر میمفاه ی، برخاست یاستنباط آمار میکه از مفاه شریبه کمک ساختار اطلاع ف گریبه عبارت د. شودیم ارائه

 یذارنامگ ینسب شریمتقابل و اطلاع ف شریاطلاع ف بیکه به ترت شودیداده م میتعم بلریلا-اطلاع متقابل و فاصله کولبک رینظ

 .شوندیم

یم یبخش دوم معرف در شریاطلاع ف یبرا یارهیو قاعده زنج یشرط شریرائو، اطلاع ف-کرامر ینامساو شر،یاطلاع ف میمفاه

 .شوند

 مفهوم ،اریمع نیاز ا گرید میو دو تعم یقیحق ریتوابع محدب با مقاد یبرا ینسب شریاطلاع ف میتعم بعد از دومبخش  در 

 گرددیم یاطلاع معرف یهمبستگ بیبه نام ضر یدیجد اری. سپس معردیگیقرار م یاطلاع و خواص آن مورد بررس یهمبستگ

 .شودیم انیب اریمع نیا بودنصفر  یبرا یشرط کاف کی تیو در نها

. شودیاد میمتقابل  شریف اطلاع عنواناز آن به که شودیداده م میاطلاع متقابل تعم شر،یبه کمک اطلاع ف سومبخش  در 

شده  ذکر می. به کمک سه تعمشودیمتقابل ارائه م شریف اطلاع اریمع از یدو صورت کل ،شریاز اطلاع ف میبه کمک دو تعم

متقابل  شریف اطلاع یبرا گرید می، سه تعممتقابل شریف با اطلاع اریمع نیا طدر بخش سوم و ارتبا ینسب شریاطلاع ف یبرا

  .خواهند شد یمعرف یمتقابل شرط شریو اطلاع ف یاطلاع شرط یچون همبستگ یمیسپس مفاه. شودیم یمعرف

متقابل  شریمارکف، اطلاع ف یرهایو در زنج دهدیم شیرا افزا شری، اطلاع فکردن یشرط شودیثابت م چهارمر بخش د

 یاحتمال خطا یکران بالا برا کی انی. در پاابدییبرآوردشده دور شوند، کاهش م یاز پارامترها یتصادف یرهایکه متغ یزمان
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 .شودیم یمعرف یشرط شریبرآورد بر حسب اطلاع ف

 

 شریاطلاع ف. 1

ای برای اطلاع فیشر یادآوری رائو، اطلاع فیشر شرطی و قاعده زنجیره-در این بخش مفاهیم اطلاع فیشر، نامساوی کرامر 

 شود. می

f;دارای تابع چگالی  Xفرض کنید متغیر تصادفی  X θ  گاه متغیر تصادفی وتکیه باشد و   .فضای پارامتر باشد

 شود:به صورت زیر تعریف می θ بردار امkیعنی مؤلفه  kاطلاع فیشر متناظر با 

 
2 2

; ; ; ; ;( ) ln ( ) ln ( ) ( ) 0 
k kkI E f f f d
 

  
 

    X θ X θ X θ X θ X θX x x x  

دارای  X توان نشان داد اگرمیبستگی نداشته باشد. به عنوان مثال به راحتی  k به X که تساوی برقرار است اگر توزیع

)2 توزیع , )N   ،2 باشد 2

1

; ,
( )

X
I

  
  ]22[. 

 گاهاگر شرایط نظم برقرار باشد، آن ،ه شدنشان داد ]18[در 

   2 2

2 2; ; ; ; ;( ) ln ( ) ln ( ) ( ) .
k k

kI E f f f d
 

  

 
   X θ X θ X θ X θ X θX x x x 

تحت  k متناظر با پارامتر  گاهبا تکیه Xفیشر یک متغیر تصادفیتوان نشان داد که اطلاع به راحتی می

; ، یعنی، ناوردا استتبدیلات مکان ;( ) ( )X a k X kI I  θ θ. 

)تحت شرایط نظم و وجود برآوردگر نااریب  (.]22[ ،رائو-نامساوی کرامر) .1.1قضیه   )k X برای k داریم 

;

2 1
ˆ ( )kk

I 
 

X θ
 که در آن    

2
2

ˆ ; ;
ˆ ˆVar ( ) ( ) ( )

k
k k k f d


     X θ X θX x x x .■ 

دهد. هر برآوردگر نااریب ارائه میرائو، یعنی عکس اطلاع فیشر یک کران پایین برای واریانس -کران پایین نامساوی کرامر

از این به بعد تا انتهای مقاله، برای راحتی  .]18[ نامندبرآوردگری که واریانس آن برابر با این کران پایین است را کارا می

 های معین به صورت انتگرال نامعین نوشته خواهند شد.  انتگرال

) فرض کنید , )X Y  دارای تابع چگالی توأم, ; ( , )f X Y θ x y  باشد. اطلاع فیشر متناظر باk شودبه صورت زیر تعریف می 

]22[: 

2 2

, ; , ; , ; , ; , ;( ) ln ( , ) ln ( , ) ( , ) .
k kkI E f f f d d
 

  
 
       X Y θ X Y θ X Y θ X Y θ X Y θX Y x y x y x y  

 گاهاگر شرایط نظم برقرار باشد، آن ثابت شد ]18[در  
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   2 2

2 2, ; , ; , ; , ; , ;( ) ln ( , .) ln ( , ) ( , )
k k

kI E f f f d d
 

  

 
   X Y θ X Y θ X Y θ X Y θ X Y θX Y x y x y x y  

 :]22[ شودمشابه اطلاع فیشر شرطی نیز به صورت زیر تعریف میبه طور 

2 2

, ; , ;; ; ;
( ) ln ( ) ln ( ) ( , ) .

k kkI E f f f d d
 

  
 
   
  


 X Y θ X Y θY X θ YX θ YX θ

Y X y x x y x y  

 ، یعنیای برای اطلاع فیشر برقرار استقاعده زنجیره گاهنشان داد که اگر شرایط نظم برقرار باشد، آن ]34[زمیر 

, ; ; ;; ;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k kI I I I I       X Y θ X θ Y θY X θ XY θ

 

 :شودمیبرای اثبات این برابری به صورت زیر عمل 

, ; 2

, ; , ;

| ; ; 2

, ;

| ; ; 2

, ;

| ; ; , ;

ln ( , )
( ) ( , )

ln( ( | ) ( ))
( , )

ln ( | ) ln ( )
( , )

ln ( | )
( ) ( ) 2 ( , )

( )

( )

( )

k

k

k

k k

k k

k

f
I f d d

f f
f d d

f f
f d d

f
I I f






 

 












 
 

 

 
  











X Y θ

X Y θ X Y θ

Y X θ X θ

X Y θ

Y X θ X θ

X Y θ

Y|X;θ

Y X θ X θ X Y θ

x y
x y x y

y x x
x y x y

y x x
x y x y

y x
x y

;

| ; ;

| ; ;

| ;;

| ; ;

;

| ; ; | ;

| ; ;

ln ( )

( | ) ( )
( ) ( )

( | )( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( | )

( ) ( )

( )

( )

k

k k

k k

k k

k k

k k X

k k

k k

f
d d

f f
I I d d

ff
I I d d

f
I I f d d

I I



 
 

 
 

 
 

 



 
  

 


  

 

 
  

 

 



 

 

X θ

Y X θ X θ

Y X θ X θ

Y X θX θ

Y X θ X θ

X θ

Y X θ X θ Y θ

Y X θ X θ

x
x y

y x x
x y

y xx
y x

x
y x y x

 

 جایی انتگرال با مشتق( عبارت سوم برابر با صفر استبا توجه به شرایط نظم )برقراری شرط جابهکه در تساوی آخر 

| ;

| ;

( | )
( | ) 0

X

X

k k

f
d f d

 

 
 

  
Y θ

Y θ

y x
y y x y 

 در حالت چند متغیره داریم شود.و اثبات کامل می
1 1 1
,..., ; ,..., ;1

( ) ( )
n k k

n

k kk
I I 


X X θ X X X θ

. 

) فرض کنید )T X شودیک آماره دلخواه باشد. به راحتی ثابت می ( ); ;( ) ( )T k kI I X θ X θ  و شرط لازم و کافی

)برای این که تساوی برقرار باشد این است که  )T X دهد اطلاعی که این حقیقت نشان می .]22[ یک آماره بسنده باشد
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دهد کمتر است و زمانی دقیقاً این دو معیار دهد از اطلاعی که خود نمونه اصلی نسبت به پارامتر میآماره نسبت به پارامتر می

 د و آمارهای فشرده شده باشد که هیچ اطلاعی راجع به پارامتر را از دست ندهبا هم برابر هستند که آماره مورد نظر به گونه

 بسنده این خصوصیت را دارد.

 داریم Y و X، به ازای متغیرهای تصادفی مستقل ای برای اطلاع فیشرهمچنین با توجه به قاعده زنجیره

 , ; ; ;( ) ( ) ( )k k kI I I   X Y θ X θ Y θ 

) برای آماره بسنده کامل ]1[ نوان نمونه با توجه به قضیه باسوکه به ع )T X و آماره کمکی ( )U X داریم 

( ), ( ); ( ); ( );( ) ( ) ( )T U k T k U kI I I   X X θ X θ X θ  و در حالت خاص که آماره( )U X برای پارامتر k به کمکی است ،

) توان نوشتسادگی می ), ( ); ( );( ) ( )T U k T kI I X X θ X θ  و این تساوی بیان کننده این حقیقت است که اطلاع فیشر توزیع

تواند توأم یک آماره بسنده کامل با یک آماره کمکی برابر با اطلاع فیشر آماره بسنده کامل است و در حقیقت آماره کمکی نمی

 توزیع آماره کمکی به آن پارامتر وابسته نیست اضافه کند. اطلاعاتی به یک آماره بسنده کامل راجع به پارامتر مجهولی که 

)2دو متغیر تصادفی مستقل به ترتیب دارای توزیع  Yو Xفرض کنید  .1.1مثال  , )N   0)2 و, )N   باشند و

)توزیع  , )X Y در دسترس باشد و Z X Y  .رو:از این 

2 2 22 2

2 2

2 2

, ; , , ; ,; , ,

; ; ,

1

; ,

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) .

Z X XZ X

Y X

X

I I I

I I

I

      

  

  

  

 



 

 

 

 

 

 Yو اغتشاش جمعی Z خروجی ،Xیک سامانه خطی با ورودی. 1شکل 

در فرایند برآورد  Yدر دسترس باشد، اغتشاش Xو ورودی Zدهد، اگر تابع چگالی توأم خروجینشان می 1.1 مثال

از طریق تابع چگالی توأم در دسترس است، اطلاع فیشر  Xنظر به این که تمام اطلاعات نهفته در(. 1 شکل) تأثیر استبی

;2 تابع چگالی توأم متناظر با اطلاع فیشر توزیع کناری ,X
f

 
2 دارای توزیع Z است. از این که  2( , )N    ،است 

2 2 2

1

; , , 2
( )

Z
I

    



 ای برای اطلاع فیشر داریم:و با استفاده از قاعده زنجیره 

2 2 2 22 2, ; , , ; , ,; , ,
( ) ( ) ( )

Z X ZX Z
I I I

       
    

 و لذا
 

2

2 2 22 2 2 2 2

1 1

; , ,
( )

X Z
I



       


 
  . 
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 اطلاع یهمبستگو  شریاطلاع ف یبرا ینسب یآنتروپ دیجد کردیرو .2

شود. سپس مفهوم در ابتدا تعمیم اطلاع فیشر نسبی برای توابع محدب با مقادیر حقیقی و دو تعمیم دیگر ارائه می

گیرد. در ادامه معیار جدیدی به نام ضریب همبستگی اطلاع معرفی همبستگی اطلاع و خواص آن مورد بررسی قرار می

شود یک شرط کافی برای صفر بودن دار بوده و در نهایت نشان داده میکران 1و  -1گردد که شبیه ضریب همبستگی بین می

ابسته ها به پارامتر مجهول وضریب همبستگی اطلاع این است که دو متغیر تصادفی مستقل باشند یا حداقل توزیع یکی از آن

 نباشد.

کاربردهایی از آن ارائه شد. در  ]33،30،17،3[معرفی شد و سپس در  ]26[ تعریف اطلاع فیشر نسبی برای اولین بار در

f;لایبلر یا آنتروپی نسبی یا واگرایی بین دو تابع چگالی -نظریه اطلاع معیاری به نام فاصله کولبک X θ و ;f Y θ شود:تعریف می 

; ;

; ; ; ;

; ;

( ) ( )
( || ) ln ( )

( ) ( )
 

f f
D f f E f d

f f

 
   

 


X θ X θ

X θ Y θ X θ X θ

Y θ Y θ

X x
x x

X x
  

برای تشخیص میزان اختلاف توابع چگالی معرفی شد. اطلاع فیشر نسبی زمانی که  ]20[ کولبک و لایبلر که این معیار توسط

 آید که این جایگزین شود به دست می ، نسبت دو تابع چگالیهای اطلاع فیشر به جای تابع چگالیدر هر کدام از فرمول

ده رو معیار آنتروپی نسبی با اطلاع فیشر آمیخته شاز این است. لایبلر-نامگذاری به واسطه شباهت آن با فرمول فاصله کولبک

 شود:به صورت زیر تعریف می I رو اطلاع فیشر نسبی نوعشود. از اینو معیار جدیدی به نام اطلاع فیشر نسبی تعریف می

     ; ;

; ;

2 2
( ) ( )

; ; ; ;( ) ( )
( ) ln ln ( ) .

k k

f fI

k f f
D f f E f d

 
  

 
  

X θ X θ

Y θ Y θ

X x

X θ Y θ X θ X θX x
x x 

 II عبارت بالا را بر حسب مشتق مرتبه دوم نیز نوشت که به آن اطلاع فیشر نسبی نوعتوان قبل می به طور مشابه با

 گویند:

   2 2
; ;

2 2
; ;

( ) ( )

; ; ; ;( ) ( )
( ) ln ln ( )

k k

f fII

k f f
D f f E f d

 
  

 
   

X θ X θ

Y θ Y θ

X x

X θ Y θ X θ X θX x
x x 

تابع چگالی ساخته شده بودند در صورتی مساوی نیستند، زیرا در اطلاع فیشر هر دو فرمول از روی  IIDو ID که لزوماً

 روشوند که خود تابع چگالی نیست و از اینکه برای اطلاع فیشر نسبی دو فرمول از روی نسبت توابع چگالی ساخته می
I IID D. 

شامل برخی خواص مشابه با آنتروپی نسبی هست. به عنوان نمونه شرط لازم و کافی برای   IIو Iاطلاع فیشر نسبی نوع 

این که  ; ; ( ) 0i

kD f f  X θ Y θ
،,i I II  آن است که تقریباً همه جا ; ;f fX θ Y θ اطلاع فیشر نسبی . همچنین

معیار متقارنی به نام واگرایی فیشر به صورت زیر  ،]30[ و همکاران مورنو-سانچز منظوریک معیار متقارن نیست. برای این 

 معرفی کردند:
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     

   

   

; ;

; ;

;

;

; ; ; ; ; ;

2 2
( ) ( )

; ;( ) ( )

2
( )

; ;( )

( ) ( ) ( )

ln ln

ln ( ) ( )

k k

k

I I

k k k

f f

f f

f

I

f

FD f f D f f D f f

E E

f f d

 



  

 
 




 

 

 

X θ X θ

Y θ Y θ

X θ

Y θ

X θ Y θ X θ Y θ Y θ X θ

X X

X θ Y θX X

x

X θ Y θx
x x x

 

 فیشر نیز به صورت زیر معرفی کردند:-و علاوه بر آن معیار واگرایی ینسن گیردکه در فیزیک مورد استفاده قرار می

  ; ; ; ;

; ; ; ;( ) ( ) ) (
2 2

I I I

k k k

f f f f
JFD f f D f D f  

    
    

   

X θ Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X θ Y θ
 

، انتومفیشر در مکانیک کو-های احتمال مورد استفاده قرار گیرد. واگرایی ینسنتواند به عنوان یک متر در فضای توزیعکه می

 .]30[ بیوانفورماتیک و فیزیک اتمی کاربرد دارد

 توان بر حسب اطلاع فیشر نیز نوشت:فیشر را می-شود واگرایی ینسنثابت می ]30[ در

  ; ;

; ; ;

( ) ( )
( ) ( )

2

 
 

k kI

k k

I I
JFD f f I

 
 


 

X θ Y θ

X θ Y θ Z θ
 

; آمیخته داری تابع چگالی Zکه در آن متغیر تصادفی  ;

2

f fX θ Y θ .است  

 بودن نامنفی ; ; ( )k

IJFD f f X θ Y θ
; دهدنشان می  ;( ) ( )

;2

  
( )k kI I

kI
 




X θ Y θ

Z θ  کندو این نامساوی ثابت می ،

;اطلاع فیشر  ( )kI X θ نسبت به ;f X θ 7[ محدب است[. 

بنابراین شرط لازم و کافی برای این که  ; ; ( ) 0I

kJFD f f  X θ Y θ
 آن است که تقریباً همه جا برقرار باشد 

; ;f fX θ Y θ. 

نسبی را تعمیم داد که در ادامه به آن توان اطلاع فیشر می ،]32،27،5[ شده درهای آنتروپی نسبی معرفیبه کمک تعمیم

 شود.اشاره می

f;واگرایی بین توابع چگالی -معیار  ، به کمک تابع محدب با مقادیر حقیقی ]5[در  X θ و ;f Y θ  با ضابطه 

; ;

; ; ; ;

; ;

( ) ( )
( || ) ( )

( ) ( )
[ ( )] ( )

f f
D f f E f d

f f
    

Y θ Y θ

X θ Y θ X θ X θ

X θ X θ

X x
x x

X x
 

)0 که در حالت خاص برای تابع محدب شدتعریف  ) ln( )x x   توان نوشت به راحتی می 

 
0 ; ; ; ;( || ) ( || ).D f f D f f X θ Y θ X θ Y θ 
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برای تابع محدب با مقادیر  واگرایی را با رویکرد اطلاع فیشر تعمیم دهیم. برای این منظور- خواهیم معیاراکنون می

f; بین توابع چگالی Iاطلاع فیشر نسبی نوع - معیار ، حقیقی  X θ و ;f Y θ کنیم:را به صورت زیر تعریف می 

     ; ;

; ;

2 2
( ) ( )

; ; ; ;( ) ( )
( ) ( ) .[ ( ) ] ( )

k k

f fI

k f f
D f f E f d  

   
 

  
Y θ Y θ

X θ X θ

X x

X θ Y θ X θ X θX x
x x  )1( 

 نامیم: II اطلاع فیشر نسبی نوع-توان بر حسب مشتق مرتبه دوم نیز نوشت که آن را عبارت بالا را می

 
2 2

; ;

2 2
; ;

( ) ( )

; ; ; ;( ) ( )
( ) ( ) .[ ( )] ( )

k k

f fII

k f f
D f f E f d  

   

 
   

Y θ Y θ

X θ X θ

X x

X θ Y θ X θ X θX x
x x  )2( 

)0 در حالت خاص برای تابع محدب ) ( )lnx x   توان نوشت به راحتی می 

    
0 ; ; ; ;( ) ( ) , , .i i

k kD f f D f f i I II   X θ Y θ X θ Y θ
 

اطلاع فیشر نسبی نوع -معیار مشابهی برای متقارن کردن ، ]30[ به کمک معیار متقارن واگرایی فیشر معرفی شده در

I شودبه صورت زیر ارائه می: 

     

   

   

; ;

; ;

;

;

; ; ; ; ; ;

2 2
( ) ( )

; ;( ) ( )

2
( )

; ;( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

[ ( ) ] [ ( ) ]

( )

k k

k

I I I

k k k

f f

f f

f

f

FD f f D f f D f f

E E

f f d

  

 



  

 



 
 




 

 

 

Y θ Y θ

X θ X θ

Y θ

X θ

X θ Y θ X θ Y θ Y θ X θ

X X

X θ Y θX X

x

X θ Y θx
x x x

 

 زیر تعریف به صورت I اطلاع فیشر نسبی نوع-نیز برای  ]30[ فیشر ارائه شده در-معیار واگرایی ینسن ،علاوه بر آن

 :شودمی

  ; ; ; ;

; ; ; ;( ) ( ) ( ).
2 2

I I I

k k k

f f f f
JFD f f D f D f    

    
    

   

X θ Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X θ Y θ 

یعنی  فیشر-معیار واگرایی ینسنو  Iاطلاع فیشر نسبی نوع -معیارهای  ; ; ( )I

kFD f f X θ Y θ
 و 

 ; ; ( )I

kJFD f f X θ Y θ هایتیب تعمیمهر دو به تر  ; ; ( )I

kFD f f X θ Y θ
 و  ; ; ( )I

kJFD f f X θ Y θ 

 به طوری که ، هستند

   

   
ln ; ; ; ;

ln ; ; ; ;

( ) ( ),

( ) ( ).

I I

k k

I I

k k

FD f f FD f f

JFD f f JFD f f

 

 









X θ Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X θ Y θ

 

f;تعمیمی برای آنتروپی نسبی بین دو تابع چگالی  ،]32[سالیس  X θ و ;f Y θ  ارائه کرد:به صورت زیر 
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 
1 1

; ; ; ;( )

; ; ; ;

( ) / ( ) 1 ( ) / ( ) 1
( )

1 1
[ ]

q q

q
f f f f

D f f E f d
q q

 

        
 

X θ Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X θ X θ

X X x x
x x 

و در حالت خاص    ( )

1 ; ; ; ;lim q

q D f f D f f X θ Y θ X θ Y θ
. 

با آمیختن  ،در این قسمت ( )

; ;

qD f fX θ Y θ
 زیر برای اطلاع فیشر نسبی نوعهای جدید ، معیاربا اطلاع فیشر 

,i I II شودتعریف می: 

 

 
2

2

2

2

1

; ;,( ) 2

; ; ;

1

; ; 2

;

1

; ;,( )

; ; ;

; ;

( ) / ( ) 1
( )

1

( ) / ( ) 1
( ) ,

1

( ) / ( ) 1
( )

1

( ) / ( )

[ ( )]

( )

[ ( )]

(

k

k

k

k

q

I q

k

q

q

II q

k

q

f f
D f f E

q

f f
f d

q

f f
D f f E

q

f f



































   




   


   
 



   





X θ Y θ

X θ Y θ X θ

X θ Y θ

X θ

X θ Y θ

X θ Y θ X θ

X θ Y θ

X X

x x
x x

X X

x x
1

;  
1

( ) .
1

)f d
q




X θ x x

 

 شودبه سادگی مشاهده می   ,( )

1 ; ; ; ;l )im ( ) (i q i

q k kD f f D f f  X θ Y θ X θ Y θ
 ،,i I II. 

 شود. برای این منظور تابع محدبمشاهده می ]32[ و ]5[ ارائه شده در مقالات ای با مقایسه دو معیارقابل توجه تهنک

1 1
( ) ; 0, 1

1

q

q

x
x x q

q


 
  


 )3( 

1را در نظر بگیرید. با توجه به این که  ( ) ( )limq q x ln x  توان نتیجه گرفت که به راحتی می 

     

     

,( )

1 ; ; 1 ; ; ; ;

,( ) ,( )

1 ; ; 1 ; ; ; ;

l

.m

( ) ( ) ( ),

( ) ( )

im lim

lim i )l (

q

q

I I q I

q k q k k

II q II q II

q k q k k

D f f D f f D f f

D f f D f f D f f





  

  

 

 

 

 

X θ Y θ X θ Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X θ Y θ X θ Y θ

 

f;بین توابع چگالی  Iنوع اطلاع فیشر نسبی q-معیار  ،(3)از این رو برای تابع محدب  X θ و ;f Y θ، مقدار حدی 

 ,( )

; ; ( )I q

kD f f X θ Y θ
1q  وقتی   نوع و همچنین اطلاع فیشر نسبیI  .اما اطلاع همگی با هم برابر خواهند بود

f; بین توابع چگالیII نوع فیشر نسبی  X θ و ;f Y θ و مقدار حدی  ,( )

; ; ( )II q

kD f f X θ Y θ  1وقتیq  ، با قرینه

1و این حقیقت به خاطر مقعر بودن  هستند برابر IIنوع اطلاع فیشر نسبی q- معیار ( ) ( )limq q x ln x  .است  

f; یافتهآنتروپی نسبی تعمیم- ،]27[پارک و باسو  X θ و ;f Y θ :را به صورت زیر تعریف کردند 
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  ; ; ; ; ;

; ;

; ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ln ln

(
 

) (
  

)
[ ]

f f f f f
D f f d

f f
  

  

    
          

    


Y θ Y θ Y θ X θ Y θ

X θ Y θ

X θ X θ

x x x x x
x

x x
 

[0,1]به طوری که   1 و  .  

توان نوشتدر حالت خاص به سادگی می   1 ; ; ; ;lim D f f D f f  X θ Y θ X θ Y θ
. 

رد توان ایده اطلاع فیشر نسبی را پیاده ک، به صورت کنونی نمیو آمیختن آن با اطلاع فیشر به منظور استفاده از این معیار

 و برای رسیدن به این هدف ابتدا ; ;D f f X θ Y θ
 :کنیمرا به صورت زیر بازنویسی می 

  ; ; ; ;

; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

;

; ; ;

( ) ( ) ( ) ( )1
ln ln ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1
ln ln

( ) ( ) ( )

[ ]

[

f f f f
D f f f d

f f f f

f f f f
E

f f f f

  
  


  

     
             

     

   
        

   


Y θ Y θ Y θ Y θ

X θ Y θ X θ

X θ X θ X θ X θ

Y θ Y θ Y θ Y θ

X θ

X θ X θ X θ

x x x x
x x

x x x x

X X X X

X x X ;

.
( )

]
 

  
 X θ X

 

i, نسبی نوعاطلاع فیشر -اکنون  I II شودبه صورت زیر تعریف می: 

 

 
2

2

; ; ; ; 2

; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ;

; ; ;

( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ln ln ,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (1
( ) ln ln

( ) ( ) ( )

[ ( ( ) ( ) ( ))]

[ ( ( ) ( ) (

k

k

I

k

II

k

f f f f
D f f E

f f f f

f f f f
D f f E

f f f

 

 

  
  

 
  









   

   

Y θ Y θ Y θ Y θ

X θ Y θ X θ

X θ X θ X θ X θ

Y θ Y θ Y θ Y θ

X θ Y θ X θ

X θ X θ X θ

X X X X

X X X X

X X X

X x X
;

)
.

( )
))]

f


X θ

X

X

 

 شودبه راحتی مشاهده می   1 ; ; ; ;lim ( ) ( )i i

k kD f f D f f    X θ Y θ X θ Y θ
 ،,i I II. 

 با در نظر گرفتن تابع و ]27[ و ]5[ شده دربا مقایسه دو معیار معرفی

 
1

( ) ln( ) ln , 0,
x x

x x x x  
  

 
     

 
 )4( 

1و این که 
( )

0 ( )
x x

x  



  ، شود تابعمشاهده می( )x  محدب است. با توجه به این که

1lim ( ) ( )x ln x    ،توان نتیجه گرفت که به راحتی می 

     ; ; ; ; ; ;
1 1

lim ( ) lim ( ) ( ), , .i i

i k k kD f f D f f D f f i I II





 

  
 

  X θ Y θ X θ Y θ X θ Y θ 

i, نوع اطلاع فیشر نسبی-معیار  ،(4)از این رو برای تابع محدب  I II  بین توابع چگالی;f X θ و ;f Y θ،  مقدار

i,  نوعحدی  I II معیار برای  ; ; ( )i

kD f f X θ Y θ 1 وقتی   نوع و همچنین اطلاع فیشر نسبی,i I II 

 همگی با هم برابر خواهند بود. 
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  شوند.بندی میجمع نسبیشده برای اطلاع فیشر های ارائهدر قضیه زیر تعمیم

 های زیر یک تعمیم برای اطلاع فیشر نسبیحالتهر کدام از  .2.1قضیه   ; ; ( )i

kD f f X θ Y θ
، ,i I II  :است 

i, اطلاع فیشر نسبی نوع- الف(  I II برای تابع محدب ،  ; ; ( )i

kD f f X θ Y θ
: 

    ln ; ; ; ;( ) ( ), , .i i

k kD f f D f f i I II   X θ Y θ X θ Y θ
 

i, نسبی نوعاطلاع فیشر ب(  I II از مرتبه q ،  ,( )

; ; ( )i q

kD f f X θ Y θ
: 

    ,( )

; ; ; ;( ) ( ), , .i q i

k kD f f D f f i I II  X θ Y θ X θ Y θ
 

i,نوع فیشر نسبی اطلاع -ج(  I II [0,1] برای ،  ; ; )(i

kD f f X θ Y θ
: 

 ■    1 ; ; ; ;lim ( ) ( ), , .i i

k kD f f D f f i I II     X θ Y θ X θ Y θ
 

  شود.میدر ادامه این بخش معیار همبستگی اطلاع را به شرح ذیل تعریف 

 شود:به صورت زیر تعریف می k نسبت به Y و X تصادفیبین متغیرهای همبستگی اطلاع  .2.1تعریف 

, ; , ; ; ;

; ; , ;

( ) ln ( ) ln ( )

ln ( ) ln ( ) ( , ) .

[( )( )]

( )( )
k k

k k

kIC E f f

f f f d d

 

 

  
 

 
 



 

X Y θ X Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X Y θ

X Y

x y x y x y
 

 .]33[ متفاوت استماتریس اطلاع فیشر  تعریفذکر این نکته ضروری است که این تعریف با 

, شودبه سادگی مشاهده می، 2.1 با توجه به تعریف ; ;( ) ( )k kIC I X X θ X θ و , ; , ;( ) ( )k kIC IC X Y θ Y X θ .

، همان ای که همبستگی اطلاع بین یک متغیر با خودشرو همبستگی اطلاع یک تعمیم از اطلاع فیشر است به گونهاز این

 جایی دارد. طور همبستگی اطلاع خاصیت جابهاطلاع فیشر است و همین

 در این صورت همبستگی اطلاع بین باشد.  1.1 شده در مثالمعرفیمتغیرهای تصادفی  Zو Xفرض کنید .2.1مثال 

Z وX  2به صورت 2 2 2

1

, ; , ,
( )

Z X
IC

    



 آید. به دست می 

 :شودبه صورت زیر محاسبه می Xو Zابتدا مشتق مرتبه اول توابع چگالی

2 2

2

2
; , ,

2 22 2

; ,
2

ln ( ) ( )1ln ,
2( )2

ln ( )
.

( )Z

X

d f z zd
d d

d f z x
d

  

 


     


 


 





 )5( 

 عبارت است از: Xو Zهمبستگی اطلاع بین(، 5) ابطهبا استفاده از ر
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2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

; , , ; ,

, ; , , , ; , ,

2 2 2| ; , , ; ,

2 2 2 ; ; ,

( )

2

2 2 2

ln ( ) ln ( )
( ) ( , )

( | ) ( )

1
( ) ( )( )( )

( )

1 1 1

( 2

=

=
) 2

Z X

Z X Z X

Z X X

Y X

z x

d f z d f x
IC f z x dzdx

d d

z x
f z x f x dzdx

f z x f x z x dzdx

e e

    

     

    

  




 

 

  

 
  

    






 




  












2

2

2 2

2 2

22

22

( )

2

1 ( ) ( )

2

2 2 2

1 ( )1 ( )

22

2 2 2 2 2

 

( )( )

( 
1

)( )
2 ( )

1 1
( ) ( ) .

2 ( )

=
( )

( )

x

z x x

z xx

z x dzdx

z x e dzdx

x e z e dz dx







 





 

 
   

 
     




 
 

 

 

 


   
 



 

 

 دار است، یعنیهمبستگی اطلاع کران  .2.2قضیه  
2

, ; ; ;( ) ( ) ( )k k kIC I I  X Y θ X θ Y θ
. 

 :aدانیم برای هر می اثبات.

2

; ; 2

, ; ; , ; ;

ln ( ) ln ( )
0 ( ) 2 ( ) ( ). k k k

k k

f f
E a a I aIC I  

 

  
     

  

X θ Y θ

X Y θ X θ X Y θ Y θ

X Y
 

به صورت  aشرط برقراری رابط اخیر به ازای هر  
2

, ; ; ;( ) ( ) ( ) 0k k kIC I I     X Y θ X θ Y θ
است که  

 ■ شود.منجر به حکم می

ضرب اطلاع فیشر کند که همبستگی اطلاع بین دو متغیر تصادفی )مشابه کوواریانس( به مجذور حاصلبیان می 2.2قضیه 

 نیز بر همین مهم تأکید دارد. ]18[ شوارتز-نامساوی کوشیکه دار است کران ،آن دو متغیر تصادفی

و معیار جدیدی به دست  شودسازی میدر تعریف بعدی همبستگی اطلاع توسط اطلاع فیشر دو متغیر تصادفی نرمال

 . آیدمی

بین متغیرهای  ضریب همبستگی اطلاع دو متغیر تصادفی دلخواه باشند. در این صورت Y و Xفرض کنید  .2.2تعریف 

,به صورت  k نسبت به Y و X تصادفی ;

; ;

( )

, ; ( ) ( )
( ) k

k k

IC

k I I
ICC



 
  X Y θ

X θ Y θ
X Y θ شودتعریف می. ■ 

, شودمیثابت ، 2.2 قضیهبه کمک  ;1 ( ) 1kICC   X Y θ.  
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 برابر است با 1.1در مثال شده  تعریف X و Z ضریب همبستگی اطلاع بین متغیرهای تصادفی .2.2مثال 

 

   

1
2 2

2 2 1 1 2 2
2 2 2, ; , ,

( )
Z X

ICC
 



      




 





  است 1تر از که به وضوح کوچک .■  

 یعنی ،برابر با صفر است kنسبت به  Y و X مقدار همبستگی اطلاع بین متغیرهای تصادفی .2.3قضیه 

, ; ( ) 0kIC  X Y θ، :اگر حداقل یکی از دو شرط زیر برقرار باشد 

 مستقل باشند، Y و Xالف( 

f;ب(  X θ یا ;f Y θ به k .بستگی نداشته باشند ■ 

) هایاین است که مقدار همبستگی اطلاع بین آماره 2.3 یک نتیجه مستقیم از قضیه )T X و ( )U X ،برابر با صفر است 

) عنیی ), ( ); ( ) 0T U kIC  X X θ های زیر برقرار باشد:هرگاه یکی از حالت 

) دو آمارهالف(  )T X و ( )U X .مستقل باشند 

) هایآمارهحداقل یکی از ب(  )T X و ( )U X نسبت به پارامتر مجهول k .کمکی باشند 

 

 شریاطلاع ف یاطلاع متقابل برا دیجد کردیرو. 3

استقلال دو  یبرا یشرط لازم و کاف شودیثابت مو  شودیم فیمتقابل در دو نوع مختلف تعر شریبخش اطلاع ف نیدر ا

 .است اریمع نیصفر بودن ا ،یتصادف ریمتغ

هر  یخواهند شد. برا یدر دو نوع مختلف معرف زین یمتقابل شرط شریآن اطلاع ف یو در پ یاطلاع شرط یسپس همبستگ

 . درشودیم انیاطلاع ب یو همبستگ یشرط شریو اطلاع ف شریبا اطلاع ف ریمقاد نیا نیخواص و روابط ب میمفاه نیاز ا کی

اطلاع  یهامیو با استفاده از تعم شودیمتقابل ارائه م شریاطلاع ف یبرا میدو تعم ،شریاطلاع ف یهامیبخش به کمک تعم انیپا

 .شودیم یمتقابل معرف شریاطلاع ف یبرا گرید میسه تعم، ینسب شریف

 :شودیم فیتعر ریصورت ز به I متقابل نوع شریاطلاع ف 

2

, ;

, ; , ;

; ;

2

, ;

, ;

; ;

( , )
( ) ln

( ) ( )

( , )
ln ( , ) 0.

( ) ( )

k

k

I

k

f
M E

f f

f
f d d

f f





 





 
  

  

 
  

  


X Y θ

X Y θ X Y θ

X θ Y θ

X Y θ

X Y θ

X θ Y θ

X Y

X Y

x y
x y x y

x y

 

 نظم، طیتحت شرا .دلخواه باشند یتصادف ریمتغ دو Y و X دیکن فرض. 3.1قضیه 
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, ; ; , ; ; , ;; ;
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ).I

k k k k k k kM I I IC I I IC           X Y θ X θ X Y θ Y θ X Y θX Y θ YX θ
 

 :نوشت توانیم ریبه صورت ز را X و Z نیب I متقابل نوع شریف اطلاع 1.1 ادامه مثال در .3.1مثال 

2 2 2 2

2 2

|, ; , , , ; , ,

, ; , ,

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( )

1 1 2 1 1
.

I

Z X ZZ X Z X

Y Z Z X

M I I IC

I I IC

     

  

   

  

       

  

  

    
  

 

 :شودیم فیتعر ریصورت ز به  Zشرط به Y و  Xیتصادف یرهایمتغ یبرا  kنسبت به یاطلاع شرط یهمبستگ

, , ;, ; ; ;
( ) ln ( ) ln ( ) ( , , ) .

k kkIC f f f d d d
 

  
 

  X Y Z θX Y Z θ XZ θ YZ θ
x z y z x y z x y z 

یم فیتعر ریبا فرمول ز مطابق Z شرط به Y و X یتصادف یرهایمتغ  Iنوع یمتقابل شرط شریاطلاع ف نیهمچن

 :شود

2

, ;

, , ;, ;

; ;

( , )
( ) ln ( , , ) .

( ) ( )k

I

k

f
M f d d d

f f


 


 
  

  


X Y Z θ

X Y Z θX Y Z θ

X Z θ Y Z θ

x y z
x y z x y z

x z y z
 

 :میدار 3.1 هینظم و مشابه با قض طیتحت شرا لذا

, ; , ; ; , ;

, ; ; , ;

( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( ).

I

k k k k

k k k

M I I IC

I I IC

   

  

  

  

X Y Z θ XY Z θ XZ θ X Y Z θ

Y X Z θ Y Z θ X Y Z θ

 

 :شودیم فیتعر ریبه صورت ز زین IIمتقابل نوع شریطور مشابه اطلاع ف به 

2 2

2 2

, ; , ;

, ; , ; , ;

; ; ; ;

( , ) ( , )
( ) ln ln ( , )

( ) ( ) ( ) ( )k k

II

k

f f
M E f d d

f f f f 
  

 

 
    

  


X Y θ X Y θ

X Y θ X Y θ X Y θ

X θ Y θ X θ Y θ

X Y x y
x y x y

X Y x y
 

 :شودیثابت م شریاطلاع ف یبرا یارهیبا استفاده از قاعده زنج و

 , ; , ; ; ; ; ;; ;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )II

k k k k k k k kM I I I I I I I             X Y θ X Y θ X θ Y θ X θ Y θX Y θ YX θ
 

 :شده است جهینت ریاول از رابطه ز یتساو در آن که



 
 

 رویکرد جدید برای اطلاع فیشر

 

 

87 

2
, ;

, ; , ; 2

; ;

2 2

, ; ;

, ; , ;2 2

2

;

, ; 2

, ; ; ;

( , )
( ) ( , ) ln
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

 
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 





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X Y θ
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y
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 :گرفت جهینت توانیم یبه سادگ ینسب شریاطلاع ف فیآن با تعر سهیمقا متقابل و شریاطلاع ف فیتوجه به تعر با

 , ; , ; ; ;( ) ( ), , .i i

k kM D f f f i I II  X Y θ X Y θ X θ Y θ
 

  است که آن Y و X یتصادف یرهایمتغ استقلال یبرا یشرط لازم و کاف ،ینسب شریبا توجه به خواص اطلاع ف رونیا از

, ; ( ) 0i

kM  X Y θ ،,i I II .دیاثبات کرد. به عنوان نمونه فرض کن توانیم زین گرید یادعا را به روش نیاX  و 

Y میدار 3.1  و 2.3های هیقض مستقل باشند. با استفاده از یتصادف یرهایمتغ: 

, ; ; , ; ; ;;
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0.I

k k k k k kM I I IC I I          X Y θ X θ X Y θ X θ X θX Y θ
 

توان نتیجه ، میشودی، شرط حذف ممستقل یتصادف یرهایمتغ یبرا یشرط شریکه در اطلاع ف نیبا توجه به ا نیهمچن

,گرفت  ; ; ; ;;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0II

k k k k kM I I I I         X Y θ X θ X θ X θX Y θ
 .شودیرو برهان کامل م نیا زو ا 

 :است با برابر Xو  Zنیب II متقابل نوع شریف اطلاع، 1.1 ادامه مثال در .3.2مثال  

2 2

2

| 2 2 2 2 2 2, ; , ,

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( )

II

Z X Z Y ZZ X
M I I I I

  


    

     
      

 
 

 شود. بیان می II و I متقابل نوع شریاطلاع ف نیارتباط ب ریگزاره ز در

 :صورت نیدلخواه باشند. در ا یتصادف یرهایمتغ Yو X فرض کنید .3.1گزاره 

 , ; , ; , ;( ) ( ) 2 ( ).I II

k k kM M IC   X Y θ X Y θ X Y θ 

,، گرفت جهینت توانیم یسادگ به ،2.3 هیو قض 3.1 گزاره توجه به با ; , ;( ) ( )I II

k kM M X Y θ X Y θ از  یکیحداقل  اگر

 :برقرار باشد ریز طیشرا

 باشند، مستقل Yو Xالف( 

f;ب(  X θ ای ;f Y θ به k نداشته باشند یبستگ، 
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هم برابر  با II و  Iمتقابل نوع شریاطلاع ف اری، هر دو مع)ب( ای)الف(  یهاحالت از کیهر  یبا برقرار دهدینشان م که

,، هستند. قابل ذکر است که تحت شرط )الف( ; , ;( ) ( ) 0I II

k kM M  X Y θ X Y θ ،که تحت شرط )ب( دو  یصورت در

 مساوی هستند ولی لزوماً مقدار آنها برابر با صفر نیست.  IIو  Iمتقابل نوع شریاطلاع ف اریمع

 ریبه صورت ز را 3.2 در مثالمطرح شده  X و Zنیب IIتوان اطلاع فیشر متقابل ، می3.1توجه به گزاره  با .3.3مثال  

 :محاسبه کرد زین

2 2 2 2 2 2, ; , , , ; , , , ; , ,

2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 2 ( )

1 1 1
2 .

( )

II I

Z X Z X Z X
M M IC

       
  



       

 

   
  

 

0IM که نینظر به ا شود،یم یادآوری ، به مقدار بستهIC، علامتIIM  باشد یمنف ای مثبت تواندیم. 

 داد میمتقابل را تعم شریاطلاع ف توانیشده است که به کمک آنها م یمعرف شریاز اطلاع ف یهامیتعم ،]24،6،4،2[ در

 شود.یمتقابل ارائه م شریاطلاع ف یهامیتعم یبرخ ، در ادامهبه عنوان نمونه که

i,نوع شریاطلاع ف مفهوم ]4[ در I II  1مرتبه  ازs  یعنی 

; ;

; ;

s 1 s 1
s s

s 1 s 1
,( )

; ; ;

s 1 s 1
1 1

s 1 s 1
,( )

; ; ;

ln ( ) ln ( )

ln ( ) ln ( )

( ) ( )d ,

( ) ( )d

k k

s s

s s

k k

I s

k

II s

k

f f

f f

I E f

I E f

 

 





 

 

 

 

 

 

 

 

   
    
   
      

   
               
   

      





X θ X θ

X θ X θ

X θ X θ X θ

X θ X θ X θ

X x

X x

x x
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2s شد که در حالت ارائه (2), یعنی شریاطلاع ف کیکلاس فیبه تعر منجر

; ;( ) ( )I

k kI I X θ X θ 4[شود. بوکیِ می[ ،

2s ثابت کرد برای هر ، ,( )

; ( )I s

kI X θ تابع محدب نسبت به کی;f X θ  1 یو برا استs  آماره دلخواه و  ( )T Xمیدار 
,( ) ,( )

( ); ;( ) ( )I s I s

T k kI I X θ X θ است که نیا یتساو یبرقرار یبرا یو شرط لازم و کاف( )T X آماره بسنده باشد کی. 

i,نوع متقابل  شریگرفت و اطلاع ف دهیا شریاطلاع ف یبرا ]4[ میتعم از توانیاکنون م  I II 1مرتبه ازs   نیب 

 :کرد فیتعر را Y و X یتصادف یرهایمتغ

s
, ;,( ) s 1s 1

, ; , ;

; ;

, ; s 1

, ;
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( , )
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f d d
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X Y θ

X Y θ X Y θ
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(2),در حالت خاص که

, ; , ;( ) ( )i i

k kM M X Y θ X Y θ، ,i I II . 

)مرتبه افتهیمیتعم شریبه نام اطلاع ف یدیجد مفهوم ،]2[  در , )q یعنی  

;( , ) ( 1) ( 1) 1

; ; ; ; ;

;

( )
( ) | ln ( ) | ( ) ( )d

( )

k

k

q q q

k

f
I E f f f
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   
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)که در حالت خاصشد  یمعرف , ) (2,1)q  شریاطلاع ف یبرا ]2[ میتعم از توانیم اکنون .است شریهمان اطلاع ف برابر 

i, نوع متقابل  شریگرفت و اطلاع ف دهیا I IIمرتبه از( , )q  یتصادف یرهایمتغ نیب X و Y کرد فیتعر را: 

, ; ( 1)

, ; , ; , ;
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ln ( , )

( ) ( )
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
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X Y θ X Y θ X Y θ

X θ Y θ

X Y θ

X Y θ

X θ y θ

X Y
X Y

X Y

x y
x y x y

x y

 

(2,1), شودیمشاهده م یبه راحت و

, ; , ;( ) ( )i i

k kM M X Y θ X Y θ ،,i I II. 

توان از آنها بهره جست و اطلاع فیشر که به طور مشابه می شدهایی برای اطلاع فیشر نسبی ارائه تعمیم دومدر بخش 

 . شوداشاره میمتقابل را تعمیم داد که در ذیل به ذکر این موارد 

توان تعمیم دیگری برای اطلاع فیشر متقابل ، میاطلاع فیشر نسبی تعمیم داده شد-که توسط آن  ]5[ ایده به کمک

 متقابل نوع شریف اطلاع- اری، مع در نظر گرفت. برای رسیدن به این منظور به ازای تابع محدب با مقادیر حقیقی

,i I II یتصادف یرهایمتغ نیب X و Y شود:یم فیتعر ریبه صورت ز 
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)0 تابع محدب یکه در حالت خاص برا ) ln( )x x   ،نوشت توانیم یراحت به
0, ; , , ;( ) ( )i i

k kM M  X Y θ X Y θ ،

,i I II. 

فیشر متقابل توسط رابطه زیر  اطلاع-فیشر نسبی و  اطلاع-بین دو معیار  ارتباط ،(2) و( 1)روابط اکنون به کمک 

 شود:میبیان 

 , ; , , ; ; ;( ) ( ), , .i i

k kM D f f f i I II   X Y θ X Y θ X θ Y θ
 )6( 

متقابل  شریاطلاع ف یبرا یدیجد یهامیتعم توانیم یراحت به ،(4) و (3) با نظر گرفتن توابع محدب و( 6) معادله به کمک

i,نوع متقابل شریاطلاع ف  .کرد فیتعر لیبه شرح ذ I II  مرتبه از q شودیم فیتعر ریبه صورت ز: 
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) در نظر گرفتن تابع محدب با )q x میدار (6) یریگ و به کار (3) در: 
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),اریدو مع یلذا مقدار حد و )
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X Y θ و ,( )

, ; ( )II q

kM 
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 X Y θ 1 یوقتq ، متقابل نوع شریاطلاع ف برابر با بیترت به 

 ,i I II است. 

i, نوع متقابل شریاطلاع ف- اریمع ،(4) شده در یانتها با استفاده از تابع محدب معرف در I II فیتعر ریبه صورت ز 
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x y

x

; ;

, ;

; ; ; ; 2

, ;

, ; , ;

( ) ( )
ln

, ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
ln ( , ) ,

( , ) ( , )

( )

( ) ( ))]

f f

f

f f f f
f d d

f f
 


 


X θ Y θ

X Y θ

X θ Y θ X θ Y θ

X Y θ

X Y θ X Y θ

x y

y x y

x y x y
x y x y

x y x y
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 
2

2

2

2

, ; ; , ; ; ;

; ; ; ;

, ;

, ; , ;

; ; ; ;

, ; , ;

; ;

,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
ln

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
ln

( , ) ( , )

( ) ( )

[ ( ( )

( ) ( ))]

[

k

k

II II

k kM D f f f

f f f f
E

f f

f f f f

f f

f f

f

 





 



 














 

 

 

X Y θ X Y θ X θ Y θ

X θ Y θ X θ Y θ

X Y θ

X Y θ X Y θ

X θ Y θ X θ Y θ

X Y θ X Y θ

X θ Y θ

X

X Y X Y

X Y X Y

X Y X Y

X Y X Y

x y ; ;

; , ;

; ; ; ;

, ;

, ; , ;

( ) ( )
ln

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
ln ( , ) .

( , ) ( , )

( )

( ) ( )]

f f

f

f f f f
f d d

f f
 


 


X θ Y θ

Y θ X Y θ

X θ Y θ X θ Y θ

X Y θ

X Y θ X Y θ

x y

x y x y

x y x y
x y x y

x y x y

 

 :میدار (6) یریگ و به کار (4) در  در نظر گرفتن تابع محدب با 

 

 

 

1 , ; ; 1 , ; ; ;

1 , ; ; ;

, ; ; ;

, ;

l

 ,

im li( ) ( )

( )

m

 

i

( )

( ) ,

l m

i I

k k

I

k

i

k

i

k

M D f f f

D f f f

D f f f

M i I II





   

 

 







 









 

X Y θ X Y θ X θ Y θ

X Y θ X θ Y θ

X Y θ X θ Y θ

X Y θ

 

, افتهیمیمتقابل تعم شریاطلاع ف اریدو مع یلذا مقدار حد و ; ; ( )i

kM

X Y θ، ,i I II 1یوقت  ، برابر با بیترت به 

i, متقابل نوع شریاطلاع ف I II  است. 

 . شودیخلاصه م ریز هیقضبیان شده در  مطالبمتقابل،  شریاطلاع ف یشده براارائه یهامیتعم یبندبه منظور جمع 

, متقابل شریاطلاع ف یبرا میتعم کی ریز یهاکدام از حالت هر. 3.2قضیه  ; ( )i

kM X Y θ، ,i I II ت:اس  

i, نوع متقابل شریاطلاع ف الف( I II  1 از مرتبهs  ، ,( )

, ; ( )i s

kM X Y θ:  

  
,(2)

, ; , ;( ) ( ), , .i i

k kM M i I II  X Y θ X Y θ 

i,  نوع متقابل شریاطلاع ف ب( I II از مرتبه ( , )q، ,( , )

, ; ( )i q

kM  X Y θ: 

,(2,1)

, ; , ;( ) ( ), , .i i

k kM M i I II  X Y θ X Y θ  

i, متقابل نوع  فیشر اطلاع-ج(  I IIتابع محدب یبرا ، , ; , ( )i

kM  X Y θ: 

 , ; , ln , ;( ) ( ), , .i i

k kM M i I II   X Y θ X Y θ 

i,متقابل نوع  فیشر اطلاع-د(  I II   از مرتبهq، ,( )

, ; ( )I q

kM 


X Y θ: 

,( )

1 , ; , ;lim ( ) ( ), . ,i q i

q k kM M i I II 


  X Y θ X Y θ 
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i, نوع متقابل شریاطلاع ف-ه(  I II [0,1] یبرا ، , ; ; ( )i

kM

X Y θ: 

 1 , ; ; , ;l )  im ( ) ( , , .i i

k kM M i I II
     X Y θ X Y θ 

 

 

 برآورد یاحتمال خطا یکران بالا برا افتنیمارکف و  یرهایدر زنج گریخواص د  .4

از  ریکه سه متغ ی. سپس در حالتشودیم شریاطلاع ف شیکردن باعث افزا یکه شرط شودبررسی میبخش  نیابتدا در ا 

ر متناظ ریاز مقاد ندیفرا ندهیگذشته و آ یمتقابل )از هر دو نوع( برا شریاطلاع ف شودینشان داده م ند،یایمارکف ب ریزنج کی

ز ا ندیبه شرط حال فرا ندهیآ یشرط شریحالت اطلاع ف نیدر ا نیهمچن کمتر است. ندیفرا ندهیحال و آ یبرا تیکم نیا

کران بالا  کیاطلاع،  هیفانو در نظر یبه کمک نامساو انیاست. در پا شتریب ندیبه شرط گذشته فرا ندهیآ یشرط شریاطلاع ف

 .شودیم انیب یشرط شریبرآورد بر حسب اطلاع ف یاحتمال خطا یبرا

 یاضیر دیام یدارا Xیبردار تصادف دیکن فرض  ; ( )f d   X θθ x x x انسیکووار-انسیوار سیو ماتر 

        ; ( )
T

f d     X θθ x θ x θ x x شده باشد فیتعر ریبه صورت ز شریاطلاع ف سیماتر اگر. باشد: 

; ;

; ;

ln ( ) ln ( )
( )

T
f f

I f d
    

    
    


X θ X θ

X θ X θ

x x
x x

θ θ
 

) صورت به شرط وجود نیا در )



θ

θ
 میدار،        1

;

T

I
  

 
 

θ θ

X θ θ θ
θ به طور مشابه و: 

       1

; 0
T

T I
  

 

 
   

 

θ θ

X θ θ θ
x θ x 

  .]8[ اندیآن نامنف یقطر یمثبت است و لذا اعضا نیمع مهیداخل پرانتز، ن سیماتر دهدیکه نشان م

1 نیهمچن

; 1 1
( ) ji

k k

m m

k iji j
I c



 


 

  
 X θ

 در آن که    1 1

ijc  θ . 

 .ابدی شیافزا شریکه اطلاع ف شودیکردن باعث م یداد شرط نشان ]34[زمیر 

| اگر. 4.1قضیه  ;f Y X θ به k داشته باشد و یبستگ ;f X θ ای ;f Y θ به k گاهنباشد، آن وابسته 

; ;
( ) ( )k kI I Y θ Y X θ

. 

, که گرفت جهینت توانیم، 2.3 هیبا در نظر گرفتن قضبرهان.  ; 0IC X Y θ.  نیهمچن و 4.1 هیلذا با توجه به قض 

 :نوشت توانیم یبه سادگ I متقابل نوع شریبودن اطلاع ف ینامنف

, ; ;;
0 ( ) ( ) ( ) I

k k kM I I    X Y θ Y θY X θ
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 ■   .شودیرو برهان کامل م نیاز او 

 :شودیگرفت که به طور خلاصه به آنها اشاره م جهینت توانیچند نکته را م 4.1 هیاز قض

|( فرض کنید1 ;f Y X θ به k حالت نینداشته باشد. در ا یبستگ
;

( ) 0kI  
Y X θ

 ذکرشده در یآن نامساو یدر پ و 

Y| یشرط عیتوز کی شریکه اگر اطلاع ف شودیمفهوم استنباط م نیا ریحالت اخ . درشودیم لیتبد یتساو به 4.1 هیقض X 

گاه اطلاع ، آنپارامتر مجهول وابسته نباشند به Yو X یرهایاز متغ یکیحداقل نداشته باشد و  یپارامتر مجهول بستگ به

 .برابر با صفر است زینY  یرشرطیغ عیتوز شریف

) دیفرض کن (2 )T X آماره دلخواه و کی( )U X یبرا یآماره کمک کی k است یقابل بررس ریباشد. دو حالت ز : 

) تابع چگالی شرطی دیکن فرضالف(  )| ( );U Tf X X θ پارامتر به k 4.1 هیصورت طبق قض نیداشته باشد. در ا یبستگ، 

) یهیبد ینامساو ); ( ) ( );
0 ( ) ( )U k kU T

I I  X θ X X θ
) برقرار است و در حالت خاص که آماره همواره  )T X  بسنده

 .شودیم لیتبد یبه تساو یاست نامساو

آماره  شریشده باشد از اطلاع ف یشرط گریآماره دلخواه د کی یکه رو یآماره کمک شریاطلاع ف دهدینشان م ینامساو نیا

یم یابینهفته هستند باز k که راجع به پارامتر مجهول یکردن اطلاعات یشرط نیاست و در هم شتریب یشرط ریغ یکمک

 .شوند

) تابع چگالی شرطی دیکن فرضب(  )| ( );T Uf X X θ پارامتر به k 4.1 هیصورت طبق قض نیداشته باشد. در ا یبستگ، 

) ینامساو ); ( ) ); (
( ) ( )T k kT U

I I X θ X X θ
 دلخواه مشروط آماره شریکه اطلاع ف دهدینشان م ینامساو نیاست و ا برقرار 

آماره  کی یرو یکردن حت یرو شرط نیاست و از ا شتریب نشده یکه شرط آماره دلخواه شریاز اطلاع ف ،یآماره کمک کی یرو

 .شود شریاطلاع ف شیباعث افزا تواندی، م(دهدیراجع به پارامتر مجهول نم ی)که به ظاهر اطلاعات یکمک

Xیعنی دهند،یمارکف را نشان م ریزنج که Zو X،Y دلخواه یتصادف ریسه متغ یبرا Y Z   میدار 

, ; ; ;X Z Y X Y Z Y
f f f

θ θ θ
|اگر فقط حال .]8[  ;Z Yf θ  به k گاهآن داشته باشد، یبستگ 

, ; , ;( ) ( ), , .i i

X Z k Y Z kM M i I II  θ θ  )7( 

ع از اطلا ندیفرا ندهیگذشته و آ یمتقابل )از هر دو نوع( برا شریذکرشده، اطلاع ف طیتحت شرا دهدینشان م (7) ینامساو

رتر از متقابل مراحل دو شریمارکف، اطلاع ف ریزنج کیدر  گریکمتر است. به عبارت د ندیفرا ندهیحال و آ یمتقابل برا شریف

 نیب ینشان دهنده کمتر بودن وابستگ ینوع کیبه  قتیحق نیبوده و ا رکمت تر،کینسبت به مراحل نزد یتصادف ندیافر کی

iحالت در (، مثلا7ً) یاثبات نامساو یبرا. مارکف است ریزنج کیمراحل دورتر در  I میکنیعمل م ریصورت ز به: 

 توانیم I متقابل نوع شریاطلاع ف فیتعر نیو همچن شریاطلاع ف یبرا یارهیزنج قاعده ،3.1 هیقض در نظر گرفتن با
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 :گرفت که جهینت

( , ), ; , | ; , ; ( , ), ;

| , ; | ; | ; ; ( , ), ;

| , ; | ; , | ; , | ;

| ; ;

( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2

( ) )

(

I

X Y Z k X Y Z k X Y k X Y Z k

X Y Z k Y Z k X Y k Y k X Y Z k

X Y Z k X Y k X Z Y k X Z Y k

Y Z k Y k Y

M I I IC

I I I I IC

I I IC IC

I I IC

   

    

   

 

  

    

   

  

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ , ; , ; ( , ), ;

( , )| ; , ; , | ; , ; ( , ), ;

( ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 2 ( ) 2 ( ).

)Z k Y Z k X Y Z k

I I

X Z Y k Y Z k X Z Y Y Z k X Y Z k

IC IC

M M IC IC IC

  

   

 

    

θ θ θ

θ θ θ θ θ

 

  :نوشت توانیم یطور مشابه به سادگ به

( , ), ; ( , )| ; , ;

, | ; , ; ( , ), ;

( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ).

I I I

X Y Z k Y Z X k X Z k

Y Z X k X Z k X Y Z k

M M M

IC IC IC

  

  

 

  

θ θ θ

θ θ θ

 

| بوده و یتوابع چگال یهاشامل مشتق یهمگ رایاطلاع صفر هستند، ز یهمبستگ یهامعادله بالا عبارت در ;Z Yf θ به فقط 

k لذا رد.دا یبستگ 

, | ; , ; , | ; , ; ( ) ( ) ( ) ( ).I I I I

X Z Y k Y Z k Y Z X k X Z kM M M M     θ θ θ θ 

, که نیتوجه به ا با | ; ( ) 0I

X Z Y kM  θ (رایزX  و Z شرط بهY  هستند مستقل )نیهمچن و 

, | ; ( ) 0I

Y Z X kM  θ ،نوشت توانیم , ; , ;  ( ) ( )I I

X Z k Y Z kM M θ θ  شود.و برهان کامل می  

 شریاز اطلاع ف ندیبه شرط حال فرا ندهیآ یشرط شریمارکف، اطلاع ف ریزنج کیکه در  شودینشان داده م ریز هیدر قض

 است. شتریب ندیبه شرط گذشته فرا ندهیآ یشرط

Xاگر. 4.2قضیه  Y Z   گاهمارکف باشد، آن ریزنج کی 
; ;

( ) ( )k kZ X Z Y
I I 

θ θ
.   

i( برای7طبق )برهان.  II نوشت توانیم; ;; ;
( ) ( ) ( ) ( )k Z k k Z kZ X Z Y

I I I I     θ θθ θ
آن  یو در پ  

 ■ .شودیبرهان کامل م

 ممیرا ماکز 2 ثابت انسیبا وار یتمام توابع چگال لیفرانسید ی، آنتروپنرمال یکه تابع چگال این حقیقت آمده است ]8[در 

f;دلخواه یتابع چگال کی یبرا نیبنابرا. کندیم X θ ، اطلاعات یبرخY  برآوردگر وˆ ( )X Y ، میدار ]8[ فانو ینامساو طبق 

  
2

2 ( | )1
2

ˆ ( ) h X Y

X e
E X X Y e


 در آن که ( | ) ( , ) l | og ( )

S
h X Y f x y f x y dx dy   یآنتروپ 

 ،Rشدهداده یتصادف ریمتغ شر،یاطلاع ف یبرا قتیحق نیاست. به منظور استفاده از ا  Yشرط به Xیشرط لیفرانسید

ˆ  برآوردگر و Y شده مشاهده یتصادف ریمتغ ( )R g Y یکران برا افتنی. هدف میریگیدر نظر م را 
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2ˆ(( ) )P R R   که دی. توجه کناست ˆR Y R  مارکف است و ریزنج کیR̂  به یبستگ θ ی. اگر خطادارد 

)ˆ2برآورد را با )E R R   هر ینشان داد برا توانیم م،یده نشان  ریمقاد یبرخ و [ , )   میدار: 

 
ˆ ;

ˆ , ;

( )
.

( )

kR R

kR R E

I
P E

I








 
θ

θ

 

 .میکنیعمل م ریبالا به صورت ز یاثبات نامساو یبرا

 :میدار شریاطلاع ف یبرا یارهیاستفاده از قاعده زنج با

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, | ; | , ; | ; | , ; |  ;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k kR E R R R E E R E R R R R

I I I I I       
θ θ θ θ θ

$ 

|ˆکه قتیحق نیتوجه به ا با , ;E R R θ پارامتر مجهول بهk نوشت توانیم یبه سادگ ندارد، یبستگ 

ˆ| ; ,
( ) 0kE R R

I  
θ

 :گرفت که جهینت توانیم شریبودن اطلاع ف یبا توجه به نامنف رونیاز ا و 

ˆ ˆ ˆ ˆ| , ; | , ; | ; | ;
( ) ( ) ( ) ( ).k k k kR R E R R E E R R R

I I I I     
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 نیبنابرا

ˆ| ;

ˆ| , ;

( )
{ } .

( )

kR R

kR R E

I
P E

I








 
θ

θ

 

 

 یریگجهی. بحث و نت5

 میتعم لربیلا-اطلاع متقابل و فاصله کولبک ریاطلاع نظ هینظر میمفاه یبرخ ،شریمقاله به کمک ساختار اطلاع ف نیدر ا

 دایمتقابل کاهش پ شریاطلاع ف ،آماره از پارامتر برآوردشده دور شود یمارکف نشان داده شد وقت ریزنج کی یبرا. داده شد

ود ش یدورتر شرط ریمقاد یکه رو یشود نسبت به حالت یشرط ترکینزد ریمقاد یرو شریف طلاعا یوقت نیهمچن، کندیم

 .است شتریب

 شریبرآورد بر حسب اطلاع ف یاحتمال خطا یکران بالا برا کی ،اطلاع هیفانو در نظر هیکاربرد از قض کیبالاخره به عنوان 

 .شد یمعرف یشرط

گروه  کیکه  ییها. در حالتشودیم شنهادیمند هستند پموضوع علاقه نیکه به ا یمحققان یدو مسأله باز برا انیدر پا

 بیرض ،اطلاع یهمبستگ ،ینسب شری، اطلاع فمتقابل شریاطلاع ف یارهایمع ،کندیعمل م یتصادف یرهایمتغ یرو کیتوپولوژ

به کمک تابع  نی. همچنردیقرار گ لیها مورد تحلآن یشرط یهاو نسخه افتهیلیتبد یتصادف یرهایمتغ نیاطلاع ب یهمبستگ

 .قرار داد یمورد بررس زین یتصادف یرهایمتغ یخط یهابیترک یمذکور را برا یارهایمع توانیم چشیپ
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