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Introduction 
In the class of normed spaces, the study of isometries reveals some 
geometric properties of the spaces. The classical results in this topic begin 
with two theorems of Mazur-Ulam and Banach-Stone. By the Mazur-
Ulam theorem, any surjective isometry between two real normed spaces 
preserves the midpoints, and consequently, it is real-linear up to a 
translation. The Banach-Stone theorem states that if ܺ, ܻ are compact 
Hausdorff spaces and ܶ : ሺܺሻܥ →  ሺܻሻ is a surjective linear isometry, thenܥ
there are a homeomorphism ψ:ܻ → ܺ and a function ݄ ∈  ሺܻሻ withܥ
modulus 1 such that ݂ܶሺݕሻ ൌ ݄ሺݕሻ݂൫ψሺݕሻ൯ for all ݂ ∈ ݕ ሺܺሻ andܥ ∈ ܻ. 
Both theorems have several extensions for various normed spaces (of 
functions). Motivated by the Mazur-Ulam theorem, Hatori et al. 
introduced the notion of metricoid spaces and then they investigated some 
Mazur-Ulam type theorems for certain metricoid spaces, rather than 
normed spaces. 
For a compact Hausdorff space ܺ, let ܥሺܺሻ and ܥԹሺܺሻ be the Banach 
algebras of all complex-valued, respectively, real-valued continuous 
functions on ܺ with the uniform norm ‖∙‖௑. We denote by ܥାሺܺሻ the 
subset ሼ݂ ∈ :Թሺܺሻܥ ݂ሺݔሻ ൐ 0 for all ݔ ∈ ܺሽ of ܥԹሺܺሻ. For a subset ܣ of 
ܣԹሺܺሻ, we set expܥ ൌ ሼ݁௙: ݂ ∈  ሽ. The Choquet boundary of a subspaceܣ
ݔ ሻ, is the set of allܣԹሺܺሻ, denoted by Chሺܥ of ܣ ∈ ܺ such that the 
evaluation functional ݁ ௫: ܣ ⟶ Թ, defined by ݁ ௫ሺ݂ሻ ൌ ݂ሺݔሻ, is an extreme 
point of the unit ball of ܣ∗. For a unital algebra ܣ, we use the notation Aିଵ 
for the group of invertible elements of ܣ. Following the work of Hatori et 

al., for ݂, ݃ ∈ ,ሺܺሻିଵ, we set Δሺ݂ܥ ݃ሻ ൌ ቛ
௙

௚
െ 1ቛ

௑
 and 

,maxሺ݂ߜ ݃ሻ ൌ max ቊฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑

, ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑

ቋ, 

,ାሺ݂ߜ ݃ሻ ൌ ฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑

൅ ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑

, 

,ൈሺ݂ߜ ݃ሻ ൌ ฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑

ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑

. 

For ݅ ൌ 1,2, let ௜ܺ be a compact Hausdorff space, ܩ௜ be a subgroup of 
ሺܥ ௜ܺሻିଵ, and ߜ ∈ ሼΔ, ,maxߜ ,ାߜ :ܶ ൈሽ. A mapߜ ଵܩ ⟶ -ߜ ଶ is said to be aܩ
isometry if for any ݂ , ݃ ∈ ,ሺ݂ܶߜ ଵ, we haveܩ ܶ݃ሻ ൌ ,ሺ݂ߜ ݃ሻ. Surjective ߜ-
isometries between various groups of functions have been intensively 
studied by many authors such as O. Hatori, K. Kobayashi, T. Miura, E. 
Takahasi, A. Jimenez-Vargas, M. Villegas-Vallecillos and T. Nogawa. 
These groups include the groups of invertible elements of uniform 
algebras and their exponential components, strictly positive continuous 
functions and the exponential components of the algebras of Lipschitz 
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functions. In most cases, such maps have representations as generalized 
weighted composition operators. 
In this paper, we assume that ߜ ∈ ሼΔ, ,maxߜ ,ାߜ -ߜ ൈሽ and study surjectiveߜ
isometries ܶ: expܣଵ ⟶ expܣଶ, where for ݅ ൌ  ௜ is a uniformlyܣ ,1,2
closed, point separating subalgebra of ܥԹሺ ௜ܺሻ containing constants, for 
some compact Hausdorff space ܺ ௜. Introducing some positive functions of 
two variables similar to Δ, ,maxߜ ,ାߜ ߙ ൈ which are associated toߜ ൐ 0 
(instead of 1) and nonzero integers ݉, ݊, we also investigate surjections 
preserving such positive functions of two variables. 
 
Main Results 
Throughout this paper, for ݅ ൌ 1,2, ௜ܺ is a compact Hausdorff space and 
Թሺܥ ௜ is a uniformly closed subalgebra ofܣ ௜ܺሻ which contains the 
constants and separates the points of ௜ܺ, and  ܶ: expܣଵ ⟶ expܣଶ is a 
surjective map. 

Theorem 1. Let ߜ ∈ ሼߜmax, ,ାߜ  isometry, then there exist a-ߜ ൈሽ. If ܶ is aߜ
continuous function ݄:Chሺܣଶሻ ⟶ ሼെ1,1ሽ and a homeomorphism 
φ:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ such that 

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫߮ሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ , ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

Corollary 2. ܶ is a ߜmax-isometry if and only if there exist a continuous 
function ݄ on Chሺܣଶሻ with values in ሼെ1,1ሽ and a homeomorphism 
φ:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ such that 

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫߮ሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ , ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

Theorem 3. If ܶ is a Δ-isometry, then there exists a homeomorphism 
φ:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ such that ݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫߮ሺݕሻ൯ for all ݂ ∈
expܣଵ and ݕ ∈ Chሺܣଶሻ. 

Now extending the notations of ߜmax, ,ାߜ ,ൈߜ Δ, we introduce the following 
notations. Let ݉, ݊ be nonzero integers and ߙ ൐ 0. For a compact 
Hausdorff space ܺ and each ݂, ݃ ∈  ାሺܺሻ, we setܥ

maxߜ
ఈ

௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ maxሼିߙଵ‖݂௠݃௡ െ ,௑‖ߙ α‖݃ି௡݂ି௠ െ αିଵ‖௑ሽ, 

+ߜ
ఈ

௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ ଵ‖݂௠݃௡ିߙ െ ௑‖ߙ ൅ ௡݂ି௠ି݃‖ߙ െ  ,ଵ‖௑ିߙ

×ߜ
ఈ

௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ ‖݂௠݃௡ െ ௑‖݃ି௡݂ି௠‖ߙ െ  ,ଵ‖௑ିߙ

Δఈ௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ ‖݂௠݃௡ െ  .௑‖ߙ

In next two theorems, ݉, ݊ are nonzero integers and ߙ ൐ 0. 

Theorem 4. Let ߜఈ௡
௠ ∈ ሼ maxߜ

ఈ
௡
௠ , +ߜ

ఈ
௡
௠ , ×ߜ

ఈ
௡
௠ ሽ. If ܶ is a ߜఈ௡

௠ -isometry, then 
there exist a continuous function ݄:Chሺܣଶሻ ⟶ ሼെ1,1ሽ and a 
homeomorphism ߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ such that 

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫߮ሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ , ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

Theorem 5. If ܶ is a Δఈ௡
௠ -isometry, then there exists a homeomorphism 

߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ such that ݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫߮ሺݕሻ൯ for all ݂ ∈
expܣଵ and ݕ ∈ Chሺܣଶሻ. 
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  نيازهاو پيش مقدمه
 

سازد. نتايج كلاسيك در هاي هندسي فضاها را آشكار ميها برخي از ويژگيدار، مطالعة طولپاييدر ردة فضاهاي نرم   
دار نرم يقيحق يبردار يفضادو  ܤو  ܣگردند. فرض كنيم استون آغاز مي-اولام و باناخ-اين زمينه با دو قضية مازور

:ܶند. نگاشت باش ܣ → ,݂ ازاي هرهرگاه بهامند نمي ييطولپارا يك  ܤ ݃ ∈ ݂ܶ‖، ܣ െ ܶ݃‖஻ ൌ ‖݂ െ ݃‖஺ .
:ܶبه نگاشت  ܣ → ,݂ ازاي هرهرگاه بهشود گفته مي يقيحق-يخط، يقيحق يبردار يفضاها نيب ܤ ݃ ∈ و هر  ܣ
ݎ ∈ Թ، ܶሺ݂ݎ ൅ ݃ሻ ൌ ݂ܶݎ ൅ :ܶاگر كند كه اولام بيان مي-. قضية مازور݃ܶ ܣ →  نيپوشا ب ييطولپا ܤ
ሺ0ሻܶكه  يادار باشد به گونهنرم يقيحق يبردار يفضاها ൌ  يفضا يبرا است. يقيحق-يخط ييطولپا كي ܶ، آنگاه 0

قضية  است. كنواختيبا نرم  ܺ يرو مقدار-مختلط ةوستيتوابع پ باناخ همةجبر  ሺܺሻܥمنظور از ، ܺة هاسدورف فشرد
:ܶدو فضاي هاسدورف فشرده باشند و  ܻو  ܺكند كه اگر استون بيان مي-باناخ ሺܺሻܥ → يك طولپايي خطي  ሺܻሻܥ

:߰ريختي پوشا باشد، آنگاه همسان ܻ → ݄و تابع  ܺ ∈   كه ايموجودند به گونه 1با قدر مطلق  ሺܻሻܥ

݂ܶሺݕሻ ൌ ݄ሺݕሻ݂൫߰ሺݕሻ൯						ሺ݂ ∈ ,ሺܺሻܥ ݕ ∈ ܻሻ. 

] منابع 2] و [1هاي [دار گوناگون از توابع دارند. در اين زمينه، كتابهاي مختلفي براي فضاهاي نرمهر دو قضيه توسيع   
اولام معرفي كردند -را با الهام از قضية مازور 2وارهو ديگران مفهوم فضاهاي متريك 1]، هاتوري4بسيار خوبي هستند. در [
 ،بخش نيا ةدر ادام دار به دست آوردند.واره به جاي فضاهاي نرمبراي فضاهاي متريك اولام را-و سپس نوعي قضية مازور
  .ميپردازيم ]٤[منبع از  ازيمورد ن جينتا انيو ب هواركيمتر يفضاها يبه ارائه مقدمات لازم برا

:݀مجموعه و  كي ܩ ميفرض كندهيم. نشان مي Թାهاي حقيقي نامنفي را با مجموعة همة عدد    ܩ ൈ ܩ → Թା 
,݂براي باشد كه  ينگاشت ݃ ∈ ,ሺ݂݀، داشته باشيم ܩ ݃ሻ ൌ ݂اگر و تنها اگر  0 ൌ :ܶنگاشت  .݃ ܩ → ‐݀ كي  ܩ

,݂براي هراگر  شوديمناميده  ييطولپا ݃ ∈ ,ሺ݂ܶ݀ ،ܩ ܶ݃ሻ ൌ ݀ሺ݂, ݃ሻ يم 3رفاصلهيز كيرا  ݀. به علاوه، نگاشت
,݂هر  يبرا هرگاه مينام ݃ ∈ ,ሺ݂ܭ عدد، ܩ ݃ሻ ∈ Թା بر ܶ ييدوسو ييطولپا‐݀هر  يازابهكه طوريموجود باشد به 
݃ܶبا  ܩ ൌ ,ሺ݂ܶ݀ ي، نابرابر݃ ݂ሻ ൑ ,ሺ݂ܭ ݃ሻ .ييبه دوتادر اين حالت،  برقرار باشد ሺܩ, ݀ሻ هاروكيمتر يفضا كي 
  . مييگويم

,ܩሺ . در واقع، اگراست هاروكيمتر يفضا كي يمتر يهر فضا    ݀ሻ ݂هر  يبراباشد، آنگاه  يمتر يفضا كي, ݃ ∈  ܩ

݃ܶبا  ܩ بر ܶ ييدوسو ييطولپا‐݀ و هر ൌ ,ሺ݂ܶ݀خواهيم داشت  ،݃ ݂ሻ ൑ ݀ሺ݂ܶ, ܶ݃ሻ ൅ ݀ሺܶ݃, ݂ሻ ൌ

݀ሺ݂, ݃ሻ ൅ ݀ሺ݃, ݂ሻ ൌ 2݀ሺ݂, ݃ሻ؛ يعني ሺܩ, ݀ሻ واره است.كيمتر يفضا كي  

,ܩሺ ميفرض كن    ݀ሻ ݄باشد و  هاروكيمتر يفضا كي ∈ :ߩيي طولپا݀‐در اين صورت، . ܩ ܩ → از  4انعكاس كي ܩ
݄ߩ اگر شوديم دهينام ݄در  ܩ ൌ ሺ݄ሻܮثابت  و باشد، ينگاشت همان ଶߩ ،݄ ൐ هر  يبرا كهطوريموجود باشد به 1

                                                            
1. Hatori 
2. Metricoid spaces 
1. Subdistance 
2. Reflection 
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݂ ∈ ,݂ߩሺ݀، ܩ ݂ሻ ൒ ,ሺ݄ሻ݀ሺ݂ܮ ݄ሻ. ܴرا با  ݄در  ܩاز  يهاانعكاس ةهم ةمجموعሺܩ, ݄ሻ ي. فضاميدهينشان م 
,ܩሺ ةاروكيمتر ݀ሻ هر يد هرگاه برانامن 1يرا انعكاس ݄ ∈ ,ܩሺܴ ،ܩ ݄ሻ باشد. يناته   

,݂ براي ،ܰ داردر فضاي نرم    ݃ ∈ ௙ା௚  به، ܰ

ଶ
 يفضا در يانيم ةمفهوم نقطشود. گفته مي ݃و  ݂ 2نقطة مياني

,ܩሺة اروكيمتر ݀ሻ  ي. براشودميبه اين صورت تعريف ݂, ݃ ∈   ميكنيم في، تعرܩ

݂ ∘ ݃
2

ൌ ሼ݄ ∈ :ܩ ݂ߩ ൌ ߩ وجود داشته باشد كه ݃ ∈ ܴሺܩ, ݄ሻሽ. 

௙∘௚، ]4از [ 3,1بنا بر نتيجة 

ଶ
هر  ، برايܰ دارنرم يفضادر  ]،2,1، تذكر 4[ طبق است. يانقطهتك اي يته يامجموعه 

݂, ݃ ∈ ܰ  ،௙∘௚

ଶ
ൌ ௙ା௚

ଶ
 .  

:ܶ كه نگاشت ميكنيم يادآوريدار باشند. نرم ييفضاها ଶܰو  ଵܰ ميفرض كن    ଵܰ → ଶܰ شودناميده مي 3نيآف 
,݂هر  يازاهرگاه به ݃ ∈ ଵܰ  ݐو ∈ Թ، ܶሺ݂ݐ ൅ ሺ1 െ ሻ݃ሻݐ ൌ ݂ܶݐ ൅ ሺ1 െ بيان  ]٤[از  4,1. لم ሻܶ݃ݐ

:ܶپيوستة  نگاشتكند كه مي ଵܰ → ଶܰ  در شرط دارنرم يفضاهابين  

ܶ ൬
݂ ∘ ݃
2

൰ ൌ
݂ܶ ∘ ܶ݃

2
	 	 ሺ݂, ݃ ∈ ଵܰሻ 

  .باشد نيآف ܶاگر و تنها اگر  كنديصدق م

,ଵܩሺ ةاروكيمتر يرا از فضاܶ نگاشت  .ميكنيم انيرا ب هاروكيمتر يفضاها نيبܶ بودن نگاشت  نيحال مفهوم آف    ݀ଵሻ 
,ଶܩሺ ةاروكيمتر يبه فضا ݀ଶሻ ݂هر  يبرا اگر نامنديم نيآف, ݃ ∈ ܶ ،ଵܩ ቀ௙∘௚

ଶ
ቁ ൌ ்௙∘்௚

ଶ
 ةاروكيمتر يفضا. 

ሺܩ, ݀ሻ ݂هر  يازاهرگاه به شوديم ناميده 4يانعكاس اًيقو, ݃ ∈ ௙∘௚ مي، داشته باشܩ

ଶ
് ] بيان 4از [ 3,1. تذكر ∅

   است. يانعكاس ܩباشد، آنگاه  يانعكاس اًيقو ܩر كند كه اگمي

,ܩሺ ميفرض كن    ݀ሻ در اين صورت،باشد.  هاروكيمتر يفضا كي ሺܩ, ݀ሻ هرگاه  شوديمناميده  5هاروكيگروه متر كي
,݂هر  يازابهطوري كه اولاً به داشته باشد يگروه يساختار ܩ ݃, ݄ ∈ ,ሺ݄݂ିଵ݄݀، ܩ ݄݃ିଵ݄ሻ ൌ ݀ሺ݂, ݃ሻ،  و

݄هر  يبرا ثانياً ∈ ሺ݄ሻܮ، ثابت ܩ ൐ ݂هر  يازاكه بهاي گونهباشد به داشته وجود 1 ∈  داشته باشيم ،ܩ
݀ሺ݄݂ିଵ݄, ݂ሻ ൒ ,ሺ݄ሻ݀ሺ݂ܮ ݄ሻ.  ةاروكيهر گروه متر ]،4,1، تذكر 4[بنا بر ሺܩ, ݀ሻ است. يانعكاس  

,ܩሺ ميفرض كن    ݀ሻ ݂هر  يازاصورت، به نيباشد. در ا هاروكيگروه متر كي, ݃ ∈   ميدهي، قرار مܩ

ܰሺ݂, ݃ሻ ൌ ሼ݄ ∈ :ܩ ρ௛ሺ݂ሻ ൌ ݃ሽ, 

ρ௛ሺ݂ሻبه صورت  واست  ݄در  ܩاز  يانعكاس ρ௛كه در آن  ൌ ݄݂ିଵ݄ ،݂ ∈  ةاروكيگروه متر .شودمي في، تعرܩ
ሺܩ, ݀ሻ  ݂هر  يازاهرگاه به گويند 6يفوق انعكاسرا, ݃ ∈ ,ሺ݂ܰ مي، داشته باشܩ ݃ሻ ് ملاحظه  ف،يبا توجه به تعر .∅

                                                            
3. Reflective 
4. Midpoint 
5. Affine 
1. Strongly reflective 
2. Metricoid group 
3. Super reflective 
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,ሺ݂ܰ ميكنيم ݃ሻ ⊆ ௙∘௚

,ሺ݂ܰو لذا هنگامي كه  2 ݃ሻ ് ௙∘௚داريم  ،∅

ଶ
ൌ ܰሺ݂, ݃ሻةاروكياگر گروه متر ني. بنابرا 

ሺܩ, ݀ሻ باشد، آنگاه  يفوق انعكاسሺܩ, ݀ሻ است. يانعكاس اًيقو  

 كنواختيبا نرم ܺ  برمقدار -حقيقي ةتوابع پيوست تمامباناخ  جبر Թሺܺሻܥ، فرض كنيم ܺة فشرد هاسدورف فضايبراي    
‖∙‖௑ ة زيرمجموع. باشدቄ݂ ∈ :Թሺܺሻܥ ݂ሺݔሻ ൐ 0	 ها، ݔ ∈ نمايش  ାሺܺሻܥ را با Թሺܺሻܥاز  ቅبراي همة	ܺ

,݂، براي ]4[ گيريم. طبقبهره مي Aپذير گروه اعضاي واروننمايش براي  Aିଵاز نماد  Aدار براي جبر يكدهيم. مي ݃ ∈

,Δሺ݂دهيم قرار مي ሺܺሻିଵܥ ݃ሻ ൌ ቛ௙
௚
െ 1ቛ

௑
  و 

,maxሺ݂ߜ ݃ሻ ൌ max ቊฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑
, ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑
ቋ, 

,ାሺ݂ߜ ݃ሻ ൌ ฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑
൅ ฯ

݃
݂
െ 1ฯ

௑
, 

,ൈሺ݂ߜ ݃ሻ ൌ ฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑
ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑
∙ 

,ଵܩሺ ميفرض كن    ݀ଵሻ  وሺܩଶ, ݀ଶሻ  ܶنگاشت ه باشند. اروكيمتردو فضاي: ଵܩ → ,ሺ݀ଵ كي ଶܩ ݀ଶሻ‐يي طولپا
,݂براي هر  هرگاه شوديم ناميده ݃ ∈ ,ଵ، ݀ଶሺ݂ܶܩ ܶ݃ሻ ൌ ݀ଵሺ݂, ݃ሻ . هر ]، 4از [ 3,2بنا به قضيةሺ݀ଵ, ݀ଶሻ-
,ଵܩሺ يفوق انعكاس ةاروكيمتر يهاگروه نيب ييدوسو ييطولپا ݀ଵሻ  وሺܩଶ, ݀ଶሻ 4,2، قضية 4[طبق  است. نيآف،[ 
ߜ براي ∈ ሼߜା, ,ାሺܺሻܥሺ دوتايي ،ൈሽߜ ,݂ ازاي هربه علاوه، به ؛فوق انعكاسي است ةواريك گروه متريك ሻߜ ݃ ∈

௚	௢	௙ داريم، ାሺܺሻܥ

ଶ
ൌ ඥ݂݃ .از  ܣ ةبراي هر زيرجبر بست داد كهنشان  توانبا برهاني مشابه برهان اين قضيه، مي

ߜ برايكند، و را جدا مي ܺكه شامل توابع تابت است و نقاط  Թሺܺሻܥ ∈ ሼߜା, ,ܣൈሽ ،ሺexpߜ يك گروه متريك ሻߜ
,݂ ازاي هرفوق انعكاسي است و به ةوار ݃ ∈ ௚	௢	௙ ، داريمܣ

ଶ
ൌ ඥ݂݃.  

݅ براي    ൌ ሺܥزيرگروهي از  ௜ܩيك فضاي هاسدورف فشرده و  ௜ܺ، فرض كنيم 1,2 ௜ܺሻିଵ ߜداشته باشيم  باشد و ∈

൛Δ, ,maxߜ ,ାߜ هاي پذير جبرهاي يكنواخت و بين مؤلفههاي اعضاي واروني پوشا بين گروههاييطولپا-ൈൟ .Δߜ
ساده (با شعاع طيفي به جايي نيمبراي جبرهاي باناخ جابهتوصيف شده اند. همين مسئله  ]6[همبندي نمايي آنها در 

مطالعه شده است. از  ]5[و  ]6[شيتز (به جاي جبر يكنواخت) به ترتيب در ) و براي جبر توابع ليپكنواختيجاي نرم 
مثبت تعيين  اكيداً ةهاي توابع پيوستبين گروههاي پوشا را ييطولپا-Δ ةفرم هم ]4[هاتوري و ديگران در طرف ديگر، 

 اند. هايي مطالعه نمودهها را بين چنين گروهييطولپا-ൈߜها و ييطولپا-ାߜها، ييطولپا-maxߜاند. آنها همچنين كرده

. نشان داده اندتوصيف شده ]7[يي جبرهاي يكنواخت در همبندي نما هايهاي پوشا بين مؤلفهييطولپا-maxߜ اخيراً   
اي باز و بسته از مرز شوكه و دار روي زيرمجموعهبه صورت يك عملگر تركيبي وزن ايييشده است كه چنين طولپا

 دار روي ساير نقاط مرز شوكه است.مزدوج يك عملگر تركيبي وزن

ߜكنيم كه رض ميدر اين مقاله، ف    ∈ ൛Δ, ,maxߜ ,ାߜ ଵܣ	exp:ܶهاي پوشاي ييطولپا-ߜو  ൈൟߜ → exp	ܣଶ  را
݅كنيم، كه در آن براي بررسي مي ൌ 1,2 ،௜ܺ ܣاي هاسدورف فشرده و يك فض௜ ܥاي از زيرجبر بستهԹሺ ௜ܺሻ  است كه
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ها با نمادهاي زيرفاصلهمثبتي مشابه  ةدو متغير گيرد. با معرفي توابعكند و توابع ثابت را در بر ميرا جدا مي ௜ܺنقاط 
Δ, ,maxߜ ,ାߜ ߙ اسكالري مانند كه مرتبط با ൈߜ ൐ هستند، نگاشت ݊و  ݉يح ناصفر و عددهاي صح) 1(به جاي  0

  .شوندكنند، بررسي ميحفظ مي مثبتي را ةهاي پوشايي كه چنين توابع دو متغير

ܣ	exp دهيم، قرار ميԹሺܺሻܥ از ܣة براي زيرمجموع    ൌ ሼ݁௙: ݂ ∈ كه با  Թሺܺሻܥاز  ܣ ايزيرفض ةمرز شوك .ሽܣ
ݔ ةهم ةشود، مجموعنمايش داده مي ሻܣChሺنماد  ∈ :௫݁مقداري هايي است كه تابعك ܺ ܣ → Թ ة با ضابط

݁௫ሺ݂ሻ ൌ ݂ሺݔሻ باشد. مي ∗ܣ اكستريم گوي يكه ةنقط 

 A پارامتري دريك گروه تك، A داربراي جبر يككنيم. ] بيان مي5,4,6، تعريف 8را طبق [ 1پارامتريگروه تكتعريف    
هاي گروه داري باشد، اصطلاحجبر نرم A است. اگر Aିଵبه گروه ضربي  Թ از گروه جمعي ߱ ريختي گروهي ماننديك هم

، اگر A داردر جبر نرم ߱ پارامتريشني دارند. براي گروه تكدار معني روپارامتري كرانپارامتري پيوسته و گروه تكتك
ሻݐlim௧→଴ሺ߱ሺ حد െ 1ሻ/نامند.مي ߱ موجود باشد، آنگاه آن حد را مولد ݐ  

 نتايج اصلي
݃باشد و  ାሺܺሻܥاي در دنباله ሼ݃௡ሽو  فشرده هاسدورف فضاييك  ܺفرض كنيم . 1لم  ∈ به طوري كه  ାሺܺሻܥ

,ൈሺ݃௡ߜ	݈݉݅ ݃ሻ ൌ ݈݉݅. در اين صورت، 0 ቛ௚೙
௚
െ 1ቛ

௑
ൌ ݈݉݅و  0 ቛ ௚

௚೙
െ 1ቛ

௑
ൌ 0.  

ቄ௚೙در ابتدا، فرض كنيم كه دنبالة برهان. 
௚
െ 1ቅ  همگرا نباشد. پس با گذر از زيردنباله، يك  0به طور يكنواخت به

1 ൐ ߳ ൐ ݊ازاي هر وجود دارد كه به 0 ∈ Գ ،ቛ௚೙
௚
െ 1ቛ

௑
൐ ݊. براي هر ߳ ∈ Գ ،ݔ௡ ∈ اي انتخاب را به گونه ܺ

ቛ௚೙كنيم كه مي
௚
െ 1ቛ

௑
ൌ ቚ௚೙

ሺ௫೙ሻ

௚ሺ௫೙ሻ
െ 1ቚدهد كه . يك بررسي ساده نشان ميቚ ௚

ሺ௫೙ሻ

௚೙ሺ௫೙ሻ
െ 1ቚ ൒ ఢ

ଵାఢ
. بنابراين 

݊ازاي هر به ∈ Գ،  

ฯ
݃௡
݃
െ 1ฯ

௑
ฯ
݃
݃௡

െ 1ฯ
௑
൐

߳ଶ

1 ൅ ߳
 

  كه يك تناقض است.

݈݉݅توانيم نشان دهيم به طور مشابه، مي    ቛ ௚

௚೙
െ 1ቛ

௑
ൌ 0.  

݅براي  .2قضية  ൌ Թሺܥ بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز ௜ܣهاسدورف فشرده و  يك فضاي ௜ܺ، فرض كنيم 1,2 ௜ܺሻ 
δ مينك فرض. كنديرا جدا م ௜ܺ شامل توابع ثابت باشد كه نقاط ∈ ሼδmax, δା, δൈሽ  ܶو: expܣଵ ⟶ expܣଶ 

ଶሻܣChሺ:݄ ةوستيتابع پ . در اين صورت،پوشا باشد ييطولپا-ߜ يك → ሼെ1,1ሽ يختيرو همسان ߮:Chሺܣଶሻ ⟶

Chሺܣଵሻ كه ياموجودند به گونه  

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

                                                            
1. One-parameter group 



  
  

  1402دوم ، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش  

  

 

100

෨ܶدهيم هاي اين قضيه، قرار ميبراي اثبات قضيه، به چند لم نياز داريم. با فرض برقراري فرض    ൌ ்

்ଵ
. در اين صورت، 

෨ܶ : expܣଵ ⟶ expܣଶ است كه  پوشا ييطولپا-ߜ يك෨ܶ1 ൌ ,δሺ݂كنيم كه . ملاحظه مي1 ݃ሻ ൌ اگر و تنها  0
݂اگر  ൌ   است. كيبهكي ෨ܶ نيبنابرا. ݃

 است. يضرب ෨ܶ. 3لم 

δهرگاه  است يضرب ෨ܶ]، 3از [ 3,4ة يبنا بر قض برهان. ൌ δmax.  

δ ميفرض كن نكيا    ∈ ሼδା, δൈሽ از آنجايي كه .ሺexpܣ௜ , δሻ يازااست كه به يفوق انعكاس ةواركيگروه متر كي 
௙∘௚ ميدار ௜ܣexpاز  ݃و  ݂هر دو عضو 

ଶ
ൌ ඥ݂݃،  شود كه ] نتيجه مي4از [ 3,2ة يقضاز෨ܶ  نقاط مياني را حفظ

,݂هر  يازابهكند. لذا مي ݃ ∈ expܣଵ،  

෨ܶ൫ඥ݂݃൯ ൌ ෨ܶ ൬
݂ ∘ ݃
2

൰ ൌ
෨݂ܶ ∘ ෨ܶ݃

2
ൌ ට ෨݂ܶ  ෨ܶ݃ ൌ ට ෨݂ܶ ට ෨ܶ݃. 

݂هر  يبرا ويژهبه ∈ expܣଵداشت مي، خواه  

෨݂ܶ ൌ ෨ܶ ቀඥ݂ଶ.1ቁ ൌ ට ෨ܶሺ݂ଶሻ ඥ ෨ܶ1 ൌ ට ෨ܶሺ݂ଶሻ, 

෨݂ܶଶيعني  ൌ ൫ ෨݂ܶ൯
ଶيهايبرابر جه،ي. در نت  

෨ܶ ሺ݂݃ሻ ൌ ෨ܶ ቀඥ݂ଶ݃ଶቁ ൌ ට ෨ܶሺ݂ଶሻ ට ෨ܶሺ݃ଶሻ ൌ ෨݂ܶ  ෨ܶ݃ 

,݂هر  يبرا ݃ ∈ expܣଵ پس .باشنديبرقرار م ෨ܶ  است يضربدر اين حالت هم.  

  است. يختيرهمسان كي كنواختي هايحاصل از نرم ينسبت به توپولوژ ෨ܶ .4لم 

ሼ ميفرض كن .برهان ௡݂ሽ௡ୀଵ
ஶ در  يادنبالهexpܣଵ ݂به  كنواختينرم در  باشد كه ∈ expܣଵ .پس  همگرا است
݈݅݉	δሺ ௡݂, ݂ሻ ൌ ߜ ميفرض كن. ابتدا 0 ∈ ሼߜmax,  2ي است كه در گزارة برهاناين حالت دقيقاً مانند  برهان. ାሽߜ

  ] آمده است. در واقع، داريم7از [

݈݅݉	ฮ ෨ܶ ௡݂ െ ෨݂ܶฮ
௑మ
ൌ ݈݅݉ ብቆ

෨ܶ ௡݂

෨݂ܶ
െ 1ቇ ෨݂ܶብ

௑మ

൑ ݈݅݉ ብ
෨ܶ ௡݂

෨݂ܶ
െ 1ብ

௑మ

ฮ ෨݂ܶฮ
௑మ

൑ ݈݅݉	δ൫ ෨ܶ ௡݂, ෨݂ܶ൯ฮ ෨݂ܶฮ௑మ
ൌ ݈݅݉	δሺ ௡݂, ݂ሻฮ ෨݂ܶฮ௑మ

ൌ 0. 

δ ميفرض كنحال  ൌ δൈچون .  

݈݅݉	δ൫ ෨ܶ ௡݂, ෨݂ܶ൯ ൌ ݈݅݉	δሺ ௡݂, ݂ሻ ൌ ݈݅݉ ฯ ௡݂

݂
െ 1ฯ

௑భ

ฯ
݂

௡݂
െ 1ฯ

௑భ

ൌ 0, 
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݈݉݅شود كه نتيجه مي ቛ
෨்௙೙
෨்௙
െ 1ቛ

௑మ
ቛ

෨்௙
෨்௙೙

െ 1ቛ
௑మ
ൌ ݈݉݅، داريم 1. لذا بنا بر لم 0 ቛ

෨்௙೙
෨்௙
െ 1ቛ

௑మ
ൌ 0 .

  بنابراين

݈݅݉	ฮ ෨ܶ ௡݂ െ ෨݂ܶฮ
௑మ
൑ ݈݅݉ ብ

෨ܶ ௡݂

෨݂ܶ
െ 1ብ

௑మ

ฮ ෨݂ܶฮ
௑మ
ൌ 0. 

෨ܶكه  يياست. از آنجا وستهيپ كنواختي هايحاصل از نرم ينسبت به توپولوژ ෨ܶ ها،در نتيجه، در همة حالت ିଵ هايويژگي 
  .باشديم وستهيپ زينگاشت ن نيدارد، ا ෨ܶبا  يكساني

ݑاكنون فرض كنيم است.  يگروه يختيركيو  يختيرهمسان كي ෨ܶ، بالا يهااز لم يريگبا بهره    ∈ هر  يبرا. ଵܣ
,ଵݐ ଶݐ ∈ Թ داريم ،݁ሺ௧భା௧మሻ௨ ൌ ݁௧భ௨ା௧మ௨ ൌ ݁௧భ௨. ݁௧మ௨ ݐ؛ پس ⟼ ݁௧௨ از گروه ريختي گروهي يك هم

ଵܣexp به گروه ضربي Թ جمعي ⊆ ଵܣ
ିଵ  ܣدر  يپارامترتك گروه كياست، يعني اين نگاشتଵ  .از طرفي، است

ݐ ⟼ ݁௧௨ از يك تابع پيوسته  Թ  ܣبهଵ  ܣزيرا تركيب ضرب اسكالر و تابع نمايي روي ، است كنواختيبا نرمଵ  ،است
ݐنگاشت  بنابرايناي هستند. كه هر دو توابع پيوسته ⟼ ݁௧௨ ܣدر  ينرم ةوستيپ يپارامترتك گروه كيଵ  است. حال

ω:Թ، نگاشت ଵܣدر  ݑهر عضو  يبرا ⟶ expܣଶ  ݐرا به صورت ⟼ ෨ܶሺ݁௧௨ሻ دانيم كه تركيب مي. ميكنيم فيتعر
ݐكه نگاشت  يياز آنجاپيوسته است. ابع يك ت پيوستهريختي و تركيب دو تابع ريختي يك همدو هم ⟼ ݁௧௨ گروه كي 

به گروه ضربي  Թ از گروه جمعيپيوسته ابع تو يك ريختي گروهي يك هم(يعني  ଵܣدر  ينرم ةوستيپ يپارامترتك
expܣଵ ⊆ ଵܣ

ିଵ  و كنواختيبا نرم (෨ܶ نسبت به  يختيرهمسانو  يگروه يختيركي كي) از  )كنواختينرمexpܣଵ 
 Թ از گروه جمعيپيوسته ابع تو يك ريختي گروهي يك هم(كه تركيب اين دو نگاشت است)  ω، است ଶܣexpروي به

ଶܣexpبه گروه ضربي  ⊆ ଶܣ
ିଵ  ܣدر  ينرم ةوستيپ يپارامترتك گروه كي ، يعنياست كنواختيبا نرمଶ باشديم .

ݒمانند  يمولد يرادا ω، ]8از [ 6,4,6گزارة پس بنا بر  ∈ ݐازاي هر به يعنيخواهد بود،  ଶܣ ∈ Թ ،݁௧௩ ൌ ෨ܶሺ݁௧௨ሻ.  

:ܵ] آمده است، نگاشت 7از [ 1قضية  برهانگونه كه در اكنون همان    ଵܣ ⟶  برايكه كنيم مي فيتعررا طوري  ଶܣ
ݑهر  ∈ ݒ يكتاي عضو ݑܵ، ଵܣ ∈   .كنديم صدق بالاتساوي در باشد كه  ଶܣ

  است. ييطولپا كي S .5لم 

෨ܶكه  يياز آنجا .برهان ିଵ با  يكساني هايويژگي෨ܶ ،ܵنگاشت  يك پس داردᇱ: ଶܣ ⟶ كه  يوجود دارد به طور ଵܣ
ݐهر  يازابه ∈ Թ  ݒو ∈ ଶ ،෨ܶܣ ିଵሺ݁௧௩ሻ ൌ ݁௧ௌ

ᇲ௩ݒهر  ي. لذا برا ∈ ሻݒଶ، ܵሺܵᇱܣ ൌ   .باشديپوشا م S يعني، ݒ

,ଵݑ ميكنميفرض  ،است ييطولپا كي S ميدهنشان براي اينكه     ଶݑ ∈ ߜكه  ي. در حالتଵܣ ൌ   داريم، ൈߜ

1
ଶݐ
δൈሺ݁௧௨భ, ݁௧௨మሻ ൌ

1
ଶݐ
ฮ݁௧ሺ௨భି௨మሻ െ 1ฮ

௑భ
ฮ݁௧ሺ௨మି௨భሻ െ 1ฮ

௑భ

ൌ ብ
݁௧ሺ௨భି௨మሻ െ 1

ݐ
ብ
௑భ

ብ
݁௧ሺ௨మି௨భሻ െ 1

ݐ
ብ
௑భ

௧→଴
ሱۛሮ ଵݑ‖ െ ଶݑ‖ଶ‖௑భݑ െ ଵ‖௑భݑ

ൌ ଵݑ‖ െ ଶ‖௑భݑ
ଶ . 

  از طرف ديگر،



  
  

  1402دوم ، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش  

  

 

102
1
ଶݐ
δൈሺ݁௧௨భ, ݁௧௨మሻ ൌ

1
ଶݐ
δൈ൫ ෨ܶ݁௧௨భ, ෨ܶ݁௧௨మ൯ ൌ

1
ଶݐ
δൈሺ݁௧ௌ௨భ, ݁௧ௌ௨మሻ

ൌ
1
ଶݐ
ฮ݁௧ሺௌ௨భିௌ௨మሻ െ 1ฮ

௑మ
ฮ݁௧ሺௌ௨మିௌ௨భሻ െ 1ฮ

௑మ

ൌ ብ
݁௧ሺௌ௨భିௌ௨మሻ െ 1

ݐ
ብ
௑మ

ብ
݁௧ሺௌ௨మିௌ௨భሻ െ 1

ݐ
ብ
௑మ

 

ݐكه زماني كه  → ଵݑܵ‖، عبارت آخر به 0 െ ଶݑܵ‖ଶ‖௑మݑܵ െ ଵ‖௑మݑܵ ൌ ଵݑܵ‖ െ ଶ‖௑మݑܵ
ଶ كند. ميل مي

ଵݑܵ‖بنابراين  െ ଶ‖௑మݑܵ
ଶ ൌ ଵݑ‖ െ ଶ‖௑భݑ

ଶ  ،ݑܵ‖و در نتيجهଵ െ ଶ‖௑మݑܵ ൌ ଵݑ‖ െ   .ଶ‖௑భݑ

ߜها، يعني وقتي كه ساير حالت    ∈ ሼߜmax,   شوند.، به روش مشابه ثابت ميାሽߜ

:ܵ ميفرض كن .2قضية  برهان ଵܣ ⟶ است پوشا  ܵاي باشد كه در بالا معرفي شده است. از آنجايي كه طولپايي ଶܣ
ሺ0ሻܵ و ൌ  10,3,2 ةيقض( 1نگرينوو ةيقضپس بنا بر  است. يقيحق-يخط ܵ شود كهنتيجه مي اولام-مازور ةيقض از، 0

ଶሻܣChሺ:݄ ةوستيپ تابع])، 1از [ ⟶ ሼെ1,1ሽ يختيرو همسان ߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ ند به هست موجود
  كه ياگونه

ሻݕሺݑܵ ൌ ݄ሺݕሻݑ൫߮ሺݕሻ൯	 	 ൫ݑ ∈ ,ଵܣ ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

݂ مياكنون فرض كن ∈ expܣଵ  ݕو ∈ Chሺܣଶሻ .ݑتوان در اين صورت، مي ∈ ݂كه  را چنان يافت ଵܣ ൌ ݁௨ .
෨ܶሺ݁௨ሻ چون ൌ ݁ௌ௨داشت مي، خواه  

෨݂ܶሺݕሻ ൌ ෨ܶሺ݁௨ሻሺݕሻ ൌ ݁ௌ௨ሺ௬ሻ ൌ ݁௛ሺ௬ሻ௨൫஦ሺ௬ሻ൯ ൌ ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

, 

ሻݕሺ݂ܶ جه،يدر نت و ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫߮ሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ.  

݅براي  .6نتيجة  ൌ  بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز ௜ܣهاسدورف فشرده و  يك فضاي ௜ܺ، فرض كنيم 1,2
CԹሺX୧ሻ شامل توابع ثابت باشد كه نقاط ௜ܺ مينك فرض. كنديرا جدا م ܶ: expܣଵ ⟶ expܣଶ  پوشا باشدنگاشتي .

ଶሻܣChሺ:݄ ةوستيتابع پ اگر و تنها اگريي است طولپا-maxߜيك  ܶ در اين صورت، → ሼെ1,1ሽ يختيرو همسان 
߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ كه ياند به گونهباش موجود  

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

  شود.نتيجه مي 2قسمت تنها اگر از قضية  .برهان

ଶሻܣChሺ:݄فرض كنيم حال     → ሼെ1,1ሽ ߮و  وستهيپ يتابع:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ  باشد  يختيرهمسانيك
  كه طوريبه 

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

                                                            
1. Novinger's theorem 
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,݂ ميفرض كنيي است. طولپا-maxߜيك  ܶدهيم نشان مي ݃ ∈ expܣଵ. از آنجايي كه Chሺܣଵሻ ܣ يمرز برا كيଵ 
௙است و 

௚
െ 1, ௚

௙
െ 1 ∈ ݔ تواني، مଵܣ ∈ Chሺܣଵሻ كرد كه ارياخت يرا طور 

max ቊฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑భ

, ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑భ

ቋ ൌ max ቊቤ
݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
െ 1ቤ	 , ቤ

݃ሺݔሻ

݂ሺݔሻ
െ 1ቤቋ. 

ݕ ميدهيقرار م ൌ φିଵሺݔሻنكهي. با توجه به ا ݄ሺݕሻ ∈ ሼെ1,1ሽداشت مي، خواه  

δmaxሺ݂, ݃ሻ ൌ max ቊฯ
݂
݃
െ 1ฯ

௑భ

, ฯ
݃
݂
െ 1ฯ

௑భ

ቋ ൌ max ቊቤ
݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
െ 1ቤ	 , ቤ

݃ሺݔሻ

݂ሺݔሻ
െ 1ቤቋ

ൌ max ቊቤ
݂൫φሺݕሻ൯

݃൫φሺݕሻ൯
െ 1ቤ	, ቤ

݃൫φሺݕሻ൯

݂൫φሺݕሻ൯
െ 1ቤቋ

ൌ max ൝อ
ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯

௛ሺ௬ሻ

ܶ1ሺݕሻ݃൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ െ 1อ	 , อ

ܶ1ሺݕሻ݃൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ െ 1อൡ

ൌ max ቊቤ
݂ܶሺݕሻ
ܶ݃ሺݕሻ

െ 1ቤ	, ቤ
ܶ݃ሺݕሻ
݂ܶሺݕሻ

െ 1ቤቋ

൑ max ቊฯ
݂ܶ
ܶ݃

െ 1ฯ
௑మ

, ฯ
ܶ݃
݂ܶ

െ 1ฯ
௑మ

ቋ ൌ ,maxሺ݂ܶߜ ܶ݃ሻ. 

  يي است.طولپا-maxߜيك  ܶ طرف ديگر را نيز نتيجه بگيريم. لذا توانيم نابرابريبه كمك بحثي مشابه، مي

݅براي  .7قضية  ൌ  بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز ௜ܣهاسدورف فشرده و  يك فضاي ௜ܺ، فرض كنيم 1,2
Թሺܥ ௜ܺሻ شامل توابع ثابت باشد كه نقاط ௜ܺ ܶاگر . كنديرا جدا م: expܣଵ ⟶ expܣଶ  يكΔ-پوشا يي طولپا

ଶሻܣChሺ:߮ يختيرهمسان، آنگاه باشد ⟶ Chሺܣଵሻ كه يابه گونهشود يافت مي  

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ , ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

  ] است.4از [ 2,3نتيجة  برهاناين قضيه مشابه  برهان .برهان

ଶሻܣChሺ:݄ ةوستيتابع پ، 2يي است. لذا بنا بر قضية طولپا-maxߜيك  ܶبه روشني     → ሼെ1,1ሽ يختيرو همسان 
߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ كهطوري ند به دار وجود  

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

ݕهر  يازابه كنيمملاحظه مي ∈ Chሺܣଶሻ ،ܶ2ሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ2௛ሺ௬ሻ جه،يو در نت ்ଵሺ௬ሻ

்ଶሺ௬ሻ
ൌ ଵ

ଶ೓ሺ೤ሻ
هر  يازا. پس به

ݕ ∈ Chሺܣଶሻداشت مي، خواه  

ฬ
1

2௛ሺ௬ሻ
െ 1ฬ ൌ ቤ

ܶ1ሺݕሻ

ܶ2ሺݕሻ
െ 1ቤ ൑ ฯ

ܶ1
ܶ2

െ 1ฯ
௑మ
ൌ Δሺܶ1, ܶ2ሻ ൌ Δሺ1,2ሻ ൌ

1
2
. 

ሻݕሺ݄چون  ∈ ሼെ1,1ሽݕازاي هر گيريم كه به، نتيجه مي ∈ Chሺܣଶሻ ،݄ሺݕሻ ൌ 1.  
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اعداد صحيح  ݊و  ݉فرض كنيم كنيم. ، نمادهاي زير را معرفي ميΔو  δା ،δൈ ،δmaxاكنون با گسترش نمادهاي    

ߙناصفري باشند و  ൐ ,݂هر  و ܺدة هاسدورف فشر يفضا. براي 0 ݃ ∈   دهيمقرار مي ାሺܺሻܥ

maxఈߜ
௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ maxሼିߙଵ‖݂௠݃௡ െ ,௑‖ߙ α‖݃ି௡݂ି௠ െ αିଵ‖௑ሽ, 

൅ߜ
ఈ

௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ ଵ‖݂௠݃௡ିߙ െ ௑‖ߙ ൅ ௡݂ି௠ି݃‖ߙ െ  ,ଵ‖௑ିߙ

ൈఈ௡ߜ
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ ‖݂௠݃௡ െ ௑‖݃ି௡݂ି௠‖ߙ െ  ,ଵ‖௑ିߙ

Δఈ௡
௠ ሺ݂, ݃ሻ ൌ ‖݂௠݃௡ െ  .௑‖ߙ

݅براي  .8قضية  ൌ  بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز ௜ܣهاسدورف فشرده و  يك فضاي ௜ܺ، فرض كنيم 1,2
Թሺܥ ௜ܺሻ شامل توابع ثابت باشد كه نقاط ௜ܺ ߙاعداد صحيح ناصفري باشند و  ݊و  ݉فرض كنيم . كنديرا جدا م ൐ 0 .

ఈ௡ߜ مينك فرض
௠ ∈ ሼ maxఈߜ

௡
௠ , ൅ߜ

ఈ
௡
௠ , ൈఈ௡ߜ

௠ ሽ  ܶو: expܣଵ ⟶ expܣଶ كه باشد ييپوشا نگاشت  

ఈ௡ߜ
௠ ሺ݂ܶ, ܶ݃ሻ ൌ ఈ௡ߜ

௠ ሺ݂, ݃ሻ, 	 	 ሺ݂, ݃ ∈ expܣଵሻ. 
ଶሻܣChሺ:݄ ةوستيتابع پ در اين صورت، → ሼെ1,1ሽ يختيرو همسان ߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ باشندمي موجود 

  كه يابه گونه

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

,݂ ميفرض كن .برهان ݃ ∈ expܣଵبنا بر فرضصورت،  ني. در ا ،݃ᇱ ≔ ݃ି௠/௡ ∈ expܣଵ پس .݃௠ሺ݃ᇱሻ௡ ൌ

β ميدهي. قرار م1 ൌ αଵ/௡ چون .expܣଵ ܥاز  يضرب يرگروهيزାሺ ଵܺሻ است،مثبت  يهاشامل ثابت β݃ᇱ ∈

expܣଵ.  

ఈ௡ߜكه  يدر حالت   
௠ ൌ ൈఈ௡ߜ

௠مي، دار  

‖ܶሺ݃ሻ௠ܶሺ݃ߚᇱሻ௡ െ ݃ߚ௑మ‖ܶሺ‖ߙ
ᇱሻି௡ܶሺ݃ሻି௠ െ ଵ‖௑మିߙ

ൌ ‖݃௠ሺ݃ߚᇱሻ௡ െ ݃ߚ௑భ‖ሺ‖ߙ
ᇱሻି௡݃ି௠ െ ଵ‖௑భିߙ

ൌ ‖݃௠ߙሺ݃ᇱሻ௡ െ ߙ‖௑భ‖ߙ
ିଵሺ݃ᇱሻି௡݃ି௠ െ ଵ‖௑భିߙ

ൌ ௠ሺ݃ᇱሻ௡݃‖ߙ െ 1‖௑భߙ
ିଵ‖ሺሺ݃ᇱሻ௡݃௠ሻିଵ െ 1‖௑భ ൌ 0. 

ᇱሻ௡݃ߚሺ݃ሻ௠ܶሺܶ‖پس يا  െ ௑మ‖ߙ ൌ ᇱሻି௡ܶሺ݃ሻି௠݃ߚሺܶ‖يا  0 െ ଵ‖௑మିߙ ൌ كند كه ايجاب مي 0
ܶሺ݃ሻ௠ ൌ ൫βିଵܶሺβ݃ᇱሻ൯

ି௡لذا .  

ብ
ܶሺ݂ሻ௠

ܶሺ݃ሻ௠
െ 1ብ

௑మ

ብ
ܶሺ݃ሻ௠

ܶሺ݂ሻ௠
െ 1ብ

௑మ

ൌ ฮܶሺ݂ሻ௠൫βିଵܶሺβ݃ᇱሻ൯
௡
െ 1ฮ

௑మ
ฮ൫ିߚଵܶሺ݃ߚᇱሻ൯

ି௡
ܶሺ݂ሻି௠ െ 1ฮ

௑మ

ൌ ᇱሻ௡݃ߚଵ‖ܶሺ݂ሻ௠ܶሺିߙ െ ௑మα‖ܶሺβ݃‖ߙ
ᇱሻି௡ܶሺ݂ሻି௠ െ αିଵ‖௑మ

ൌ ‖݂௠ሺβ݃ᇱሻ௡ െ ݃ߚ௑భ‖ሺ‖ߙ
ᇱሻି௡݂ି௠ െ ଵ‖௑భିߙ

ൌ ‖݂௠α݃ି௠ െ ߙ‖௑భ‖ߙ
ିଵ݃௠݂ି௠ െ ଵ‖௑భିߙ

ൌ α‖݂௠݃ି௠ െ 1‖௑భߙ
ିଵ‖݃௠݂ି௠ െ 1‖௑భ ൌ ฯ

݂௠

݃௠
െ 1ฯ

௑భ

ฯ
݃௠

݂௠
െ 1ฯ

௑భ

. 
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ቛ்بنابراين 
ሺ௙ሻ೘

்ሺ௚ሻ೘
െ 1ቛ

௑మ
ቛ்

ሺ௚ሻ೘

்ሺ௙ሻ೘
െ 1ቛ

௑మ
ൌ ቛ௙

೘

௚೘
െ 1ቛ

௑భ
ቛ௚

೘

௙೘
െ 1ቛ

௑భ
توان اين برابري . به سادگي مي

ఈ௡ߜهاي ديگر را براي حالت
௠ .به دست آورد  

:ᇱܶاكنون نگاشت     expܣଵ ⟶ expܣଶ  ܶرا به صورتᇱሺ݂ሻ ൌ ܶ൫݂ଵ/௠൯
௠ طبق فرض، ميكنيم فيتعر .ܶᇱ 

݃هر  يازااست. به فيتعرخوش ∈ expܣଶيك ،ܶ يي، بنا بر پوشا ݂ ∈ expܣଵ ܶكه  يوجود دارد به طورሺ݂ሻ ൌ

݃ଵ/௠ܶصورت،  ني. در اᇱሺ݂௠ሻ ൌ ܶ൫ሺ݂௠ሻଵ/௠൯
௠
ൌ ܶሺ݂ሻ௠ ൌ بنا  پوشا است. حال ᇱܶ دهدكه نشان مي ݃

ߜ براي بر بحث بالا، ∈ ሼߜmax, ,ାߜ :ᇱܶنگاشت ، ൈሽߜ expܣଵ ⟶ expܣଶ بنا بر  لذا. است پوشا ييطولپا-ߜ يك
ଶሻܣChሺ:݄ ةوستيپ، تابع 2 ةيقض → ሼെ1,1ሽ يختيرو همسان ߮:Chሺܣଶሻ ⟶ Chሺܣଵሻ كه ياموجودند به گونه  

ܶᇱ݂ሺݕሻ ൌ ܶᇱ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ

	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

ᇱܶ فيتعر هر  يازاكه به كنديم جابيا  ݂ ∈ expܣଵ و   ݕ ∈ Chሺܣଶሻ، 

ሺ݂ܶሻ௠ሺݕሻ ൌ ܶᇱሺ݂௠ሻሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ௠݂൫φሺݕሻ൯
௠௛ሺ௬ሻ

, 

ሻݕሺ݂ܶ جه،يدر نت و ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯
௛ሺ௬ሻ.  

݅براي  .9قضية  ൌ Թሺܥ بسته از كنواختيبه طور  يرجبريز ௜ܣهاسدورف فشرده و  يك فضاي ௜ܺ، فرض كنيم 1,2 ௜ܺሻ 
ߙاعداد صحيح ناصفري باشند و  ݊و  ݉فرض كنيم . كنديرا جدا م ௜ܺ شامل توابع ثابت باشد كه نقاط ൐  . اگر0
ܶ: expܣଵ ⟶ expܣଶ كه در شرط باشد ييپوشا نگاشت  

Δఈ௡
௠ ሺ݂ܶ, ܶ݃ሻ ൌ Δఈ௡

௠ ሺ݂, ݃ሻ, 	 	 ሺ݂, ݃ ∈ expܣଵሻ, 
ଶሻܣChሺ:߮ يختيرهمسانآنگاه يك  صدق كند، ⟶ Chሺܣଵሻ كه طوريبه  دارد وجود  

݂ܶሺݕሻ ൌ ܶ1ሺݕሻ݂൫φሺݕሻ൯	 	 ൫݂ ∈ expܣଵ, ݕ ∈ Chሺܣଶሻ൯. 

  ] است.7[ ةقضي برهاناين قضيه مشابه  برهان ،]8[ گيري از قضيةبهره با .برهان
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