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Introduction 
Hyperstructure theory was founded in 1934 at the 8th congress of 

Scandinavian Mathematicians. Marty introduced the hypergroups as a 

generalization of groups in order to study problems in non-commutative 

algebra, such as cosets determined by non-invariant subgroups and then he 

proved its utility in solving some problems of groups, algebraic functions and 

rational fractions. Now this field of modern algebra is widely studied from the 

theoretical and applied viewpoints because of their applications can be used 

in the following areas: optimization theory, theory of discrete event dynamical 

systems, formal language theory, geometry, graphs, fuzzy sets, cryptography, 

automata, lattices binary relations, analysis of computer programs, codes and 

artificial intelligence have been extensively studied in the literature. 

 M. Krasner was the first to expand hypercompositional structures via the 

creation of structures containing composition and hypercompositions. Thus in 

1956, he replaced the additive group of a field with a special hypergroup, 

thereby introducing the hyperfield. He then used the hyperfield as the proper 

algebraic tool, in order to define a certain approximation of complete valued 

fields by sequences of such fields. Later, he introduced a more general 

structure, which relates to hyperfields in the same way rings relate to fields. 

He called this structure hyperring. Additional hypercompositional structures, 

similar to the above, introduced by various researchers, soon followed. 

Examples of those are the superring and the superfield, in which both the 

addition and the multiplication are hypercompositions.  Additionally, the 

study of formal languages introduced structures in which the 

hypercompositional component is a join hypergroup. Hyperstructures are 

much more flexible and varied than classical algebraic structures. For 

examples if  𝐻  is of prime order  𝑝 , there are a large number of non-

isomorphic hypergroups on  𝐻  while up to isomorphism, there is only one 

group  ℤ𝑝. This becomes clear in this paper, which enumerates the Krasner 

and new classes of hyperrings of order less than 4 and their automorphism 

groups. An important case in algebraic structures is characterize of them. Our 

aim in this paper is characterizing of Krasner hyperrings and new classes of 
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hyperrings of order less than 4 and then determine their automorphisms 

groups that is useful for researchers, Ph.D. students and et al. 

Material and methods 
There are only 10 non-isomorphic canonical hypergroups of order 3.  For 

obtain the all hyperrnigs we need to all permutations of members respect to 

multiplications of semigroups with zero of order 3. We obtain 8 semigroups 

of order 3 with zero element up to isomorphism. 

According to the number of canonical hypergroups and semigroups of order 

3, with the help of a computer program, we calculate the types Krasner 

hyperrings of order 3  up to isomorphism.  

Results  
With the notation below, all the hyperrings introduced in definitions 2-2 and 

2-3 of the third order are stated in one table. 

Krasner Hyperring = 

Weak Distributive Krasner Hyperring ⋂ 

Left Inclusion Distributive Krasner Hyperring ⊇ 

Right Inclusion Distributive Krasner Hyperring ⊆ 

left Near Krasner Hyperring L 

Right Near Krasner Hyperring R 

 

We note that the relation “=” imply the relations “⋂”, “⊆”, “⊇”, “L” and “R”, 

the relation “⊆” implies the relation “⋂” and the relation “⊇” implies the 

relation “⋂”. 

•12 •11 •10
′  •10 •9 •8

′  •8 •7
′  •7 •6

′  •6 •5
′  •5 •4

′  •4 •3
′  •3 •2

′  •2 •1 𝑅 

L R      R

⊇ 

R ⊇  L

⊇ 

L   =   = = +1 

L R ⊇   ⊇  R

⋂ 

R ⊇  L

⋂ 

L   ⊆   ⊆ = +2 

L R  ⊇   ⊇ R

⊇ 

R ⊇  L

⊇ 

L   ⊇   ⊇ = +3 

L

⊇ 

⊇
R 

⊇ ⊇  ⊇ ⊇ R

⊇ 

R ⊇  L

⊇ 

L   =   = = +4 

L R   ⋂   R

⋂ 

⋂
R 

⋂ ⋂ L

⋂ 

⋂
L 

= = ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +5 

L R ⊇  ⋂ ⊇  R

⋂ 

⋂
R 

⋂ ⋂ L

⋂ 

⋂
L 

⋂ ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +6 

L

⊇ 

⊇
R 

⊇ ⊇ ⋂ ⊇ ⊇ R

⋂ 

⋂
R 

⋂ ⋂ L

⋂ 

⋂
L 

= = ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +7 

L

⊆ 

⊆
R 

⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ R

⊆ 

⊆
R 

⊆ ⊆ L

⊆ 

L

⊆ 

= = ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ = +8 

L R      R R   L L = =     = +9 

L

⋂ 

⋂
R 

⋂ ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ R

⋂ 

⋂
R 

⋂ ⋂ L

⋂ 

⋂
L 

= = ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +10 

 

 



But in general: 

The relation “⋂” does not result in the relation “⊆”, see example (𝑅, +10,•11). 

The relation “⋂” does not result in the relation “⊆”, see example (𝑅, +10,•11) 

The relation “⊇”does not result in the relation “=”, see example (𝑅, +2,•8
′ ). 

The relation “⊆” does not result in the relation “=”, see example (𝑅, +2,•2) . 

The relation “⋂” does not result in the relation “=”, see example (𝑅, +10,•11). 

The relation “L” does not result in the relation “=”, see example (𝑅, +10,•12) 

. 

The relation “R” does not result in the relation “=”, see example (𝑅, +10,•11). 

Conclusion 

According to the theorems and results of this article, the following counts for 

hyperrings were obtained up to isomorphism: 

 
Table of the number of hyperrings and near yperrin of order 3  

Total Non-commutative Commutative  

19 0 19 Krasner Hyperring 

19 0 5 Krasner Hyperfield 

96 13 83 Weak Distributive Krasner Hyperring 

47 10 37 Left Inclusion Distributive Krasner 
Hyperring 

31 4 27 Right Inclusion Distributive Krasner 
Hyperring 

44 25 19 left Near Krasner Hyperring 

44 25 19 Right Near Krasner Hyperring 

 

For the future works, Krasner hyperrings of order 4 or a special class of them 

can be characterized by a similar method. Also, considering that hypervector 

spaces are defined on Krasner hyperfields and hypermodules are defined on 

Krasner hyperrings, the results stated in this article are useful in counting and 

classifying these hyperstructures. Also, it will be possible to characterize 

hyperrings made of Krasner and polysymmetric hyperrings using their 

automorphism groups in small orders. 
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 چکیده                  اطلاعات مقاله

 پژوهشیمقاله نوع مقاله: 

 

 22/07/1933 :افتیدر خیتار

 11/01/1000: بازنگری خیتار

 20/02/1000: رشیپذ خیتار

 90/09/1002: انتشار خیتار

 

  های کلیدی:واژه

  ،ابرحلقه کراسنر

  ،کراسنر دانیابرم

  ،فیضع یریپذعیابرحلقه کراسنر با توز

 ، چپ )راست( یابرحلقه کراسنر شمول

 ،)راست(ابرحلقه کراسنر چپ شبه

 .یختیگروه خودر

 

 

 
 

 9 ۀگروه با عضو صفر از مرتبنیم 12ابرگروه کانونی و  10در حد یکریختی به تعداد 

ها نسبت به ابرعمل گروهپذیری عمل نیموجود دارند. در این مقاله، به بررسی توزیع

 شود. سپسبه کمک محاسبات کامپیوتری پرداخته می 0 ۀهای کانونی تا مرتبابرگروه

ها )ابرحلقه کراسنر با های جدیدی از ابرحلقههای کراسنر و کلاسها و ابرمیدانابرحلقه

پذیری ضعیف، ابرحلقه کراسنر شمولی چپ، ابرحلقه کراسنر شمولی راست، توزیع

شمارش  0های کمتر از ابرحلقه کراسنر راست( با مرتبهابرحلقه کراسنر چپ و شبهشبه

ر های کراسنهای خودریختی ابرحلقهشوند. در پایان، گروهمی بندیو در حد یکریختی رده

 یابیم.دست آمده را میه ب
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 مقدمه .1

 همچنین کرد. او ارائه راابرحلقه مفهوم  ابرعمل، و عمل حاوی ساختارهایی ایجاد طریق از که بود کسی کراسنر نخستین

ها و ابرحلقه[ انواع 10در مرجع ]. [14]کرد  معرفی ابرمیدان را و جایگزین خاصی با ابرگروه را میدان یک جمعی گروه

های های کراسنر به دلیل نزدیک بودن آن به حلقهمعرفی شده، ابرحلقه  یها. در بین انواع ابرحلقهتوان دیدکاربردهای آن را می

معین و در حد ها از یک مرتبه ها و میدانبندی و شمارش حلقههرد معمولی مورد توجه بیشتر محققان قرار گرفته است.

رها نیز مدتی پرداختن به این موضوع در نظریه ابرساختا ها است.ه ها و میدانقیکریختی یک موضوع اساسی در نظریه حل

های روی یک مجموعه، ها در مقایسه با عملدر حال انجام است. با توجه به تعداد زیاد ابرعمل است توسط پژوهشگران

بندی و شمارش ساختارهای جبری نیستند. به عنوان نمونه دو گروه از بل مقایسه با ردهبندی و شمارش ابرساختارها قارده

. در مراجع [5] بالای هشت میلیارد هستند 4 ۀهای آبلی مرتبگروه-𝐻𝑣د ولی تعداد نریختی وجود داردر حد یک 4 ۀمرتب

 .شده است ها مشخصگروه-𝐻𝑣 ها و[ با محاسبات کامپیوتری تعداد ابرگروه18، 7، 5]

های مادی مورد توجه تعدادی از پژوهشگران قرار گرفته جا که مطالعه و بررسی ابرساختارهای متناهی حاکم بر پدیدهاز آن

حاکم بر  روابطبرای شناخت بهتر لذا مشخص شدن تعداد و شکل ساختاری این ابرساختارها  ،[12، 11، 9 ،2، 1است]

بندی شمارش شده بوسیله کامپیوتر و بدون رده 3های مرتبه تعداد ابرحلقه. بودد نخواه ، مفیدادی مورد بررسیمهای پدیده

را بوسیله برنامه  6های)از نوع کراسنر( تا مرتبه [ تعداد ابرمیدان3[. عامری و همکاران ]4]است 33،277،642به تعداد 

در  اند.را شمارش کرده 4 ۀهای کراسنر مرتبابرمیدانها و گروه[ پلی13اند. ایرانمنش و همکاران ]کامپیوتری شمارش کرده

 های[ ابرمیدان13، 3بندی انجام شده است. همچنین، در مقالات ]بدون هیچگونه دسته 3های مرتبه [ فقط تعداد ابرحلقه4مقاله ]

جداول کیلی آن ها بوسیله های کراسنر و مشخص سازی آناند. در خصوص ابرحلقهکوچک شمارش شدهکراسنر از مرتبه 

ریختی در حد یکرا های مرتبط های کراسنر و انواع دیگر ابرحلقهد تا ابرحلقهباعث شاین ایده  و تاکنون کاری انجام نشده است

تر های کراسنر، مطالعه و شناخت عمیقها و ابرمیدانبندی ابرحلقهکاربردهای مستقیم رده از یکی .کنیمبندی شمارش و رده

های های کراسنر هستند. همچنین، شمارش ابرحلقهها روی ابرحلقههای کراسنر و ابرمدولبرداری روی ابرمیدانابرفضاهای 

,𝐻)ساخته شده از ابرحلقه کراسنر و  [15] های چندمتقارنکامل، ابرحلقه 𝑅) -های بندی ابرحلقهها با استفاده از ردهابرحلقه

 بود. پذیر خواهدهای کوچک امکاندر مرتبه ،هاهای خودریختی آنکراسنر و داشتن گروه

 پذیریانواع توزیع موضوع بررسی با کامپیوتری الگوریتمعضوی،  3های گروههای کانونی و نیمابرگروهاستفاده از با  در این مقاله،

 ساختار علاوه بر شمارش،جا در این .ات انجام شده استمحاسبو  شدهتهیه  متناظر گروه روی ابرعمل ابرگروه کانونیعمل نیم

، تعاریف مورد نیاز آورده شده و در خصوص 2در بخش  است. شدهدقیق مشخص به طور نیز  و جداول کیلی آن ابرحلقه

 و هاابرحلقهتمامی  (ریختیدر حد یک)تعداد دقیق ، 3دو ابرحلقه قضایا و نتایجی بیان شده است. در بخش بین ریختی یک
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ضعیف، ابرحلقه کراسنر شمولی چپ،  پذیریتوزیع)ابرحلقه کراسنر با  هاابرحلقههای جدیدی از و کلاس های کراسنرابرمیدان

 ومشخص  4کمتر از ی هارتبهکراسنر راست( با م ابرحلقهشبهکراسنر چپ و  ابرحلقهشبهابرحلقه کراسنر شمولی راست، 

نتایج در پایان و  آوردهرا به دست  4کمتر از های کراسنر تا مرتبه ابرحلقهریختی خود گروه ،4در بخش  .شوندمی بندیرده

 .شوندارائه میجدول  سه این مقاله در

 مفاهیم پایه. 2

:∘به همراه نگاشت  𝐻مجموعه غیرتهی  𝐻 × 𝐻 → 𝑃∗(𝐻) ( گویند و را ابرعمل می ∘نگاشت𝑃∗(𝐻)  مجموعه تمام

 نامند:زیر صدق کند را یک ابرگروه می( که در دو شرط باشدمی 𝐻ی غیرتهی هامجموعهزیر

,𝑥به ازای هر  پذیری:شرکت (1)  𝑦, 𝑧 ∊ 𝐻 ،(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧). 

𝑥به ازای هر  اصل تکثیر: (2) ∊ 𝐻 ،𝑥 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑥 = 𝐻.  

𝐴 دهیمقرار می گاهآن ،باشند 𝐻دو زیرمجموعه غیرتهی از  𝐵و  𝐴 فرض کنید ∘ 𝐵 = ⋃{𝑎 ∘ 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} همچنین .

{𝑥}به جای  ∘ 𝐴  و𝐴 ∘ {𝑥}  به ترتیب از𝑥 ∘ 𝐴  و𝐴 ∘ 𝑥  کنیممیاستفاده. 

ها حالت گروه[. پلی14] های کراسنر مورد استفاده قرار گرفتهای کانونی اولین بار توسط کراسنر در معرفی ابرحلقهابرگروه 

 .های کانونی هستندتر ابرگروهکلی

,∘,𝑃) ابرساختار [8]:1-2 تعریف 𝑒, 𝑒 هرگاه گوییم گروهپلی را (1−  ∈ 𝑃،  −1 روی انییک عملگر یک 𝑃،" ∘ ابرعمل  یک "

 :است برقرار زیر اصول و 𝑃روی 

(1 )(𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧 = 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧)، 

(2) 𝑥 ∘ 𝑒 = 𝑒 ∘ 𝑥 = 𝑥، 

𝑥اگر ( 3) ∊ 𝑦 ∘ 𝑧  آنگاه𝑦 ∊ 𝑥 ∘ 𝑧−1  و𝑧 ∊ 𝑦−1 ∘ 𝑥. 

  .نامیممی کانونی ابرگروه را جاییهجاب گروهپلی یک

 بار اولین برای هاابرحلقه از نوع این. نزدیکترند معمولی هایحلقه به که هستند هاابرحلقه از خاصی نوع کراسنر هایابرحلقه

 .گرفت قرار بررسی مورد و تعریف کراسنر توسط
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,𝑅) ابرساختار یک [10]:2-2 تعریف  : هرگاه گوییم کراسنر ابرحلقه را (•,+

(1) (𝑅, +, 𝑒,  .باشد کانونی ابرگروه یک (1− 

(2 )(𝑅,•) صفر عنصر با گروهیک نیم𝑒  برای هر ، یعنی باشد𝑥 ∈ 𝑅 داشته باشیم 𝑥 • 𝑒 = 𝑒 • 𝑥 = 𝑒.( 𝑒 را صفر ابرحلقه

 نامیم(.می

"توزیع پذیری عمل  (3) • "نسبت به ابرعمل  " + ,𝑥برای هر از چپ و راست برقرار باشد، یعنی  " 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅، 

(𝐷)        𝑥 • (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 • 𝑦 + 𝑥 • 𝑧, (𝑥 + 𝑦) • 𝑧 = 𝑥 • 𝑧 + 𝑦 • 𝑧. 

,𝑅) ابرحلقه کراسنر 𝑅)، هرگاه گوییم کراسنر حلقه تقسیمابر را (•,+ − {𝑒},•) .یک گروه باشد 

,𝑅) ابرحلقه کراسنر 𝑅)، هرگاه گوییم کراسنرمیدان ابر را (•,+ − {𝑒},•) .یک گروه آبلی باشد 

,𝑅)ابرحلقه کراسنر  ,𝑥به ازای هر هرگاه گوییم  صفر کراسنر ابرحلقهرا  (•,+ 𝑦 ∊ 𝑅  داشته باشیم𝑥 • 𝑦 = 𝑒 که در آن 

𝑒  صفرعضو 𝑅 .است 

 را: 2-2ابرساختار تعریف  :3-2تعریف 

 های زیر جایگزین کنیم:را با شرط (𝐷)گوییم هرگاه شرط  ضعیف پذیریتوزیعابرحلقه کراسنر با 

(𝑊𝐷)    (𝑥 + 𝑦) • 𝑧⋂𝑥 • 𝑧 + 𝑦 • 𝑧 ≠ ⏀, 𝑥 • (𝑦 + 𝑧)⋂𝑥 • 𝑦 + 𝑥 • 𝑧 ≠ ⏀. 

 های زیر جایگزین کنیم:را با شرط (𝐷)هرگاه شرط گوییم  مول چپابرحلقه کراسنر ش

(𝐿𝐼𝐷)    (𝑥 + 𝑦) • 𝑧 ⊆ 𝑥 • 𝑧 + 𝑦 • 𝑧, 𝑥 • (𝑦 + 𝑧) ⊆ 𝑥 • 𝑦 + 𝑥 • 𝑧. 

 های زیر جایگزین کنیم:را با شرط (𝐷)گوییم هرگاه شرط  راستابرحلقه کراسنر شمول 

(𝑅𝐼𝐷)    (𝑥 + 𝑦) • 𝑧 ⊇ 𝑥 • 𝑧 + 𝑦 • 𝑧, 𝑥 • (𝑦 + 𝑧) ⊇ 𝑥 • 𝑦 + 𝑥 • 𝑧. 

 :را با شرط زیر جایگزین کنیم (𝐷)هرگاه شرط گوییم  کراسنر چپ حلقهابرشبه

(𝑅𝑛𝐷)    𝑥 • (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 • 𝑦 + 𝑥 • 𝑧. 
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 :را با شرط زیر جایگزین کنیم (𝐷)گوییم هرگاه شرط  حلقه کراسنر چپابرشبه

(𝐿𝑛𝐷)    (𝑥 + 𝑦) • 𝑧 = 𝑥 • 𝑧 + 𝑦 • 𝑧. 

های کراسنر راست، ابرحلقهو شبهکراسنر چپ  ابرحلقهشبه جابجایی باشد. (•,𝑅)گوییم هرگاه  جابجاییابرساختارهای فوق را 

 است. 3-2یا  2-2 در این مقاله منظور از ابرحلقه یکی از تعاریف جایی هستند.هغیرجاب

𝑥برای راحتی کار نماد  • 𝑦  را با𝑥𝑦  دهیممینمایش. 

,𝑅)( اگر 1): 4-2لم  ضعیف، ابرحلقه کراسنر شمول  پذیریتوزیعیک ابرحلقه کراسنر باشد آنگاه یک ابرحلقه کراسنر با  (•,+

 کراسنر راست نیز است. ابرحلقهشبهکراسنر چپ و  ابرحلقهشبهچپ، ابرحلقه کراسنر شمول راست، 

,𝑅)( اگر 2)  ضعیف نیز است. پذیریتوزیعابرحلقه کراسنر با گاه یک یک ابرحلقه کراسنر شمول چپ یا راست باشد آن (•,+

:𝑓نگاشت یک به یک و پوشای  𝑅1 → 𝑅2  را یکریخت گوییم هرگاه  هاابرحلقهاز𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)  و

𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦). گوییم در این مورد می𝑅1  و𝑅2 ریخت هستند و با یک𝑅1 ≅ 𝑅2  دهیممینشان. 

,𝑅)فرض کنید  :5-2لم  ,𝑅)و  (•,+ ,𝑅) گاهآن باشند. 𝑒ریخت با عضو صفر دو ابرحلقه یک (′•,′+ ,𝑅)و  (+ دو  (′+

 ریخت هستند.گروه یکدو نیم (′•,𝑅)و  (•,𝑅)ریخت و ابرگروه کانونی یک

:𝑓اگر  اثبات. 𝑅 → 𝑅 ریختی بین یک(𝑅, ,𝑅)و  (•,+ ,𝑅) کانونیدو ابرگروه ریختی بین یک 𝑓گاه باشد، آن (′•,′+ و  (+

(𝑅,  است. (′•,𝑅)و  (•,𝑅)گروه نیمدو ریختی بین یک 𝑓و  (′+

,𝑅)فرض کنید  :6-2 ۀنتیج ,𝑅)و  (•,+  گروهدو نیم (′•,𝑅)و  (•,𝑅)اگر  باشند. 𝑒دو ابرحلقه با عضو صفر  (′•,+

,𝑅)باشند، آنگاه  یکریختغیر ,𝑅)و  (•,+  ریخت هستند.یکغیر دو ابرحلقه (′•,+

,𝑅)فرض کنید  :7-2 ۀنکت ,𝑅)و  (•,+  ریختیک گروهدو نیم (′•,𝑅)و  (•,𝑅)اگر  باشند. 𝑒دو ابرحلقه با عضو صفر  (′•,+

,𝑅) گاه ممکن استباشند، آن ,𝑅)و  (•,+ های ابرحلقه مثال به عنوان ریخت باشند.یکغیریخت یا ریک دو ابرحلقه (′•,+

,𝑅) پذیر ضعیف کراسنریتوزیع +6,•7
′ ,𝑅)و  (  هایگروهدر حالی که نیم ،ریخت هستندیکغیر 21-3در قضیه (7•,6+

(𝑅,•7) و (𝑅,•7
′  ریخت هستند. یک (

,𝑅)فرض کنید  :8-2 ۀنکت ,𝑅)و  (•,+  گروهدو نیم (′•,𝑅)و  (•,𝑅)اگر  باشند. 𝑒با عضو صفر  ساختاردو ابر (′•,+

,𝑅)گاه ممکن است باشند، آن ریختیک ,𝑅)و ابرحلقه  (•,+  ،8-3ۀبه قضی بنا به عنوان مثال ابرحلقه نباشد. (′•,+
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(𝑅, ,𝑅) یک ابرحلقه کراسنر است ولی (4•,9+ +9,•4
′ 𝑅,•4) و (𝑅,•4) هایگروهنیم کهحالی در .ابرحلقه کراسنر نیست (

′ ) 

 ریخت هستند.یک

,𝑅)فرض کنید  :9-2 ۀنتیج ,𝑅)و  (•,+ ,𝑅)اگر  باشند. 𝑒دو ابرحلقه با عضو صفر  (•,′+ ,𝑅)و  (+ کانونی  گروهابردو  (′+

,𝑅)گاه باشند، آن ریختیکغیر ,𝑅)و  (•,+  ریخت هستند.یکغیر دو ابرحلقه (•,′+

,𝑅)فرض کنید  :10-2 ۀقضی  ′+ ابرعمل گاهباشند آن ریختگروه یکدو نیم (′•,𝑅)و  (•,𝑅)یک ابرحلقه باشد. اگر  (•,+

,𝑅)دو ابرگروه کانونی طوری که وجود دارد به ,𝑅)و  (+ ,𝑅)هستند و  ریختیک (′+ +,•′) ≅ (𝑅, +′,•). 

:𝑓فرض کنید  اثبات: (𝑅,•) → (𝑅,•′) را برای هر  ′+گروهی باشد. در این صورت ابرعمل ریختی نیمیک𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅  به

𝑥+′𝑦صورت  = 𝑓−1(𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) کنیم. در این صورت تعریف می(𝑅, ,𝑅)ابرگروه کانونی و یکریخت با  (′+ است  (+

:𝑓ریختی با تابع و این یک (𝑅, +′) → (𝑅, :𝑓باشد. حال می (+ (𝑅, +′,•) → (𝑅,  باشد.نیز می اییکریختی ابرحلقه (′•,+

,𝑅)اگر  :11-2 ۀنتیج های ابرحلقهتمام گاه باشد، آن 𝑒با صفر  گروهنیم (•,𝑅)و  𝑒کانونی با عضو همانی  گروهابر (+

,𝑅)یکریخت غیر •,𝑅)با  (•,𝑅)وقتی  (′•,+ ,𝑅)یکریخت غیرهای ابرحلقه تمام بایکریخت هست  (′ ,𝑅)وقتی  (•,′+ +) 

,𝑅)با   تناظری یک به یک دارند. یکریخت هست،  (′+

,𝑅)اگر  :12-2 ۀنتیج های باشد، آنگاه تمام ابرحلقه 𝑒با صفر  گروهنیم (•,𝑅)و  𝑒کانونی با عضو همانی  گروهابر (+

,𝑅)یکریخت غیر ,𝑅)یکریخت غیرهای یکریخت هست با تمام ابرحلقه (′•,𝑅)با  (•,𝑅)وقتی  (′•,+ وقتی  (′′•,′′+

(𝑅, ,𝑅)با  (′′+ •,𝑅)با  (′′•,𝑅)و  ریختیک (′+  ریخت هستند، تناظری یک به یک دارند. یک (′

 کراسنری هایو ابرمیدان هاابرحلقه بندیرده. 3

 . کنیممی بندیردهرا در حد یکریختی  هاآن بررسی و 3و  2از مرتبه  را کراسنریی هاابرحلقهدر این بخش تمامی 

𝑅) توان دید فقط یک ابرحلقه کراسنربه راحتی می = {𝑒}, و در نتیجه فقط یک ابرحلقه کراسنر تک عضوی وجود دارد  (•,+

 ابرحلقهشبهکراسنر چپ و  ابرحلقهشبهضعیف، ابرحلقه کراسنر شمولی چپ، ابرحلقه کراسنر شمولی راست،  پذیریتوزیعبا 

 جایی هستند.هجاب هاآن یهمهکراسنر راست از مرتبه یک وجود دارد که 

𝑅فرض کنید  حال = {𝑒, 𝑎} .دو را مشخص کرده و در نهایت قانون  ۀی مرتبهاگروهنیمی کانونی و سپس هاگروهابتدا ابر

 .کنیممیرا بررسی  پذیریتوزیع
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𝑅فرض کنید  :1-3لم  = {𝑒, 𝑎} ریخت یکغیر. در این صورت دو ابرگروه کانونی(𝑅, ,𝑅)و  (1+ های کیلی با جدول (2+

 زیر وجود دارند.

a e +1   a e +2 

a e e   a e e 

e,a a a   e a a 

𝑅فرض کنید  :2-3لم  = {𝑒, 𝑎} یکریخت غیرگروه نیمدو . در این صورت(𝑅,•1)  و(𝑅,•2) های کیلی زیر وجود با جدول

 دارند.

a e •2   a e •1 

e e e   e e e 

a e a   e e a 

 

از  ابرحلقه کراسنر ناصفر( 2 ابرحلقه کراسنر صفر و 2) یکریختچهار ابرحلقه کراسنر غیر ،2-3لم  و 1-3با مفروضات لم : 3-3 ۀقضی

 .آینددست میه ببه صورت زیر  مرتبه دو

 

(𝑅, +1,•1)      (𝑅, +1,•2)     (𝑅, +2,•1)     (𝑅, +2,•2). 

 

هر چهار ابرحلقه کراسنر بالا  از مرتبه دو هستند. یکریختفوق، دو ابرمیدان کراسنر غیر ناصفرهمچنین دو ابرحلقه کراسنر 

 جایی هستند.هجاب

 

 پذیریتوزیعچهار ابرحلقه کراسنر با  گیریمنتیجه می اند،های ممکن بررسی شدهی حالتو از آنجا که همه 4-2لم  بنا به

کراسنر راست  ابرحلقهشبهکراسنر چپ و  ابرحلقهشبهضعیف، ابرحلقه کراسنر شمولی چپ، ابرحلقه کراسنر شمولی راست، 

 جایی هستند.هساختارها جابابراین  ۀهمبینیم که میهمان طوروجود دارد. 

𝑅حال فرض کنید  = {𝑒, 𝑎, 𝑏} تمام و  3مرتبه ی کانونی هاگروه، ابتدا تمامی ابرهاحالت یهمه. برای به دست آوردن

تمام  12-2و  11-2، 10-2، 5-2با توجه به قضایای  سپس .کنیممیدر حد یکریختی پیدا  را 𝑒 صفربا عضو  هاگروهنیم

به  برای ابرحلقه کراسنر ی ممکنهاحالتتا تمامی  کنیممیرا اعمال  گروهی نیمروی اعضا)یکریختی( ممکن  هایجایگشت

 دست بیاید.
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 د.نزیر وجود دار با جداول کیلیده ابرگروه کانونی غیریکریخت از مرتبه سه  [8] :4-3 ۀقضی

b a e +3   b a e +2   b a e +1 

b a e e   b a e e   b a e e 

b e,a a a   b e a a   b e a a 

e,a b b b   e,a,b b b b   e,a b b b 

 

b a e +6   b a e +5   b a e +4 

b a e e   b a e e   b a e e 

a,b e,b a a   a,b e,b a a   b e,a a a 

e,a,b a,b b b   e,a a,b b b   e,a,b b b b 

 

b a e +9   b a e +8   b a e +7 

b a e e   b a e e   b a e e 

e b a a   e,a,b a a a   a,b e,a,b a a 

a e b b   b e,a,b b b   e,a,b a,b b b 

 

      b a e +10       

      b a e e       

      e,a,b a,b a a       

      a,b e,a,b b b       

از آنها دارای عضو  عددد که فقط دوازده نداروجود ریختی در حد یکسه  ۀاز مرتب گروهنیمبیست و چهار [ 6]: 5-3 ۀقضی

  هستند.زیر  با جداول کیلی 𝑒 صفر

b a e •4  b a e •3  b a e •2  b a e •1 

e e e e  e e e e  e e e e  e e e e 

b a e a  b a e a  e e e a  e e e a 

a b e b  e b e b  a e e b  e e e b 

 
b a e •8  b a e •7  b a e •6  b a e •5 

e e e e  e e e e  e e e e  e e e e 

a a e a  e a e a  e a e a  b a e a 

a a e b  e b e b  e e e b  e e e b 

 
b a e •12  b a e •11  b a e •10  b a e •9 

e e e e  e e e e  e e e e  e e e e 

b a e a  a a e a  a a e a  e a e a 

b a e b  b b e b  b a e b  b e e b 
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 هایگروهنیمیا  4-3 ۀقضی های کانونیابرگروهریخت با ساختارهای یک باید، ی کراسنرهابرای به دست آوردن تمامی ابرحلقه

ریخت با یک 𝑒های با صفر گروهکافی است نیم 12-2و  11-2، 10-2با توجه به قضایای را به دست آوریم.  5-3 ۀقضی

𝐹ایگشت اگر ج .آوریم را به دست 5-3در قضیه  𝑒های با صفر گروهنیم ∈ 𝑆3  صفربا عضو  هاگروهنیمیک یکریختی از 𝑒 

𝐹(𝑒) گاهآن باشد = 𝑒 گشت همانی و جایگشت فقط جای. بنابراین(𝑎 𝑏) توانند به عنوان نگاشت یکریختی عمل کنند. می

 ۀهم، 5-3 ۀی قضیهاگروهنیمروی  (𝑎 𝑏)گشت جای دادن با اثرکند، پس جایگشت همانی ساختار جدیدی ایجاد نمی

 آوریم.را به دست می هاآنبا  ریختو غیریک ریختی یکهاگروههای نیمحالت

𝑖•را با  (𝑎 𝑏)گشت تحت جای 𝑖•یکریخت با  عمل
𝑖=•𝑖•دهیم. اگر نمایش می ′

نویسیم. برای به دست آوردن بود آن را نمی ′

𝑖• کیلی عمل جدول
در جدول کیلی  𝑏𝑎و  𝑎𝑏های با هم و خانه 𝑖•در جدول کیلی عمل  𝑏𝑏و  𝑎𝑎های کافیست خانه ′

 جا به جا شوند.با هم  𝑖•عمل 

b a e •5
′   b a e •4

′   b a e •3
′   b a e •2

′  

e e e e  e e e e  e e e e  e e e e 

e e e a  a b e a  a e e a  e b e a 

b a e b  b a e b  b a e b  e e e b 

 

b a e •10
′   b a e •8

′   b a e •7
′   b a e •6

′  

e e e e  e e e e  e e e e  e e e e 

b a e a  b b e a  a e e a  e e e a 

b b e b  b b e b  b e e b  b e e b 

 

 با توجه به جداول بالا داریم:

𝑖 هر به ازای :6-3 ۀنتیج = 𝑗و  5,7,8,9,10 = 1,2,3, … ,𝑅)داریم  12, +𝑖,•𝑗) ≅ (𝑅, +𝑖,•𝑗
′) . 

𝑖 هر همچنین به ازای = 𝑗و  1,2,3,4,6 = ,𝑅)داریم  1,9,11,12 +𝑖,•𝑗) ≅ (𝑅, +𝑖,•𝑗
′). 

𝑖 هر همچنین به ازای = 𝑗و  1,2,3,4,6 = ,𝑅)داریم  2,3,4,5,6,7,8,10 +𝑖,•𝑗) ≇ (𝑅, +𝑖,•𝑗
′). 

در واقع در این برنامه که الگوریتم آن در زیر بیان شده دهیم. کار را با استفاده از برنامه نویسی کامپیوتری انجام می ،ادامهدر 

های در گروهریخت با نیمهای یکگروهبا عمل نیم 4-3 ۀهای کانونی قضیپذیری ابرعمل ابرگروهانواع توزیعاست، به بررسی 

های کراسنر، ابرحلقهتمامی در نهایت با کمک این الگوریتم، قضایا و نتایج قبل و محاسبات کامپیوتری،  پردازیم.می 5-3ۀ قضی

ضعیف، ابرحلقه کراسنر شمولی چپ،  پذیریتوزیع)ابرحلقه کراسنر با  هاابرحلقههای جدیدی از های کراسنر و کلاسابرمیدان
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سپس  کنیم ومیرا مشخص  3 رتبهکراسنر راست( با م ابرحلقهشبهکراسنر چپ و  ابرحلقهشبهابرحلقه کراسنر شمولی راست، 

 کنیم.می بندیردهریختی در حد یک

2•≕13•برای آسانی در محاسبات قرار دهید 
′ ،•14≔•3

′ ،•15≔•4
′ ،•16≔•5

′ ،•17≔•6
′ ،•18≔•7

′ ،•19≔•8
′ ،•20≔•10

′. 

 .داریمالگوریتم زیر را  5-3 ۀو قضی 4-3 ۀ، قضی6-3 ۀحال با توجه به نتیج

 3-2و  2-2های کراسنری بیان شده در تعاریف الگوریتم بررسی انواع ابرحلقه

𝑆قرار دهید  (1 = {+𝑖|𝑖 = 1,2, … ,10}. 

𝑃قرار دهید  (2 = {•𝑗 |𝑗 = 1,2, … ,20}. 

  در نظر بگیرید: تهی ۀبرابر با مجموع های زیر رامجموعه (3

WDKH:=   پذیری ضعیفتوزیعهای کراسنر با ابرحلقهمجموعه  

LIDKH:= کراسنر شمولی چپ هایحلقهابرمجموعه    

RIDKH:=   کراسنر شمولی راست هایابرحلقه مجموعه 

LnDKH:=   چپ هایابرحلقهشبهمجموعه  

RnDKH:=   راست هایابرحلقهشبهمجموعه  

DKH:= کراسنر  هایابرحلقه مجموعه   

4) i=1   دهیدقرار. 

5) j=1   دهیدقرار. 

,R) ، ابرساختارصدق کرد (WD) در شرط 𝑗•روی  𝑖+ اگر (6 +𝑖,•𝑗 )  های کراسنر با ابرحلقهرا به مجموعه

 .یدبرو 9 ۀ، وگرنه به مرحلیدبرو 7 ۀو به مرحل یداضافه کن پذیری ضعیفتوزیع

,R)صدق کرد، ابرساختار  (LID)در شرط  𝑗•روی  𝑖+اگر  (7 +𝑖,•𝑗 )  های کراسنر شمولی چپابرحلقهرا به مجموعه 

 .یداضافه کن

,R)صدق کرد، ابرساختار  (RID)در شرط  𝑗•روی  𝑖+اگر  (8 +𝑖,•𝑗 )  های کراسنر شمولی ابرحلقهرا به مجموعه

 .یداضافه کن راست
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,R)صدق کرد، ابرساختار  (LnD)در شرط  𝑗•روی  𝑖+اگر  (9 +𝑖,•𝑗 )  های کراسنر شمولی ابرحلقهشبهرا به مجموعه

 .یدکن اضافه چپ

,R)صدق کرد، ابرساختار  (RnD)در شرط  𝑗•روی  𝑖+اگر  (10 +𝑖,•𝑗 )  های کراسنر شمولی ابرحلقهرا به مجموعه

 .یدبرو 12 ۀمرحل ، وگرنه بهیدکن اضافهراست 

,R)صدق کرد، ابرساختار  (D)در شرط  𝑗•روی  𝑖+اگر  (11 +𝑖,•𝑗 )  یداضافه کنهای کراسنر ابرحلقهرا به مجموعه. 

𝑗اگر  (12 <  .یدبرو 6 ۀو به مرحل یدفه کنااض یکی 𝑗به  12

𝑖اگر  (13 ∈ 𝑗 و {1,2,3,4,6} ≤  روید.ب 6 ۀبه مرحل 20

𝑖اگر  (14 <  بروید. 5 ۀو به مرحل یکی اضافه کنید 𝑖به  10

 .یدا چاپ کنر 3های مرحله مجموعه (15

 .پایان  (16

,𝑅)د. در واقع نوجود دارسه  ۀریخت از مرتبیکغیرصفر ده ابرحلقه کراسنر  :7-3لم +𝑖,•1)  به ازای𝑖 = 1,2, … ,10 

 هستند. سه ۀصفر مرتبی کراسنر هاابرحلقه

𝑅فرض کنید  :8-3 ۀقضی = {𝑒, 𝑎, 𝑏} عدد 10وجود دارند که  سه ۀریخت مرتبیکغیر ابرحلقه کراسنر 19. در این صورت 

 هستند: ابرحلقه کراسنر ناصفراز آنها  عدد 9و  ابرحلقه کراسنر صفراز آنها 

(𝑅, +5,•4) (𝑅, +4,•3
′ ) (𝑅, +4,•2) (𝑅, +1,•3

′ ) (𝑅, +1,•2) 

 (𝑅, +10,•4). (𝑅, +9,•4) (𝑅, +8,•4) (𝑅, +7,•4) 

  جایی هستند.هجاب 3 ۀی کراسنر مرتباهتمام ابرحلقه :9-3 ۀنتیج

سه هستند که در زیر آورده شده است. این  ۀریخت مرتبیکغیر کراسنر هایمیدانابرتعداد تعیین  ،8-3 ۀیکی از نتایج قضی

 [ بیان شده است.3نتیجه به روش دیگری در مرجع ]

𝑅فرض کنید  :10-3 ۀنتیج = {𝑒, 𝑎, 𝑏} که در زیر وجود دارند سه ۀریخت مرتبیکغیر کراسنر میدانابر 5. در این صورت ،

  اند:آورده شده

(𝑅, +10,•4). (𝑅, +9,•4) (𝑅, +8,•4) (𝑅, +7,•4) (𝑅, +5,•4) 
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کراسنر چپ است و  ابرحلقهشبهابرحلقه کراسنر یک ، هر 4-2طبق لم کراسنر چپ،  ابرحلقهشبهحال برای به دست آوردن 

 های کراسنر چپ به صورت زیر هستند: ابرحلقهشبه بقیهنیازی به بررسی مجدد نیستند. 

(، 9-3و  8-3ابرحلقه کراسنر هستند )لم  هاآن عدد از 19کراسنر چپ وجود دارد که  ابرحلقهشبهچهل و چهار : 11-3 ۀقضی

 به صورت زیر هستند: هاآن ۀبقی

(𝑅, +2,•12) (𝑅, +2,•5) (𝑅, +1,•5
′ ) (𝑅, +1,•12) (𝑅, +1,•5) 

(𝑅, +4,•5) (𝑅, +3,•5
′ ) (𝑅, +3,•12) (𝑅, +3,•5) (𝑅, +2,•5

′ ) 

(𝑅, +6,•5) (𝑅, +5,•12) (𝑅, +5,•5) (𝑅, +4,•5
′ ) (𝑅, +4,•12) 

(𝑅, +8,•5) (𝑅, +7,•12) (𝑅, +7,•5) (𝑅, +6,•5
′ ) (𝑅, +6,•12) 

(𝑅, +10,•12). (𝑅, +10,•5) (𝑅, +9,•12) (𝑅, +9,•5) (𝑅, +8,•12) 

  کراسنر نیستند. ابرحلقهریخت وجود دارند که کراسنر چپ غیریک ابرحلقهشبه 25بنابراین  

کراسنر راست است  ابرحلقهشبه، هر ابرحلقه کراسنر یک 4-2کراسنر راست، طبق لم  ابرحلقهشبهحال برای به دست آوردن 

 ی کراسنر راست به صورت زیر هستند:هاابرحلقهشبه بقیهو نیازی به بررسی مجدد نیستند. 

 بقیه (،9-3و  8-3ابرحلقه کراسنر هستند )لم  هاآن عدد از 19کراسنر راست وجود دارد که  ابرحلقهشبهچهل و چهار  :12-3 ۀقضی

 به صورت زیر هستند: هاآن

(𝑹, +𝟐,•𝟏𝟏) (𝑹, +𝟐,•𝟕) (𝑹, +𝟏,•𝟕
′ ) (𝑹, +𝟏,•𝟏𝟏) (𝑹, +𝟏,•𝟕) 

(𝑹, +𝟒,•𝟕) (𝑅, +3,•7
′ ) (𝑅, +3,•11) (𝑅, +3,•7) (𝑅, +2,•7

′ ) 

(𝑹, +𝟔,•𝟕) (𝑅, +5,•11) (𝑅, +5,•7) (𝑅, +4,•7
′ ) (𝑅, +4,•11) 

(𝑹, +𝟖,•𝟕) (𝑅, +7,•11) (𝑅, +7,•7) (𝑅, +6,•7
′ ) (𝑅, +6,•11) 

(𝑹, +𝟏𝟎,•𝟏𝟏). (𝑅, +10,•7) (𝑅, +9,•11) (𝑅, +9,•7) (𝑅, +8,•11) 

 کراسنر نیستند. ابرحلقهکراسنر راست غیریکریخت وجود دارند که  ابرحلقهشبه 25بنابراین  

 های کراسنر راست با هم برابرند.ابرحلقهشبههای کراسنر چپ و ابرحلقهشبهتعداد  :13-3نتیجه 

 جایی هستند.هنیستند، غیرجاب راست غیریکریخت که ابرحلقه کراسنر)چپ(کراسنر  هایابرحلقهشبه تمام :14-3نتیجه 
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کراسنر شمولی چپ  ابرحلقه، هر ابرحلقه کراسنر یک 4-2کراسنر شمولی چپ، طبق لم  ابرحلقهحال برای به دست آوردن 

 .شونددر قضیه زیر ارائه میهای کراسنر شمولی چپ ابرحلقه بقیهاست و نیازی به بررسی مجدد نیستند. 

 (،9-3 لم و 8-3ابرحلقه کراسنر هستند )لم  هاآن عدد از 19کراسنر شمولی چپ وجود دارد که  ابرحلقه چهل و هفت :15-3قضیه 

 به صورت زیر هستند: هاآن بقیه

(𝑹, +𝟐,•𝟏𝟎
′ ) (𝑹, +𝟐,•𝟖

′ ) (𝑹, +𝟐 •𝟔
′ ) (𝑹, +𝟏,•𝟕

′ ) (𝑹, +𝟏,•𝟔
′ ) (𝑹, +𝟏,•𝟓

′ ) 

(𝑹, +𝟑,•𝟔
′ ) (𝑅, +3,•5

′ ) (𝑅, +3,•3
′ ) (𝑅, +3,•10) (𝑅, +3,•8) (𝑅, +3,•2) 

(𝑹, +𝟒,•𝟓
′ ) (𝑅, +4,•12) (𝑅, +4,•11) (𝑅, +4,•10) (𝑅, +4,•8) (𝑅, +3,•7

′ ) 

(𝑹, +𝟔,•𝟏𝟎
′ ) (𝑅, +6,•8

′ ) (𝑅, +4,•10
′ ) (𝑅, +4,•8

′ ) (𝑅, +4,•7
′ ) (𝑅, +4,•6

′ ) 

  (𝑅, +7,•12). (𝑅, +7,•11) (𝑅, +7,•10) (𝑅, +7,•8) 

 کراسنر شمولی چپ غیریکریخت وجود دارند که ابرحلقه کراسنر نیستند. ابرحلقه 28بنابراین 

 به صورت زیر هستند: و دنوجود دار غیرجابجایی کراسنر شمولی چپ ابرحلقه ده :16-3 ۀنتیج

(𝑅, +4,•12) (𝑅, +7,•12) (𝑅, +7,•11) (𝑅, +4,•7
′ ) (𝑅, +1,•5

′ ) 

(𝑅, +4,•5
′ ). (𝑅, +3,•5

′ ) (𝑅, +4,•11) (𝑅, +1,•7
′ ) (𝑅, +3,•7

′ ) 

کراسنر شمولی چپ  ابرحلقه، هر ابرحلقه کراسنر یک 4-2کراسنر شمولی راست، طبق لم  ابرحلقهحال برای به دست آوردن 

 های کراسنر شمولی چپ به صورت زیر هستند. ابرحلقه بقیهاست و نیازی به بررسی مجدد نیستند. 

(، 9-3و  8-3ابرحلقه کراسنر هستند )لم  هاآن عدد از 19کراسنر شمولی راست وجود دارد که  ابرحلقه یک سی و :17-3 ۀقضی

 به صورت زیر هستند: هاآن بقیه

(𝑅, +8,•6) (𝑅, +8,•5) (𝑅, +8 •3) (𝑅, +8,•2) (𝑅, +2,•3
′ ) (𝑅, +2,•2) 

(𝑅, +8,•12). (𝑅, +8,•11) (𝑅, +8,•10) (𝑅, +8,•9) (𝑅, +8,•8) (𝑅, +8,•7) 

 کراسنر نیستند.ریخت وجود دارند که ابرحلقه کراسنر شمولی چپ غیریک ابرحلقه 12بنابراین 

 به صورت زیر هستند: و دنوجود دار جاییهراست غیرجابکراسنر شمولی  ابرحلقه چهار :18-3 ۀنتیج

(𝑅, +8,•12). (𝑅, +8,•11) (𝑅, +8,•5) (𝑅, +8,•7) 
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. گوییممیکراسنر شمولی چپ محض  ابرحلقهکراسنر شمولی چپ که ابرحلقه کراسنر نیست را یک  ابرحلقههر  :19-3تعریف 

 . گوییممیکراسنر شمولی راست محض  ابرحلقهکراسنر نیست را یک  ابرحلقهکراسنر شمولی راست که  ابرحلقههمچنین هر 

 ابرحلقه 12و به تعداد جایی( هغیرجاب 10جایی و هجاب 18 )کراسنر شمولی چپ محض ابرحلقه 28به تعداد  :20-3 ۀنتیج

 داریم. سه ۀاز مرتب جایی(هغیرجاب 4 جایی وهجاب 8) کراسنر شمولی راست محض

 ابرحلقه، هر ابرحلقه کراسنر یک 4-2ضعیف، طبق لم  پذیریتوزیعکراسنر با  هایابرحلقهدر نهایت برای به دست آوردن 

های کراسنر با ابرحلقه بقیهنیست.  های کراسنرابرحلقه ضعیف است و نیازی به بررسی مجدد پذیریتوزیعکراسنر با 

 ضعیف به صورت زیر هستند. پذیریتوزیع

 (،9-3و  8-3کراسنر )لم  ابرحلقه 19ریخت وجود دارد: ضعیف غیریک پذیریتوزیعکراسنر با  ابرحلقهنود و شش  :21-3 ۀقضی

 به صورت زیر هستند: هاآن بقیهشمولی راست محض و  ابرحلقه 12کراسنر شمولی چپ محض،  ابرحلقه 28

(𝑅, +5,•6) (𝑅, +5,•5) (𝑅, +5 •3) (𝑅, +5,•2) (𝑅, +2,•7
′ ) (𝑅, +2,•5

′ ) 

(𝑅, +6,•5) (𝑅, +6,•4) (𝑅, +6,•3) (𝑅, +6,•2) (𝑅, +5,•9) (𝑅, +5,•7) 

(𝑅, +6,•4
′ ) (𝑅, +6,•3

′ ) (𝑅, +6,•2
′ ) (𝑅, +6,•9) (𝑅, +6,•7) (𝑅, +6,•6) 

(𝑅, +7,•5) (𝑅, +7,•3) (𝑅, +7,•2) (𝑅, +6,•7
′ ) (𝑅, +6,•6

′ ) (𝑅, +6,•5
′ ) 

(𝑅, +10,•5) (𝑅, +10,•3) (𝑅, +10,•2) (𝑅, +7,•9) (𝑅, +7,•7) (𝑅, +7,•6) 

(𝑅, +10,•11) (𝑅, +10,•10) (𝑅, +10,•9) (𝑅, +10,•8) (𝑅, +10,•7) (𝑅, +10,•6) 

     (𝑅, +10,•12). 

 ریخت وجود دارند که ابرحلقه کراسنر نیستند.غیریکضعیف  پذیریتوزیعبا کراسنر  ابرحلقه 77بنابراین 

 .وجود دارد جاییهغیرجاب ریختضعیف غیریک پذیریتوزیعکراسنر با  ابرحلقه سیزده :22-3 ۀقضی

(𝑅, +6,•7) (𝑅, +6,•5) (𝑅, +5,•7) (𝑅, +5,•5) (𝑅, +2,•7
′ ) (𝑅, +2,•5

′ ) 

(𝑅, +10,•7) (𝑅, +10,•5) (𝑅, +7,•7) (𝑅, +7,•5) (𝑅, +6,•7
′ ) (𝑅, +6,•5

′ ) 

     (𝑅, +10,•12). 
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 ی کراسنرهاابرحلقهریختی ی خودهاگروه. 4

ی کراسنر هاابرحلقه)ابتدا  کنیممیکمتر از چهار را تعیین  ۀی کراسنر با مرتبهاابرحلقهریختی ی خودهاگروهدر این بخش 

 یک(. ۀدو و در نهایت ابرحلقه کراسنر از مرتب ۀی کراسنر از مرتبهاابرحلقهسه، سپس  ۀاز مرتب

𝑅فرض کنید  = {𝑒, 𝑎, 𝑏} روی مجموعه  جایگشت 6دانیم به تعداد یک ابرحلقه کراسنر از مرتبه سه است. می𝑅  وجود

𝑓(𝑒)باشد آنگاه  𝑅یک خودریختی از  𝑓دارد. اگر نگاشت  = 𝑒 فقط نگاشت های  و𝑖𝑑  و(𝑎 𝑏) توانند به می

|𝑅|اگر  باشند. 𝑅عنوان خودریختی از ابرحلقه کراسنر  = 𝐴𝑢𝑡(𝑅)گاه آن ،باشد 3 ≤ 𝑆3 .هایزیرگروهی از طرف 

𝑆3 =< 𝑒, (𝑒 𝑎), (𝑒 𝑏), (𝑎 𝑏), (𝑒 𝑎 𝑏), (𝑒 𝑏 𝑎)  :هستندصورت زیر به  <

>یک                                      ۀاز مرتب گروهزیر 𝑒 >= 𝑒، 

>دو                 ۀی از مرتبهاگروهزیر (𝑒 𝑎) >= 𝐾1, < (𝑒 𝑏) >= 𝐾2, < (𝑎 𝑏) >= 𝐾3، 

>سه                                     ۀی از مرتبهاگروهزیر (𝑒 𝑎 𝑏) >= 𝐻، 

>شش                          ۀی از مرتبهاگروهزیر (𝑒 𝑎), (𝑒 𝑎 𝑏) >= 𝐾2. 

𝐴بنابراین اگر  ≤ 𝑆3 گاه:نباشد آ 

(𝑒 𝑎 𝑏)الف( اگر  ∊ 𝐴  و(𝑒 𝑎) ∊ 𝐴 گاه آن𝐴 = 𝑆3، 

(𝑒 𝑎 𝑏)ب( اگر  ∊ 𝐴  و(𝑒 𝑎) ∉ 𝐴 گاه آن𝐴 = 𝐻، 

(𝑒 𝑎 𝑏)ج( اگر  ∉ 𝐴  و(𝑒 𝑎) ∊ 𝐴 گاه آن𝐴 = 𝐾1، 

(𝑒 𝑎 𝑏)د( اگر  ∉ 𝐴  و(𝑒 𝑏) ∊ 𝐴 گاه آن𝐴 = 𝐾2، 

(𝑒 𝑎 𝑏)و( اگر  ∉ 𝐴  و(𝑎 𝑏) ∊ 𝐴 گاه آن𝐴 = 𝐾3. 

 

باشند، نتیجه  𝑅می توانند به عنوان خودریختی از ابرحلقه کراسنر  (𝑎 𝑏)و  𝑖𝑑های جا که فقط نگاشتبنابراین از آن

𝐴𝑢𝑡(𝑅)گیریم که می ≅ {𝑖𝑑}  یا𝐴𝑢𝑡(𝑅) ≅ 𝐾3. 
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 به صورت زیر هست. 3 ۀهای کراسنر مرتبابرحلقه گروه خودریختی :4-1 ۀقضی

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +1,•3
′ ) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +1,•2) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +1,•1) ≅ {𝑖𝑑} 

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +4,•1) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +3,•1) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +2,•1) ≅ {𝑖𝑑} 

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +5,•1) ≅ 𝐾3 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +4,•3
′ ) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +4,•2) ≅ {𝑖𝑑} 

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +7,•1) ≅ 𝐾3 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +6,•1) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +5,•4) ≅ {𝑖𝑑} 

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +8,•4) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +8,•1) ≅ 𝐾3 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +7,•4) ≅ {𝑖𝑑} 

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +10,•1) ≅ 𝐾3 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +9,•4) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +9,•1) ≅ 𝐾3 

  𝐴𝑢𝑡(𝑅, +10,•4) ≅ {𝑖𝑑}. 

𝑅 ی کراسنر مرتبه دوهاابرحلقهبه طریق مشابه، برای  = {𝑒, 𝑎} ،فقط نگاشت 𝑖𝑑 باشد. از  تواند به عنوان خودریختیمی

 ریختی است پس داریم:یک یکبرای هر ابرحلقه ای  𝑖𝑑 جا که نگاشتآن

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +1,•2) ≅ {𝑖𝑑} 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +1,•1) ≅ {𝑖𝑑} 

𝐴𝑢𝑡(𝑅, +2,•2) ≅ {𝑖𝑑}. 𝐴𝑢𝑡(𝑅, +2,•1) ≅ {𝑖𝑑} 

𝑅در نهایت اگر  = {𝑒} گاه آن𝐴𝑢𝑡(𝑅) ≅ 𝑖𝑑. 

 

 گیرینتیجه. 5

 .در یک جدول بیان شده است مرتبه سه از 3-2و  2-2ی معرفی شده در تعریف هاابرحلقهبا نماد گذاری زیر تمامی 

 = ابرحلقه کراسنر

 ⋂ پذیری ضعیفابرحلقه کراسنر با توزیع

 ⊇ ابرحلقه کراسنر شمولی چپ

 ⊆ ابرحلقه کراسنر شمولی راست

 L ابرحلقه کراسنر چپشبه

 R ابرحلقه کراسنر راستشبه
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را  ⋂رابطه  ⊆رابطه  داده ورا نتیجه  ⋂رابطه  ⊇رابطه داده، را نتیجه  Rو  L، ⊆، ⊇، ⋂های توجه داریم که رابطه = رابطه

 دهد.نتیجه می

•12 •11 •10
′  •10 •9 •8

′  •8 •7
′  •7 •6

′  •6 •5
′  •5 •4

′  •4 •3
′  •3 •2

′  •2 •1 𝑅 

L R      R⊆ R ⊆  L⊆ L   =   = = +1 

L R ⊆   ⊆  R⋂ R ⊆  L⋂ L   ⊇   ⊇ = +2 

L R  ⊆   ⊆ R⊆ R ⊆  L⊆ L   ⊆   ⊆ = +3 

L⊆ ⊆R ⊆ ⊆  ⊆ ⊆ R⊆ R ⊆  L⊆ L   =   = = +4 

L R   ⋂   R⋂ ⋂R ⋂ ⋂ L⋂ ⋂L = = ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +5 

L R ⊆  ⋂ ⊆  R⋂ ⋂R ⋂ ⋂ L⋂ ⋂L ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +6 

L⊆ ⊆R ⊆ ⊆ ⋂ ⊆ ⊆ R⋂ ⋂R ⋂ ⋂ L⋂ ⋂L = = ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +7 

L⊇ ⊇R ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ R⊇ ⊇R ⊇ ⊇ L⊇ L⊇ = = ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ = +8 

L R      R R   L L = =     = +9 

L⋂ ⋂R ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ R⋂ ⋂R ⋂ ⋂ L⋂ ⋂L = = ⋂ ⋂ ⋂ ⋂ = +10 

  :اما در حالت کلی

,𝑅) مثال ،دهدرا نتیجه نمی ⊇رابطه  ⋂رابطه    .را ببینید (11•,10+

,𝑅) مثال ،دهدرا نتیجه نمی ⊆رابطه  ⋂رابطه   .را ببینید (11•,10+

,𝑅) مثال ،دهدرابطه = را نتیجه نمی ⊇رابطه  +2,•8
′  .را ببینید (

,𝑅)مثال ،دهدرابطه = را نتیجه نمی ⊆رابطه   .را ببینید (2•,2+

,𝑅)مثال ،دهدرابطه = را نتیجه نمی ⋂رابطه   .را ببینید (11•,10+

,𝑅) مثال ،دهدرابطه = را نتیجه نمی Lرابطه   .را ببینید (12•,10+

,𝑅) مثال ،دهدرابطه = را نتیجه نمی Rرابطه   .را ببینید (11•,10+
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 :دست آمده ب هابرای ابرحلقه های زیرشمارشریختی در حد یک ،یج این مقالهابا توجه به قضایا و نت

 

)کراسنری(3های مرتبه ابرحلقهشبهها و تعداد ابرحلقهجدول   
جاییهغیرجاب کل جاییهجاب    

 ابرحلقه کراسنر 19 0 19

 ابرمیدان کراسنر 5 0 19

پذیری ضعیفابرحلقه کراسنر با توزیع 83 13 96  

 ابرحلقه کراسنر شمولی چپ 37 10 47

 ابرحلقه کراسنر شمولی راست 27 4 31

ابرحلقه کراسنر چپشبه 19 25 44  

ابرحلقه کراسنر راستشبه 19 25 44  

 :ه استدر جدول زیر آورده شد 3 ۀهای کراسنر مرتبهای ابرحلقهبندی گروه خودریختیردههمچنین 

3های مرتبه های خودریختی ابرحلقهجدول گروه  

 گروه خودریختی تعداد

14 {𝑖𝑑} 

5 ℤ2 

سازی کرد. ها را مشخصیا کلاس خاصی از آن 4 ۀکراسنر مرتب هایابرحلقه ،روشی مشابهتوان با برای کارهای آینده می

، اندتعریف شدههای کراسنر ها روی ابرحلقهو ابرمدولهای کراسنر همچنین با توجه به این که ابرفضاهای برداری روی ابرمیدان

ی ساخته هاسازی ابرحلقهمشخصاختارها مفید هستند. همچنین بندی این ابرسدر شمارش و دستهنتایج بیان شده در این مقاله 

 پذیر خواهد بود.های کوچک امکانهای خودریختی آنها، در مرتبهگروه با استفاده از چندمتقارنو  شده از ابرحلقه کراسنر
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