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Introduction 

Algebraic structures on topological spaces can’t distinguish all the non-homeomorphic 

spaces. Recently, by equipping some of these algebraic structures with topology, one can 

separate the non-homeomorphic spaces with the same algebraic structures. Particularly, 

the fundamental group is equipped by the various types of topologies which some of them 

make it a topological group and some of them don't. Virk and Zastrow 

has studied the generalizations of the existing topologies on the fundamentalgroup to the

 universal path space  w ith a proper comparison. If we remove the condition α(0) = 𝑥0 

from the definition of the universal path space,  we obtain an object that have been 

discussed in mathematical literatures under the name  “ fundamental groupoid”. Indeed, 

fundamental groupoid denoted by 𝜋𝑋, is the category of homotopy classes of paths in 

𝑋 as the morphisms and has the set 𝑋 as the objects set. For any 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, the set 

𝜋𝑋(𝑥, 𝑦) is the set of homotopy classes of paths in 𝑋 from 𝑥 to 𝑦. We can consider the 

object group at 𝑥, 𝜋𝑋(𝑥), as the well-known fundamental group 𝜋1(𝑋, 𝑥).  

 In order to answer the question how these topologies can be generalized on the 

fundamental groupoids, the authors has introduced the Lasso topology on the 

fundamental groupoid of a locally path connected space in which makes it a topological 

groupoid. A topological groupoid is a groupoid 𝐺 together with topologies on 𝐺 and 

𝐺0 such that the structure maps are continuous. 

 R. Brown and G. Danesh-Naruie were the first and only ones to take this step. They 

have defined a topology on a quotient of the fundamental groupoid such that it became 
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a topological groupoid when the given space 𝑋 is locally path connected and 

semilocally simply connected. 

Here, we introduce whisker topology on the fundamental groupoid of a locally path 

connected space X in which it’s basis is known and by some assumptions, we can 

consider it as a generalization of the whisker topology on the fundamental group. 

Material and methods 

 For a given topological space (𝑋, 𝜏), let [𝛼] ∈ 𝜋X(𝑥, 𝑦)  ,wrwhw  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. If 𝑉,  𝑊 are 

open neighborhoods of 𝑥, y, respectively, one can define 

𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊): = {[𝛽] ∈ 𝜋𝑋| 𝛽 ≃ 𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆, 𝛾(𝐼) ⊆ 𝑉, 𝜆(𝐼) ⊆ 𝑊}, 

where 𝛾(1) = 𝛼(0) = 𝑥 and 𝛼(1) = 𝜆(0) = 𝑦. 

Theorem: The family 

{𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊); [𝛼] ∈ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑉 ∈ 𝜏, 𝑦 ∈ 𝑊 ∈ 𝜏} 

forms a basis for a topology on fundamental groupoid. 

 The topology that is generated by this basis, is called Whisker topology. 

Conclusion 

Based on the results that we presented in this paper: 

If 𝑋 is a small loop transfer space; 

The multiplication map 𝑚: 𝜋𝑤ℎ𝑋 ×  𝜋𝑤ℎ𝑋 →  𝜋𝑤ℎ𝑋 is continuous. 

The fundamental groupoid with the Whisker topology is a topological groupoid. 

The inherited topology from fundamental groupoid 𝜋𝑤ℎ𝑋 on the object group 

𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥) equals to the Whisker topology on 𝜋1(𝑋, 𝑥). 

 

How to cite: Pakdaman, A., Shahini, F. (2023). Fundamental groupoid and Whisker topology. Mathematical 
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 مقدمه -2

که یطور اها نسبت داد بهبه این فض ساختارهای جبری توانی توپولوژیکی، میهاتر فضابهتر و دقیق ۀبرای مطالع

ن، توان به گروه بنیادیساختارها میاین جمله جبری یکریخت داشته باشند. از ، ساختارهای 1فضاهای همسانریخت

شوند که تمامی اشاره داشت. در این بین فضاهایی پیدا می 3مولوژیو کوه 2مولوژیهای ههای هموتوپی، گروهگروه

ها را نتیجه گرفت. در بودن آن توان غیرهمسانریختنمیرو این و از ها یکریخت بودهی جبری مربوط به آنساختارها

 توانند چنین فضاهاییمی ساخته شده است که 4هایی، تابعگونبه توپولوژیاین ساختارهای جبری با تجهیز های اخیر سال

 .]38،،2[انجام شده است 5ژه بر گروه بنیادینطور ویهای هموتوپی و بهحقیقات بر گروهد. عمده این تنرا از یکدیگر تمیز ده

به دلیل پرداختن به فضاهای به طور او کار .ستبه توپولوژی مجهز شده ا ]7[ 6گروه بنیادین نخستین بار توسط دوگنجی

ر گروه بهایی . اما برای فضاهای با رفتار موضعی پیچیده، توپولوژینشدکارا مطرح ، به عنوان ابزاری خاصموضعی خوب و 

لوژی خارج توپو ند.روه بنیادین یکریخت را تشخیص دهبا گ همسانریختتوانستند فضاهای غیر که شدمعرفی بنیادین 

همواره ها هستند. نمونه های مهم از این توپولوژی 9و توپولوژی برازاس 8، توپولوژی ویسکر7قسمتی، توپولوژی لاسو

 بودن عمل ضرب بوده است. بنیادین پیوستهبزرگترین چالش در مسیر معرفی توپولوژی بر گروه 

و دانش  10نخستین بار توسط براون این ساختارهای جبری است کهیکی از نیز یک فضای توپولوژیکی وار بنیادین گروه

وار تجهیز و به یک گروهبه توپولوژی  12ی همبند مسیری موضعی و همبند ساده نیم موضعیهابرای فضا ]6[ 11ناروئی

بندی بقهطگروه بنیادین  های نرمال ازرا با استفاده از زیرگروه توپولوژیکی تبدیل شده است تا بتواند فضاهای پوششی

که نقشی اساسی در مطالعه گروه بنیادین  فضاهای پیچیده موضعی از گروه بنیادینِ های جدیدنماید. با ظهور زیرگروه

ها ه از آنهایی مجهز نمود کوار بنیادین این فضاها را نیز به توپولوژیرسد که بتوان گروهاند، به نظر میتوپولوژیکی داشته

با استفاده  ]10[نویسندگان در تحقیقی ، 𝑋برای فضای غیرهمبند ساده نیم موضعی وار بنیادین توپولوژیکی ساخت. گروه

,𝜋1(𝔘از گروه بنیادین، یعنی  13اسپنیر هایهواز زیرگر 𝑥)  که در آن𝔘  پوششی باز از𝑋  است، توپولوژی لاسو را بر

 ه و تعمیمی از گروه بنیادینوار توپولوژیکی ساختاز گروهوار بنیادین یک گروهاند که وار بنیادین معرفی نمودهگروه

برای  یم. وار بنیادین معرفی نمایو می باشد. در اینجا، قصد داریم توپولوژی ویسکر را بر گروهتوپولوژیکی با توپولوژی لاس

,𝜋1(𝑋از  𝐺زیرگروه  𝑥) پوششی  ساختن نگاشت𝑝: 𝑋̃𝐺 → 𝑋  که طوری به𝑝∗(𝜋1(𝑋̃𝐺 , 𝑥)) = 𝐺   با استفاده از

بندی ویسکر نقشی مهم در طبقهکه مطالعه توپولوژی  و همین موضوع باعث شده ]12[ گرددتوپولوژی ویسکر انجام می

گروه  بر ]4[و همکاران  14خستین بار توسط برودسکیناین توپولوژی  داشته باشد. 𝑋̃𝐺های پوششی برای فضای نگاشت

𝜋1با که گروه بنیادین مجهز به این توپولوژی . بنیادین نهاده شد
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) یک گروه توپولوژیکی  شودنشان داده می

𝜋1نگاشت ضرب از راست برای  نیست زیرا
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) وار بنیادین نیز با گروه (. ]4110، گزاره 4[) باشدلزوما پیوسته نمی
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یابیم می 𝑋وار توپولوژیکی نخواهد شد و ما شرایطی را بر فضای توپولوژی ویسکر که بر آن تعریف خواهیم نمود یک گروه

در این مسیر همچنین، . وار توپولوژیکی شودیک گروه 𝜋𝑤ℎ𝑋با توپولوژی ویسکر، یعنی  𝑋وار بنیادین فضای که گروه

,𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥هستیم که تحت آن شرایط  𝑋فضای  یطی بربه دنبال مهیا کردن شرا 𝑥)  و𝜋1
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) با هم یکسان 

 باشند.

 تعاریف و قضایای مقدماتی -1

:𝛼نگاشت پیوسته  𝑋برای فضای توپولوژیکی  نشان داده و 𝐼را با  [0,1]ی ی بستهبازه ،سراسر این مقالهدر  𝐼 → 𝑋 

𝑥0را مسیری از  = 𝛼(0)  به𝑥1 = 𝛼(1)  که در صورتی ونامیده𝛼(0) = 𝛼(1)  ،مسیر باشد𝛼  را مسیری بسته

𝛼−1(𝑡)تعریف شده به صورت  𝛼−1مسیرنامیم. می 1طوقه یا یک = 𝛼(1 − 𝑡) مسیر وارون 𝛼  از𝑥1  به𝑥0  .است

𝑥برای هر  ∈ 𝑋  منظور از𝐶𝑥  مسیر ثابت در𝑋  بوده و اگر𝛼, 𝛽: 𝐼 → 𝑋  دو مسیر باشند که𝛼(1) = 𝛽(0) آنگاه 

𝛼 ∗ 𝛽 هایی که بین دو مسیر هستند، هموتوپی مسیری همچنین، تمامی هموتوپیها است. ی آنحاصلضرب مسیر

 شود.نامیده می

,𝐺) وارگروه ]111، بخش9[ .2. 2 تعریف 𝐺0)، هایریخت مجموعه ای باستهر 𝐺  اشیاء مجموعهو 𝐺0 ه همراه پنج ب

 :است نگاشت ساختاری زیر

:𝑆 2نگاشت مبدا - 𝐺 → 𝐺0 

:𝑇 3هدف نگاشت - 𝐺 → 𝐺0 

:1نگاشت واحد  - 𝐺0 → 𝐺  1که(𝑥) = 1𝑥 

:𝑖 نگاشت وارون - 𝐺 → 𝐺  که𝑖(𝑎) = 𝑎−1 

:𝑚 نگاشت ضرب - 𝐺2 → 𝐺  که𝑚(𝑎; 𝑏) = 𝑎𝑏   و𝐺2 = {(𝑎; 𝑏) ∈ 𝐺 × 𝐺|𝑆(𝑏) = 𝑇(𝑎)} 

 کنند:ها در شرایطی که در زیر آمده صدق میاین نگاشت

;𝑎)برای هر( 1 𝑏) ∈𝐺2  داریم𝑆(𝑎𝑏) = 𝑆(𝑎) و 𝑇(𝑎𝑏) = 𝑇(𝑏)، 

,𝑎برای هر ( 2 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 که طوریبه𝑆(𝑏) = 𝑇(𝑎)  و𝑆(𝑐) = 𝑇(𝑏)  داریم𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐، 

𝑥برای هر ( 3 ∈ 𝐺0  داریم𝑆(1𝑥) = 𝑇(1𝑥) = 𝑥، 

𝑎برای هر  (4 ∈ 𝐺  داریم𝑎1𝑇(𝑎) = 𝑎  1و𝑆(𝑎)𝑎 = 𝑎، 

𝑎هر ( 5 ∈ 𝐺 ه کطوریاست به رای یک وارون دوطرفهدا{
𝑇(𝑎−1) = 𝑆(𝑎), 𝑆(𝑎−1) = 𝑇(𝑎)

𝑎−1𝑎 = 1𝑇(𝑎), 𝑎𝑎−1 = 1𝑆(𝑎)
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,𝐺اگر زوج ) 𝐺0گوییموار باشد می( یک گروه 𝐺 وار بریک گروه 𝐺0 1ریخت ست. ا𝑥  متناظر با شیء𝑥 ∈ 𝐺0  همانی

,𝐺(𝑥را با  𝑦 شیء به 𝑥 شیء ها ازی ریختشده و مجموعهنامیده  𝑥متناظر با  𝑦) دهیم و در حالت خاص نشان می

𝐺(𝑥) ≔ 𝐺(𝑥, 𝑥) در  1ءرا گروه شی𝑥 ها با مبدا مجموعه همه ریخت همچنین نامیم.می𝑥  را با𝐺(𝑥, و    (−

,−)𝐺را با  𝑦ا هدف ها بمجموعه همه ریخت 𝑦)  دهیم.نمایش می 

و  داشتهاشیاء  را به عنوان 𝑋 اعضای، 𝜋𝑋بنیادین  وارگروهفضایی توپولوژیکی باشد.  𝑋اگر ] 612، بخش5 [ .1. 2تعریف

,𝑥برای هر  𝑦 ∈ 𝑋ی ، مجموعه𝜋𝑋(𝑥, 𝑦)ی مسیرها در ، مجموعه کلاس هموتوپی همه𝑋   از𝑥   به𝑦   است. برای

𝛼(1)که  𝑋در  𝛽و  𝛼مسیرهای  = 𝛽(0) ،های ضرب ریخت[𝛼]  و[𝛽] صورت به [𝛼 ∗ 𝛽] بوده و𝑒𝑥 = [𝐶𝑥] 

,𝜋𝑋(𝑥همانی در نصر ع 𝑥) .همچنین است𝜋𝑋(𝑥)در  ء، گروه شی𝑥 همان گروه بنیادین ،𝜋1(𝑋, 𝑥) باشدمی . 

𝐺0و  𝐺0 بر ترتیببهوار دو گروه ′𝐺و  𝐺فرض کنید  ]112، بخش 9[ .3. 2تعریف
 ،واریهمریختی گروهیک باشند.  ′

,𝐹) ج زو 𝑓) که طوریاست به𝐹: 𝐺 → 𝐺′  و𝑓: 𝐺0 → 𝐺0
 𝐺وار گروهاز  𝑥شوند که هر شیء ای تعریف میبه گونه ′

𝑎و هر ریخت  ′𝐺وار از گروه 𝑓(𝑥)را به شیء  ∈ 𝐺(𝑥, 𝑦)  را به ریخت𝐹(𝑎) ∈ 𝐺′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) برند و می

,𝑎)برای هر  𝑏) ∈ 𝐺2  داریم𝐹(𝑎𝑏) = 𝐹(𝑎)𝐹(𝑏) همچنین .𝑆𝑜𝐹 = 𝑓𝑜𝑆  و𝑇𝑜𝐹 = 𝑓𝑜𝑇. 

,𝐺وار )های گروهاگر مجموعه اشیاء و ریخت ]386، صفحه 5[ .012تعریف 𝐺0) که  باشند هاییتوپولوژی مجهز به

,𝐺گاه )آنباشند،  پیوسته وارگروه تعریفبیان شده در ساختاری  هاینگاشت 𝐺0) به  نامیم.وار توپولوژیکی میرا گروه

 .وار توپولوژیکی استیک گروه 𝐺 نویسیممنظور سادگی در نوشتار، گاهی فقط می

𝑎برای هر  𝐺وار توپولوژیکی در گروه ∈ 𝐺(𝑥, 𝑦) 2نگاشت انتقال از راست 𝑅𝑎: 𝐺(−, 𝑥) → 𝐺(−, 𝑦) با ضابطه 

𝑅𝑎(𝑏) = 𝑏𝑎  3و نگاشت انتقال از چپ  𝑙𝑎: 𝐺(𝑦, −) → 𝐺(𝑥, 𝑙𝑎(𝑏) با ضابطه  (− = 𝑎𝑏  ی همسانریخت

 ]111، بخش 9 [ باشندمی

نگاشت گوییم هرگاه  4را یک گروه شبه توپولوژیکیبه همراه یک توپولوژی بر آن  𝐺 گروه ]10، تعریف 11[ .125تعریف 

 انتقال از راست و انتقال از چپ پیوسته باشند. هاینگاشتوارون و 

 نتایج اصلی -3
( ,𝑋برای فضای توپولوژیک نقطه دار  𝑥 و زیرگروه دلخواه )𝐻 ≤  𝜋1(𝑋, 𝑥)  یرابطه ~𝐻   بر فضای

 𝑃(𝑋, 𝑥)مجموعه همه مسیرها در(𝑋  که از نقطه𝑥 به صورت زیر تعریف  -شوند به همراه توپولوژی فشردهشروع می )باز

 شود:می

 ~𝐻  β  ⟺  α(1) = β(1), [α ∗ β−1] ∈ H.α 

                                                           
1 Object group  

2 Right translation 

3 Left translation 

4 Quasitopological group 
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را با نماد   𝐻~ نمایش داده و فضای خارج قسمتی حاصل از رابطه هم ارزی  𝐻〈α〉 را با  αارزی مسیری مانند کلاس هم

𝑋̃𝐻 =
𝑃(𝑋,𝑥)

~𝐻
 دهند.نمایش می  

: 𝑃𝐻نگاشت  (𝑋̃𝐻, 𝑒𝐻 ) → (𝑋, 𝑥)  بطه که با ضا 〈α〉𝐻 ⟼α(1)  تعریف شده و𝑒𝐻   کلاس هم ارزی مسیر ثابت

𝐻شود. زمانی که  است، نگاشت تصویر نقطه انتها نامیده می  𝑥در = {𝑒}  زیر گروه بدیهی از گروه بنیادین باشد، آن را

:f نگاشت صورتایندردهند. نمایش می 𝑋̃𝑒خوانده و با نماد  𝑋 برای فضای  1فضای مسیری جهانی 𝜋1(𝑋, 𝑥) →

𝑝𝑒
−1 (𝑥)  که هر عضو مانند[α]  را به 〈α〉𝐻  82، صفحه 12[دهد، دوسویی استانتقال می[. 

یک ، آن ک همسایگی دلخواه از نقطه انتهایبا استفاده از ادامه یک مسیر در ی ]215، بخش 12[نخستین بار اسپنیر

 را به صورت زیر تعریف کرد.  𝑋̃𝐻 بر فضای توپولوژی طبیعی

را با نماد   α(1)از   𝑈در همسایگی   αهای ارزی ادامههای هممجموعه کلاس 𝐻〈α〉 برای کلاس هم ارزی 

𝑁( 〈α〉𝐻 , 𝑈) یعنی دهیم.نمایش می 

   

𝑁( 〈α〉𝐻 , 𝑈) = {( 〈𝛽〉𝐻 ∈ 𝑋̃𝐻|  𝛽 ≃ α ∗ 𝜆;  𝜆: (𝐼, 0) → (𝑈, α(1)) }. 

, 𝑁( 〈α〉𝐻گردایه همه  𝑈)  برای هر 〈α〉𝐻 ∈ 𝑋̃𝐻  و هر همسایگی باز𝑈  ازα(1)  یک پایه توپولوژی بر𝑋̃𝐻  تشکیل

 آن را توپولوژی ویسکر نامیدند. ]4[بعدها برودسکی و همکارانش در  که ]215، بخش 12[ دهدمی

,f: 𝜋1(𝑋ت با استفاده از نگاش 𝑥) → 𝑝𝑒
−1 (𝑥) توان توپولوژی ویسکر را به گروه بنیادین انتقال داد. گروه بنیادین می

𝜋1توپولوژی دار شده توسط این روش را با 
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)  412، تعریف  4[ دهندمینمایش[. 

𝜋1های راست در که انتقالآنجاییاز
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)   1014، گزاره 4[پیوسته نیستند[ 𝜋1

𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)   یک گروه شبه

𝜋1های راست در و در نتیجه یک گروه توپولوژیکی نیست. اما اگر انتقال یتوپولوژیک
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) گاه پیوسته باشند آن

𝜋1
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) 1[یک گروه توپولوژیکی است[. 

𝜋1 ممکن استاگر چه 
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)   از  ،های توپولوژیکی را دارداز خواص گروه گروه توپولوژیکی نباشد ولی برخییک

𝜋1هر زیر گروه باز از  جمله اینکه
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) 1[باشد، بسته نیز می[. 

 .وار بنیادین معرفی خواهیم نمودروهدر ادامه با الهام از توپولوژی ویسکر بر گروه بنیادین، یک توپولوژی بر گ

[𝛼]باشند و  𝑋مفروض در فضایدلخواه نقاطی  𝑦و  𝑥اگر  .211تعریف  ∈ 𝜋X(𝑥, 𝑦)، های باز برای همسایگی𝑉 و 

𝑊 از 𝑋  شامل  ترتیببهکه𝑥   و𝑦 زیرمجموعه باشند، می𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊)  از𝜋𝑋 کنیم را به صورت زیر تعریف می 

𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) = {[𝛽] ∈ 𝜋𝑋| 𝛽 ≃ 𝛾 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆,  𝛾(𝐼) ⊆ 𝑉,  𝜆(𝐼) ⊆ 𝑊} 

                                                           
1 Universal path space 
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𝛾(1)که به طوری = 𝛼(0) = 𝑥  و𝛼(1) = 𝜆(0) = 𝑦. 

𝑉که طوریباشند به𝛼(1) های باز از همسایگی ′𝑊و  𝑊و  𝛼(0)های باز همسایگی ′𝑉و  𝑉اگر  .111 ۀگزار ⊆ 𝑉′ 

𝑊و  ⊆ 𝑊′ گاه آن𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) ⊆ 𝑁([𝛼], 𝑉′, 𝑊′). 

 آید.به آسانی از تعاریف به دست می .برهان

[𝛼] کنیدفرض  .311لم ∈ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑦)  و𝑉  و𝑊 های باز از همسایگی ترتیببه𝛼(0)  و𝛼(1) .اگر باشند [𝛽] ∈

𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) گاه آن𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) = 𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊). 

[𝛽] چون .برهان ∈ 𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) طبق تعریف ،𝛽 ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′  که𝜆  و𝜆′  مسیرهایی در  ترتیببه𝑉  و𝑊 

[𝑧]هستند. عضو دلخواه  ∈ 𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) صورتایندرگیریم را در نظر می 𝑧 ≃ 𝜇 ∗ 𝛼 ∗ 𝜇′ ه کبه طوری𝜇  و

𝜇′ مسیرهایی در  ترتیببه𝑉  و𝑊 .بنابراین داریم هستند 

𝑧 ≃ (𝜇 ∗ 𝜆−1) ∗ (𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′) ∗ (𝜆′−1 ∗ 𝜇′). 

𝜇)هستند واضح است که  𝑉هر دو مسیرهایی در  𝜇و  𝜆که جااز آن ∗ 𝜆−1)  نیز مسیری در𝑉  است. همچنین چون

𝜆′  و𝜇′  هر دو مسیرهایی در𝑊  ،هستند(𝜆′−1 ∗ 𝜇′)  نیز مسیری است که در𝑊 رو با توجه به واقع است. از این

[𝑧] داریم تعریف ∈ 𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) کند که ایجاب می𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) ⊆ 𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊). اگر اکنون [𝑧] ∈

𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) گاهدلخواه باشد، آن 

𝑧 ≃ 𝛾 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾′ ≃ 𝛾 ∗ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′ ∗ 𝛾′. 

𝛾)که شود نتیجه میهستند،  𝑉مسیرهایی در  𝛾 و 𝜆که از این ∗ 𝜆)  مسیری در𝑉  ،بوده و به دلیل مشابه(𝜆′ ∗ 𝛾′) 

[𝑧] داریم است. بنابراین  𝑊نیز مسیری در  ∈ 𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊)  کندکه ایجاب می 𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) ⊆

𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) شود.ی مطلوب حاصل میو به این ترتیب نتیجه 

 شود. ثابت می 312و لم  212ی زیر با تلفیق گزاره گزاره

,𝑋)برای فضای توپولوژیکی  .011 ۀگزار 𝜏) ،دهد:وار بنیادین مییک توپولوژی بر گروه تشکیلزیر  خانواده 

{𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊); [𝛼] ∈ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑉 ∈ 𝜏, 𝑦 ∈ 𝑊 ∈ 𝜏}. 

[𝛼]برای هر  .برهان ∈ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑦) دهیم قرار می𝑉 = 𝑊 = 𝑋. چون 𝛼 ≃ 𝑐𝑥 ∗ 𝛼 ∗ 𝑐𝑦داریم ، 

           [𝛼] ∈ 𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊).  اگر[𝛼] ∈ 𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) ∩ 𝑁([𝛽′], 𝑉′, 𝑊′)312گاه با توجه به لم ، آن 

𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) = 𝑁([𝛽]), 𝑉, 𝑊),      𝑁([𝛼], 𝑉′, 𝑊′) = 𝑁([𝛽′], 𝑉′, 𝑊′), 
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𝛼(0) کهطوریبه ∈ 𝑉 ∩ 𝑉′   و𝛼(1) ∈ 𝑊 ∩ 𝑊′ .صورتایندر 𝑁([𝛼], 𝑉 ∩ 𝑉′, 𝑊 ∩ 𝑊′)   همسایگی

 است و چون  [𝛼]شامل 

𝑁([𝛼], 𝑉 ∩ 𝑉′, 𝑊 ∩ 𝑊′) ⊆ 𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) ∩ 𝑁([𝛼], 𝑉′, 𝑊′). 

,𝑁([𝛼]پس  𝑉 ∩ 𝑉′, 𝑊 ∩ 𝑊′)  .همان همسایگی مورد نظر ماست 

 دهیم. نمایش می 𝜋𝑤ℎ𝑋وار بنیادین مجهز به توپولوژی فوق را با نماد گروهاز این پس 

:fبا توجه به ضابطه نگاشت 𝜋1(𝑋, 𝑥) → 𝑝𝑒
−1 (𝑥)، گروه بنیادین به شکل زیر بر  ای توپولوژی ویسکربازهای پایه

 .]1[ هستند

𝑁([𝛼], 𝑈) = {[𝛽] ∈ 𝜋𝑋;  𝛽 ≃ 𝛼 ∗ 𝛿, 𝛿(𝐼) ⊂ 𝑈, 𝛿(0) = 𝛿(1) = 𝛼(0)}, 

𝛼که  ∈ 𝜋1(𝑋, 𝑥)  و𝑈   از یک همسایگی𝛼(0)  است. 

,𝑋)برای فضای توپولوژیکی  𝑥) ، زیرمجموعه𝜋𝑋(𝑥, 𝑥)  از 𝜋𝑤ℎ𝑋 توان به توپولوژی زیرفضایی مجهز نمود و با را می

 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥)   .چه ارتباطی بین این دو توپولوژی وجود شود که اکنون به طور طبیعی این سوال مطرح مینمایش داد

 باشند.دارد؟ در مثال زیر نشان خواهیم داد که لزوما این دو توپولوژی با هم معادل نمی

نشان داده  𝐻𝐸 ) که به اختصار با  1وار بنیادین مجهز با توپولوژی ویسکر برای فضای گوشواره هاواییگروه .511مثال 

)ای به مرکز)دایره 𝐶𝑖مسیری باشد که دایره 𝑔𝑖 فرض کنید  .شود( را در نظر بگیریدمی
1

𝑖
, و شعاع  (0

1

𝑖
 𝑅2در فضای  

𝑜گوی باز به مرکز  𝑈. اگر پیماید( را در جهت مثلثاتی یک دور کامل می𝑖برای هر عدد طبیعی  ≔ و شعاع  (0,0)
1

2
 

,𝑁([𝑔1] گاهباشد، آن 𝑈) ای در یک همسایگی پایه𝜋1
𝑤ℎ(𝐻𝐸, 𝑜)  شامل[𝑔1 ∗ 𝑔5]  است و نشان خواهیم داد هیچ

,𝜋𝑤ℎ𝐻𝐸(𝑜 ای در همسایگی پایه 𝑜)   شامل که[𝑔1 ∗ 𝑔5]  مشمول در  توانداست نمی𝑁([𝑔1], 𝑈)  د. به باش

,𝑁([𝛽]برهان خلف فرض کنید  𝑉, 𝑊) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝐻𝐸(𝑜, 𝑜)  ای در همسایگی پایه 𝜋𝑤ℎ𝐻𝐸(𝑜, 𝑜) شامل   

[𝑔1 ∗ 𝑔5]   و مشمول در𝑁([𝑔1], 𝑈)  .چون  باشد𝑁([𝛽], 𝑉 ∩ 𝑈, 𝑊 ∩ 𝑈) ⊆ 𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊)  توان می

,𝑉فرض کرد که  𝑊 ⊆ 𝑈 از طرفی .[𝑔1 ∗ 𝑔5] ∈ 𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) کند کهایجاب می 

𝑁([𝛽], 𝑉, 𝑊) = 𝑁([𝑔1 ∗ 𝑔5], 𝑉, 𝑊). 

,𝑁([𝛽]هر عضو دلخواهی از پس  𝑉, 𝑊) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝐻𝐸(𝑜, 𝑜) به صورت [𝜆 ∗ 𝑔1 ∗ 𝑔5 ∗ 𝜆′] در آن که  باشدمی

𝜆(𝐼) داریم  ⊆ 𝑉  و𝜆′(𝐼) ⊆ 𝑊.  دقت شود که چون[𝜆 ∗ 𝑔1 ∗ 𝑔5 ∗ 𝜆′] ∈  𝜋𝑤ℎ𝐻𝐸(𝑜, 𝑜)  است، داریم

𝜆(0) = 𝜆(1) = 𝜆′(0) = 𝜆′(1) = 𝑜. 

                                                           
1 Hawaiian earring 
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,𝑁([𝑔1]اگر   𝑈) ∈ [𝜆 ∗ 𝑔1 ∗ 𝑔5 ∗ 𝜆′] طوقه   گاهآن 𝛾  در 𝑈  که طوریبهوجود دارد  𝜆 ∗ 𝑔1 ∗ 𝑔5 ∗ 𝜆′  ≃

𝑔1 ∗ 𝛾 کندایجاب می و این 

𝑔5  ≃ 𝜆−1 ∗  𝑔1 ∗ 𝛾 ∗  𝜆′−1  ∗  𝑔5
−1 

𝜆−1تناقض است زیرا  که ∗  𝑔1 ∗ 𝛾 ∗  𝜆′−1  ∗  𝑔5
با هیچ مسیری با شعاع کمتر از یک هموتوپ مسیری   1−

 را ببینید. ]4[از  4110 ۀباشد. برهان قضینمی

,𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥 هایتوپولوژی برای چه فضاهاییشویم که اکنون با این پرسش مواجه می 𝑥)   و𝜋1
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)  معادل 

 های معرفی شده برتوپولوژیباشد،   1فضای انتقالی طوقه کوچک  𝑋 کند در صورتی کهگزاره زیر بیان می؟ هستند

𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥)  و𝜋1
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) معادل هستند. 

  𝑋 اگر دکردن ها ثابتمعرفی شد. آن ]4[ ار توسط برودسکی و همکاران وی درفضای انتقالی طوقه کوچک برای اولین ب

فضای  بر باز -حاصل از توپولوژی فشردهخارج قسمتی توپولوژی توپولوژی ویسکر و  فضای انتقالی طوقه کوچک باشد، 

 .شوندهم منطبق می رب 𝑋̃𝑒 ی مسیر جهان

:𝛼ک فضای توپولوژیکی باشد. مسیری 𝑋فرض کنید  ]4[ .611تعریف  𝐼 → 𝑋 نامیده  یک مسیر انتقالی طوقه کوچک

 کهطوریبهوجود داشته باشد  𝑋در  𝛼(1)از  𝑉، همسایگی باز 𝑋در  𝛼(0)از  𝑈  شود هرگاه برای هر همسایگی بازمی

:𝛾برای هر طوقه داده شده  (𝐼, 0) → (𝑉, 𝛼(1))  طوقهγ′: (𝐼, 0) → (𝑈, 𝛼(0)) که ای به گونه موجود باشد

γ′ ≃ 𝛼 ∗ 𝛾 ∗ 𝛼−1   یا به طور معادل[γ′] = [𝛼 ∗ 𝛾 ∗ 𝛼−1] .ی فضا𝑋 ی کوچک در را یک فضای انتقالی طوقه

𝑥   به اختصار یک فضای (SLT  در𝑥 می )هرگاه هر مسیر  ندنام𝛼  با شروع از𝑥  یک مسیرSLT  ،باشد. همچنین𝑋 

  اش باشد.در هر نقطه SLTفضایی  گاهنامند هری انتقالی طوقه کوچک میرا یک فضا

 باشند.می SLTفضاهای   ]13[های توپولوژیکی و گروه ]4[ 2ای کوچکبه عنوان مثال فضاهای طوقه

𝑥و  ی کوچک بودهفضای انتقالی طوقه 𝑋 فرض کنید .7. 1 ۀگزار ∈ 𝑋 .های معرفی شده برتوپولوژی صورتایندر 

𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥)  و𝜋1
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) .با هم معادلند 

,𝑁([𝛼]عضو دلخواهی در  [𝜂]اگر  .برهان 𝑉, 𝑊) ∩ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑥) گاه باشد آن𝜂 ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′  که در آن[𝛼] ∈

𝜋𝑋(𝑦, z ,𝑦که  ( z ∈ 𝑋  و𝜆  و𝜆′ مسیرهایی در  ترتیببه𝑉   و𝑊 کهبه طوری باشندمی     𝜆(0) = 𝜆′(1) =

𝜂(0) = 𝜂(1) = 𝑥دهیم . قرار می𝑈 ≔ 𝑉 ∩ 𝑊 .چون 𝜂 ≃ (𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′) ∗ 𝑐𝑥 ،  با قرار دادن𝛾 ≔ 𝜆 ∗

𝛼 ∗ 𝜆′ داریم  𝜂 ≃ 𝛾 ∗ 𝑐𝑥  و در نتیجه[𝜂] ∈ 𝑁([𝛾], 𝑈). 

,𝑁([𝜂]دهیم نشان می  𝑈) ⊆  𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) ∩ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑥). 

                                                           
1 Small loop transfer space 2 Small loop space 
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[𝛽]اگر ∈ 𝑁([𝜂], 𝑈) گاه دلخواه باشد آنδ∗β≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′  کهδ  مسیری در𝑈  (0)است و=δ(1)= 𝑥 δ.  از

δ(I)⊆ 𝑈طرفی با توجه به اینکه  = 𝑉 ∩ 𝑊 و𝜆′  مسیری در𝑊  ،است(𝜆′ ∗ 𝛿)  نیز مسیری در𝑊 باشد، از این می

[𝛽]رو  ∈  𝑁([𝛼], 𝑉, 𝑊) ∩ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑥). 

,𝑁([𝛼]برعکس فرض کنید  𝑈)  از  همسایگی باز[𝜉]   در𝜋1
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)   .ای مانند طوقه صورتایندرباشد𝛾   در𝑈 

𝜉که طوریموجود است به ≃ 𝛼 ∗ 𝛾توانیم . می𝜉  را به صورت𝜉 ≃ 𝑐𝑥 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾 نظر بگیریم. به این ترتیب در[𝜉] ∈

𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑈) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥). 

,𝑁([𝜉]دهیم اکنون نشان می 𝑈, 𝑈) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥) ⊆ 𝑁([𝛼], 𝑈) برای هر عضو دلخواه .[𝛽]   در

𝑁([𝜉], 𝑈, 𝑈) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥)   مسیرهای𝜆   و𝜆′   در𝑈  که واقعند به طوری𝛽 ≃ 𝜆 ∗ 𝜉 ∗ 𝜆′  صورتدر این 

𝜆(0) = 𝜆′(1) = 𝑥. با توجه به تعریف𝜉 داریم 

𝛽 ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝛾 ∗ 𝜆′ ≃ 𝛼 ∗ (𝛼−1 ∗ 𝜆 ∗ 𝛼) ∗ 𝛾 ∗ 𝜆′. 

𝛼−1موجود است که  𝑈در  𝛿ی کوچک است مسیر فضای انتقالی طوقه 𝑋جا که از آن ∗ 𝜆 ∗ 𝛼 ≃ 𝛿 بنابراین .

𝛽 ≃ 𝛼 ∗ 𝛿 ∗ 𝛾 ∗ 𝜆′  چون و𝛿  و𝛾  و𝜆′  هر سه مسیرهایی در𝑈  ،هستند(𝛿 ∗ 𝛾 ∗ 𝜆′) یک مسیر بسته در 

[𝛽]و این یعنیاست  𝑈همسایگی  ∈ 𝑁([𝛼], 𝑈). 

 وارها گسترش داد.توان به صورت زیر برای گروهتعریف گروه شبه توپولوژیکی را می

ساختاری به جز ضرب  هاینگاشتوار شبه توپولوژیکی گوییم هرگاه همه را یک گروه G0بر  Gوار گروه .8. 1تعریف 

 پیوسته باشند.

توپولوژیکی  شبهوارتوپولوژی ویسکر یک گروه مجهز به 𝑋فضای همبند مسیری موضعی وار بنیادین گروه .9. 1 ۀگزار

 است.

را بررسی  (𝑆)ا مبدپیوستگی نگاشت  ساختاری به جز ضرب پیوسته اند. نخست هاینگاشتکنیم همه ثابت می. برهان

[𝛼]کنیم. برای هر می ∈ 𝜋𝑋(𝑥, 𝑦)  و هر همسایگی باز𝑈  از𝑥قرار دهید ،𝑂 ≔ 𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑋)  به وضوح[𝛼] ∈ 𝑂 

[𝛽]و برای هر  ∈ 𝑂ی ، مسیرها𝜆  و𝜆′ در ترتیببه𝑈  و𝑋 که به طوری موجودند𝛽 ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′  و  𝜆(0) ∈ 𝑈  

𝑆([𝛽]) نابراینب = 𝛽(0) = 𝜆(0) ∈ 𝑈از این رو .𝑆(𝑂) ⊂ 𝑈  .نگاشت هدف توان نشان داد کهمی با برهانی مشابه 

 نیز پیوسته است.

𝑥برای :2 پیوستگی نگاشت واحد ∈ 𝑋،  فرض کنید𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑊)  از  دلخواه ایپایههمسایگی[1𝑥]   باشد. بنابراین

1𝑥 ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′  که در آن𝜆  و𝜆′ مسیرهایی در  ترتیببه𝑈   و𝑊 ین همچن. باشندمی 𝜆(0) = 𝜆′(1) = 𝑥 به .

𝑈این ترتیب  ∩ 𝑊 ≠ 𝑈ی همبند مسیری از مولفه 𝑀. فرض کنید ∅ ∩ 𝑊  باشد که شامل𝑥 .چون  است𝑋  همبند
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(𝑀)1دهیم و نشان می باز بوده 𝑀 مسیری موضعی است، ⊆ 𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑊) . برای هر𝑥 ≠ 𝑥′ ∈ 𝑀  مسیر𝜑  از

𝑥′  به𝑥  در𝑀 موجود است و داریم 

1𝑥′ ≃ 𝜑 ∗ 1𝑥 ∗ 𝜑−1 ≃ (𝜑 ∗ 𝜆) ∗ 𝛼 ∗ (𝜆′ ∗ 𝜑−1). 

.     دشوکه نتیجه می [1𝑥′] ∈ 𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑊) 

𝑂کنید  فرض : 𝒊پیوستگی نگاشت وارون  ≔ 𝑁([𝛼−1], 𝑈, 𝑊)   از  دلخواه ایپایههمسایگی[𝛼−1]   در

𝜋𝑤ℎ𝑋 دهیم که باشد. نشان می𝑂′ ≔ 𝑁([𝛼], 𝑊, 𝑈) که  طوری همسایگی مورد نظر ما است به𝑖(𝑂′) ⊆ 𝑂 .

[𝛽]اگر ∈ 𝑁([𝛼], 𝑊, 𝑈)  گاه آن لخواه باشد،د𝛽 ≃ 𝛿 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿′ که ،𝛿   و𝛿′  مسیرهایی در  ترتیببه𝑊   و𝑈 

𝑖([𝛽])چون  باشند.می = [𝛽−1]  و 𝛽−1 ≃ 𝛿′−1 ∗ 𝛼−1 ∗ 𝛿−1   که𝛿′−1(𝐼) ⊂ 𝑈  و𝛿−1(𝐼) ⊂ 𝑊 ، پس

[𝛽−1] ∈ 𝑁([𝛼−1], 𝑈, 𝑊) شود که نتیجه می𝑖(𝑂′) ⊂ 𝑂. 

 لزوما  ن آراست در  های انتقال ازاند ولی نگاشتهای انتقال از چپ پیوستهر نگاشتدر گروه بنیادین با توپولوژی ویسک

وار بنیادین با توپولوژی ویسکر هیچ یک در گروه ادامه نشان خواهیم داد که در. ]311ه ۀ، اثبات گزار1[باشند پیوسته نمی

ار بنیادین واوت البته ناشی از نوع تعریف توپولوژی ویسکر بر گروههای راست و چپ پیوسته نیستند. این تفاز انتقال

سمت راست  که در گروه بنیادین فقط ازحالیکنیم درامتدادهایی را اضافه می مسیر، از یک باشد که به دو طرفمی

 .نماییمها اضافه میامتدادهایی را به طوقه

 ته نیست.پیوسلزوماَ ن با توپولوژی ویسکر وار بنیادیگروهدر انتقال راستمثال زیر ادعایی روشن است بر اینکه نگاشت 

واقع . درستنی یوار توپولوژیکیک گروه با توپولوژی ویسکر برای فضای گوشواره هاوایی بنیادین مجهز وارگروه .24. 1مثال 

به برهان خلف  .باشدها با هم باشند، پیوسته نمینقطه مماس دایره 𝑜زمانی که  𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑜)انتقال راست در  نگاشت

:𝑟[𝑔1]انتقال راست  نگاشتفرض کنید  𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑜) → 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑜)  که𝑟[𝑔1]([𝑔]) = [𝑔 ∗ 𝑔1]، پیوسته است. 

 ایپایههمسایگی برای  صورتدراین ،شامل نیسترا   𝐼𝑚(𝑔1)ه باشد ک  𝑜  همسایگی بازی از  𝑈اگر 

𝑁([𝑔3 ∗ 𝑔1], 𝑈, 𝑈)   از[𝑔3 ∗ 𝑔1]  ،ز هایهمسایگی ر  𝑜 املش  ′𝑊و  𝑊با شوند یافت می  𝑈و مشمول د

 کهطوریبه

𝑟[𝑔1](𝑁([𝑔3],𝑊,𝑊′))   ⊆  𝑁([𝑔3 ∗ 𝑔1], 𝑈, 𝑈).  

∩ 𝑊چون   𝑊′  شامل باز همسایگی𝑜  است، پس𝑘 >  کهطوریبه داردجود و 2

𝑔𝑘 ∈  𝑊 ∩ 𝑊′, [𝑔
𝑘 

∗ 𝑔3 ∗ 𝑔
𝑘 

] ∈ 𝑁([𝑔3], 𝑊, 𝑊′) لذا 

 و در نتیجه

𝑟[𝑔1]([𝑔𝐾 ∗ 𝑔3 ∗ 𝑔𝑘 ])  ∈ 𝑁([𝑔3 ∗ 𝑔1], 𝑈, 𝑈). 
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𝑔]بنابراین
𝑘 

∗ 𝑔3 ∗ 𝑔
𝑘 

∗ 𝑔1] ∈ 𝑁([𝑔3 ∗ 𝑔1], 𝑈, 𝑈)  .هایطوقه پس 𝛼  و𝛽 در 𝑈 کهطوری به وجودندم 

𝑔𝑘 ∗ 𝑔3 ∗ 𝑔𝑘 ∗ 𝑔1 ≃ 𝛼 ∗ 𝑔3 ∗ 𝑔1 ∗ 𝛽 

𝑔3 داریم و لذا
−1 ∗ 𝛼−1 ∗  𝑔𝑘 ∗ 𝑔3 ∗ 𝑔𝑘 ≃ 𝑔1 ∗ 𝛽 ∗ 𝑔1

−1. 

𝑔1داریمستند، ه 𝑈مسیرهایی در  𝑔𝑘و  𝛼 ،𝑔3جایی که از آن ∗ 𝛽 ∗ 𝑔1
−1 ∈ 𝑖∗𝜋1(𝑈, 𝑥) تناقض است  این . اما

𝑔1 زیرا ∗ 𝛽 ∗ 𝑔1
 را ]4[از  4110 ۀقضیبرهان باشد. ا هیچ مسیری با شعاع کمتر از یک هموتوپ مسیری نمیب 1−

 .ببینید

 قطه مشترک دایره هان 𝑜زمانی که  𝜋𝑤ℎ𝐻𝐸(𝑜)انتقال چپ در  هایتوان ثابت کرد که نگاشتی مشابه میبه طریق

 .ندد، پیوسته نیستباش

با یکی وار توپولوژشرایطی هستیم که پیوستگی نگاشت ضرب را به منظور ساختن یک گروهیافتن به دنبال  در ادامه

 فراهم نماید.استفاده از توپولوژی ویسکر 

 گاه نگاشت ضرب نیز پیوسته است.پیوسته باشد، آن 𝜋𝑤ℎ𝑋نگاشت انتقال راست در  اگر .22. 1 ۀگزار

[𝑔]فرض کنید  .برهان ∈ 𝜋𝑋 .برای عضو دلخواه  و نگاشت انتقال راست پیوسته است[𝛼]  ای پایههمسایگی و هر

𝑁([𝛼 ∗ 𝑔], 𝑈, 𝑉)  از𝑅[𝑔]([𝛼]) = [𝛼 ∗ 𝑔]، ایهمسایگی پایه 𝑂 = 𝑁([𝛼], 𝑈′, 𝑉′)  از[𝛼]  موجود است

,𝑅[𝑔](𝑁([𝛼] کهطوری به 𝑈′, 𝑉′) ⊆ 𝑁([𝛼 ∗ 𝑔], 𝑈, 𝑉) . رو برای هر عضو از این از𝑁([𝛼], 𝑈′, 𝑉′)   مانند

[𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′]  که𝜆′(1) = 𝑔(0) داریم 

𝑅[𝑔]([𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′]) = [𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′ ∗ 𝑔] ∈ 𝑁([𝛼 ∗ 𝑔], 𝑈, 𝑉). 

𝜆کهموجودند به طوری 𝑉و  𝑈در  ′𝜇و  𝜇بنابراین مسیرهای   ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′ ∗ 𝑔 ≃ 𝜇 ∗ 𝛼 ∗ 𝑔 ∗ 𝜇′. 

,[𝛼]اکنون فرض کنید  [𝛽] ∈ 𝜋𝑋   که باشند𝛼(1) = 𝛽(0)   و𝑁([𝛼 ∗ 𝛽], 𝑈, 𝑉)  از  ایهمسایگی پایه

[𝛼 ∗ 𝛽] .با توجه به پیوستگی  باشد𝑅[𝛽] ،های باز دلخواه همسایگی و توضیحات بالا𝑊1  و𝑊2 از  ترتیببه𝛼(0)   و

𝛼(1) هر مسیر  برای کهطوریوجودند بهم𝛿 ر د𝑊1 هر طوقه  و𝛿′  در𝑊2  به دلیل تعریف شدن ضرب مسیری باید(

𝛼(1) = 𝛿′(0)  و𝛿′(1) = 𝛽(0) )هایمسیر ،باشند 𝜂  و𝜂′ در  ترتیببه𝑈  و𝑉 موجودند که 

(1) 

𝛿 ∗ 𝛼 ∗ 𝛿′ ∗ 𝛽 ≃ 𝜂 ∗ 𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝜂′.      

𝑂1دهیم قرار می ≔ 𝑁([𝛼], 𝑈 ∩ 𝑊1, 𝑊2)  و𝑂2 ≔ 𝑁([𝛽], 𝑊2, 𝑉) . 
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[′𝛼] ر اگ ∈ 𝑂1 و [𝛽′] ∈ 𝑂2  ت صورایندر𝛼′ ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′   و𝛽′ ≃ 𝛾 ∗ 𝛽 ∗ 𝛾′  ه ک𝜆   و𝜆′  ترتیب به

𝑈هایی در  هاییمسیر ∩ 𝑊1   و𝑊2  ون همچنیو 𝛾 𝛾′ هایی در مسیر ترتیببه𝑊2  و𝑉 از طرفیباشند. می   

[𝛼′] ∗ [𝛽′] = [𝛼′ ∗ 𝛽′] = [𝜆 ∗ 𝛼 ∗ (𝜆′ ∗ 𝛾) ∗ 𝛽 ∗ 𝛾′]. 

′𝜆)هستند  𝑊2هر دو مسیرهایی در  ′𝜆و  𝛾چون  ∗ 𝛾) ی در انیز طوقه𝑊2 مسیرهای (1) ۀرابط با توجه به بوده و 

𝜂  و𝜂′ در  ترتیب به𝑈  و𝑉 موجودند که 

𝜆 ∗ 𝛼 ∗ (𝜆′ ∗ 𝛾) ∗ 𝛽 ∗ 𝛾′ ≃ 𝜂 ∗ 𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝜂′ ∗ 𝛾′. 

′′𝜂با قرار دادن   بنابراین = 𝜂′ ∗ 𝛾′  که مسیری در𝑉  داریم است[𝛼′ ∗ 𝛽′] = [𝜂 ∗ 𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝜂′′]  ایجاب این

′𝛼]د کنمی ∗ 𝛽′] ∈ 𝑁([𝛼 ∗ 𝛽], 𝑈, 𝑉) شود.و پیوستگی نگاشت ضرب نتیجه می 

ت نگاش توان نتیجه گرفت کهبا استدلالی مشابه می پیوسته باشد، 𝜋𝑤ℎ𝑋انتقال چپ در نگاشت اگر  .21. 1 ۀملاحظ

 ضرب پیوسته است.

پیوسته باشد به ما در شناسایی رده ای از فضاها ها نگاشت انتقال راست یافتن فضاهایی که در آنقبل،  ۀبا توجه به گزار

 ک خواهد کرد. کم دهد،وار توپولوژیکی میوار بنیادین آنها با توپولوژی ویسکر تشکیل یک گروهکه گروه

 پیوسته است. 𝜋𝑤ℎ𝑋در ی کوچک باشد، نگاشت انتقال راستفضای انتقالی طوقه 𝑋اگر  .23. 1 ۀگزار

,𝑥فرض کنید  .برهان 𝑦 ∈ 𝑋  و[𝛽]  ز ,𝜋𝑋(𝑥عضوی دلخواه ا 𝑦 )   گاشت انتقال از راست باشد. ن

𝑅[𝛽]: 𝜋𝑤ℎ𝑋(−, 𝑥) → 𝜋𝑤ℎ𝑋(−, 𝑦)  هر  . برایبگیرید را در نظر𝑧 ∈ 𝑋  و هر [𝛼] ∈ 𝜋𝑋(𝑧, 𝑥) ، فرض کنید

 𝑁([𝛼 ∗ 𝛽], 𝑈, 𝑉) ازای پایه سایگیهمیک [𝛼 ∗ 𝛽]  است که در آن𝑈  و𝑉 های بازی از به ترتیب همسایگی𝑧  و

𝑦 که جاآن. از باشندمی𝑋  باز  همسایگی ی کوچک است، برایانتقالی طوقهفضای𝑉  از𝑦،  همسایگی باز𝑉1  از𝑥  موجود

    کهطوری بهوجود دارد  𝑉در 𝑦بر پایه  𝛾2′، طوقه 𝑉1در  𝑥بر پایه  𝛾2که برای هر طوقه است به طوری

𝛽−1 ∗ 𝛾2 ∗ 𝛽 ≃ 𝛾2
𝛾2یعنی   ′ ∗ 𝛽 ≃ 𝛽 ∗ 𝛾2

′ . 

,𝑁([𝛼]  باز همسایگی 𝑈, 𝑉1) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(−, 𝑥)   از[𝛼]  ر اگ ا در نظر بگیرید.ر[𝜆]   عضو دلخواهی از

 𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑉1) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(−, 𝑥)گاه ، آنباشد𝜆 ≃ 𝜆1 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆2  که𝜆1 و 𝜆2 مسیرهایی در  ترتیببه𝑈  و𝑉1 

𝛼(1)ی ای بر پایهطوقه 𝜆2باشند و می = 𝛽(0) = 𝑥 صورت: این است. در 

𝑅[𝛽]([𝜆]) ≃ 𝜆1 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆2 ∗ 𝛽 ≃ 𝜆1 ∗ 𝛼 ∗ 𝛽 ∗ 𝜆′2 

𝑅[𝛽]([𝜆])دهد نتیجه میاست. این  𝑉طوقه ای در   𝜆′2در آن   که ∈ 𝑁([𝛼 ∗ 𝛽], 𝑈, 𝑉) مطلوب  ۀهمان نتیج که

 ما است.
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فضای انتقالی طوقه کوچک باشد نگاشت انتقال از چپ  𝑋اگر توان نشان داد که با برهانی مشابه می. 20. 1 ۀملاحظ

 پیوسته است.

کوچک باشد،  ۀطوق انتقالی 𝑋ی را وقتی فضا 𝜋𝑤ℎ𝑋پیوستگی نگاشت ضرب در  13. 2و   11. 2های با توجه به گزاره

رو  قضیه مهم و اساسی زیر اینداشتیم. از 9. 2های ساختاری را نیز در گزارهداریم و همچنین پیوستگی سایر نگاشت

 اثبات شده است.

 یتوپولوژیکوار گروه 𝜋𝑤ℎ𝑋 گاهآن ی کوچک باشدانتقالی طوقه ی همبند مسیری موضعی وفضای 𝑋اگر  .25. 1 ۀقضی

 است.

 دهیم.را مورد مطالعه قرار می 𝜋𝑤ℎای در ادامه رفتارهای رسته

:𝑓ضاهای توپولوژیکی و ف 𝑌و  𝑋اگر  .26. 1 ۀگزار 𝑋 → 𝑌 گاه نگاشتنگاشت پیوسته باشد؛ آن   𝜋𝑓: 𝜋𝑤ℎ𝑋 → 𝜋𝑤ℎ𝑌 

𝜋𝑓([𝛼])که به صورت  = [𝑓𝑜𝛼] شود پیوسته است.تعریف می 

𝑂فرض کنید  .برهان ≔ 𝑁([𝑓𝑜𝛼], 𝑉, 𝑊)  ز  ا ایپایههمسایگی  𝜋𝑤ℎ𝑌 در [𝑓𝑜𝛼]کهطوریبه باشد 𝑉  و𝑊 

𝑈ن باشند. با قرار دادیم  𝑓𝑜𝛼(1)و   𝑓𝑜𝛼(0)های باز از همسایگی ترتیببه = 𝑓−1 (𝑉)                   همچنین 

𝑈′ = 𝑓−1(𝑊) ،م دهینشان می𝑂′ ≔ 𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑈′)   مورد نظر ما از  ایپایههمسایگی[𝛼]   در𝜋𝑤ℎ𝑋                 

𝜋𝑓(𝑂′)ه کطوریبهباشد می ⊆ 𝑂 . برای این منظور عضو دلخواه[𝛽]  را در𝑂′ صورت ایندرگیریم. در نظر می𝛽 ≃

𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′ در آن  که𝜆(𝐼) ⊂ 𝑈  و𝜆′(𝐼) ⊂ 𝑈′. ه کآنجاییاز(𝑓𝑜𝜆)  مسیری در𝑉  و(𝑓𝑜𝜆′)  مسیری در𝑊 

𝑓𝑜𝛽 و بوده ≃ (𝑓𝑜𝜆) ∗ (𝑓𝑜𝛼) ∗ (𝑓𝑜𝜆′) داریم [𝑓𝑜𝛽] ∈ 𝑂 کند ه ایجاب میک𝜋𝑓([𝛽]) ∈ 𝑂. 

 و انتقالی طوقه کوچک همبند مسیری موضعی و فضاهای توپولوژیکیگون از رسته یک تابع 𝜋𝑤ℎنگاشت .27. 1 ۀنتیج

 وارهای توپولوژیکی است.پیوسته به رسته گروه هاینگاشت

 هاینگاشتفضاهای توپولوژیکی و  یک تابعگون از رسته 𝜋و این حقیقت که  16. 2و گزاره  15. 2با توجه به قضیه  .برهان

  شود.ثابت می ارها است، ادعای مورد نظروپیوسته به رسته گروه

باشند شده بر گروه بنیادین گسسته میهای تعریفیک فضای همبند ساده نیم موضعی است، همه توپولوژی 𝑋هنگامی که 

دلخواه  ایپایهوار توپولوژیکی مورد نظر ما اتفاق نیفتد. زیرا برای همسایگی . اما این موضوع ممکن است برای گروه]11[

𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑉)   از[𝛼]به شکل  ، اعضایی[𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′] ∈ 𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑉)   نقاط آغازی و پایانی وجود دارند که

𝜆مسیر  ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′  با𝛼 برابر نبوده و لذا [𝛼] ≠ [𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′ ]. شود که این باعث می𝑁([𝛼], 𝑈, 𝑉) ≠ {[𝛼]} . 

,𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥با  𝜋𝑤ℎ𝑋وقتی نقاط انتهایی را ثابت نگه داریم، یعنی به جای  دهد کهگزاره زیر نشان می 𝑦)  ،کار کنیم

,𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥بودن فضا باعث گسسته شدن انتقالی طوقه کوچک  شرط 𝑦) .خواهد شد 
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همبند ساده نیم موضعی است اگر  𝑋نظر بگیرید. فضای را در 𝑋 کوچک ۀانتقالی طوق توپولوژیکیفضای  .28. 1 ۀگزار

,𝑥و تنها اگر برای هر  𝑦 ∈ 𝑋 ،𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑦) .گسسته باشد 

,𝑥 دهیم که برای هر نشان می 𝑋برای فضای توپولوژیکی همبند ساده نیم موضعی  .برهان 𝑦 ∈ 𝑋 برای هر و[𝛼] ∈

𝜋𝑋(𝑥, 𝑦)مجموعه ،{[𝛼]}  در𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑦) برای هر  ،است. به یاد بیاورید که در فضای همبند ساده نیم موضعی باز

𝑥 ∈ 𝑋 همسایگی باز ،𝑈𝑥  از𝑥 که هر مسیر بسته در موجود است به طوری𝑈𝑥  حول𝑥 در ،𝑋 شود. پوچ هموتوپیک می

[𝛽] اکنون اگر  ∈ 𝑁([𝛼], U𝑥, 𝑉𝑦) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑦) ،اختیار شود 𝛽 ≃ 𝜆 ∗ 𝛼 ∗ 𝜆′ه در آن خواهد شدکU𝑥  و

 𝑉𝑦های باز از همسایگی ترتیببه𝑥  و𝑦 و داریم  بوده𝜆(𝐼)  ⊆ U𝑥  و𝜆′(𝐼)  ⊆ 𝑉𝑦 .از طرفی 

𝜆(0) = 𝛽(0) = 𝑥 = 𝜆(1), 𝜆′(0) = 𝛽(1) = 𝑦 = 𝜆′(1). 

پوچ هایی طوقه ′𝜆و   𝑉𝑥،𝜆و  𝑈𝑥ب انتخا ۀباشند و با توجه به نحومی 𝑉𝑥و  𝑈𝑥در  مسیرهای بسته ′𝜆و  𝜆بدین ترتیب 

[𝜆]و از این ر .1اندهموتوپیک = 𝑒𝑥  و[𝜆′] = 𝑒𝑦 د کنکه ایجاب می𝛽 ≃ 𝛼 و این یعنی 

𝑁([𝛼], U𝑥, 𝑉𝑦) ∩ 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑦) = {[𝛼]}. 

𝜋1 دقت شود که گسسته بودنبرای اثبات لزوم، 
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥)موضعی بودن ، همبند ساده نیم𝑋 ۀکند )نتیجرا ایجاب می 

𝜋1  برابری از(. اکنون ]4[از  3. 3
𝑤ℎ(𝑋, 𝑥) = 𝜋𝑤ℎ𝑋(𝑥, 𝑥)شود. می حاصل نتیجه 
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