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Let 𝑅 be a commutative ring with identity and N𝑖𝑙(𝑅) be the set of nilpotent 

elements of 𝑅. The nil-graph of ideals of 𝑅 is defined as the graph 𝔸𝔾𝑁(𝑅) whose 

vertex set is {𝐼:  (0) ≠ 𝐼 ⊲ 𝑅 and there exists a non-trivial ideal 𝐽 such that 𝐼𝐽 ⊆

N𝑖𝑙(𝑅)} and two distinct vertices 𝐼 and 𝐽 are adjacent if and only if 𝐼𝐽 ⊆ N𝑖𝑙(𝑅). 

Here, we study conditions under which 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is complete or bipartite. Also, the 

independence number of 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is determined, where 𝑅 is a reduced ring. 

Finally, we classify Artinian rings whose nil-graphs of ideals have genus at most 

one. 

Introduction 

When one assigns a graph with an algebraic structure, numerous interesting 

algebraic problems arise from the translation of some graph-theoretic parameters 

such as clique number, chromatic number, diameter, radius and so on. There are 

many papers in this topic, see for example [5], [8] and [12]. Throughout this paper, 

all rings are assumed to be non-domain commutative rings with identity. By 𝕀(𝑅) 

(𝕀(𝑅)∗) and N𝑖𝑙(𝑅), we denote the set of all proper (non-trivial) ideals of 𝑅 and the 

nil-radical of 𝑅, respectively. The set of all maximal and minimal prime ideals of 

𝑅 are denoted by M𝑎𝑥(𝑅) and M𝑖𝑛(𝑅), respectively. The ring 𝑅 is said to be 

reduced, if it has no non-zero nilpotent element. 

Let 𝐺 be a graph. The degree of a vertex 𝑥 of 𝐺 is denoted by 𝑑(𝑥). The graph 𝐺 

is said to be 𝑟-regular, if the degree of each vertex is 𝑟. The complete graph with 

𝑛 vertices, denoted by 𝐾𝑛, is a graph in which any two distinct vertices are adjacent. 

A bipartite graph is a graph whose vertices can be divided into two disjoint parts 

𝑈 and 𝑉 such that every edge joins a vertex in 𝑈 to one in 𝑉. It is well-known that 

a bipartite graph is a graph that does not contain any odd cycle. A complete 

bipartite graph is a bipartite graph in which every vertex of one part is joined to 

every vertex of the other part. If the size of one of the parts is 1, then it is said to 

be a star graph. A tree is a connected graph without cycles. Let 𝑆𝑘 denote the 

sphere with 𝑘 handles, where 𝑘 is a non-negative integer, that is, 𝑆𝑘 is an oriented 

surface of genus 𝑘. The genus of a graph 𝐺, denoted by 𝛾(𝐺), is the minimal integer 

𝑛 such that the graph can be embedded in 𝑆𝑛. A genus 0 graph is called a planar 

graph. It is well-known that  

∀𝑛 ≥ 3;   𝛾(𝐾𝑛) = ⌈
(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)

12
⌉ , 

∀𝑛 ≥ 3 , ∀𝑚 ≥ 2;  𝛾(𝐾𝑚,𝑛) = ⌈
(𝑚 − 2)(𝑛 − 2)

4
⌉. 

For a graph 𝐺, the independence number of 𝐺 is denoted by 𝛼(𝐺). For more details 

about the used terminology of graphs, see [13]. 
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We denote the annihilator of an ideal 𝐼 by 𝐴𝑛𝑛(𝐼). Also, the ideal 𝐼 of 𝑅 is called 

an annihilating-ideal if 𝐴𝑛𝑛(𝐼) ≠ (0). The notation 𝔸(𝑅) is used for the set of all 

annihilating-ideals of 𝑅. By the annihilating-ideal graph of 𝑅, 𝔸𝔾(𝑅), we mean 

the graph with vertex set 𝔸(𝑅)∗ = 𝔸(𝑅)\{0} and two distinct vertices 𝐼 and 𝐽 are 

adjacent if and only if 𝐼𝐽 = 0. Some properties of this graph have been studied in 

[1, 2, 3, 5, 6]. In [12], the authors have introduced another kind of graph, called the 

nil-graph of ideals. The nil-graph of ideals of 𝑅 is defined as the graph 𝔸𝔾𝑁(𝑅) 

whose vertex set is {𝐼:  (0) ≠ 𝐼 ⊲ 𝑅 and there exists a non-trivial ideal 𝐽 such that 

𝐼𝐽 ⊆ N𝑖𝑙(𝑅)} and two distinct vertices 𝐼 and 𝐽 are adjacent if and only if 𝐼𝐽 ⊆

N𝑖𝑙(𝑅). Obviously, our definition is slightly different from the one defined by 

Behboodi and Rakeei in [5] and it is easy to see that the usual annihilating-ideal 

graph 𝔸𝔾(𝑅) is a subgraph of 𝔸𝔾𝑁(𝑅). In [12], some basic properties of nil-graph 

of ideals have been studied. In this article, we continue the study of the nil-graph 

of ideals. In Section 2, the necessary and sufficient conditions, under which the nil-

graph of a ring is complete or bipartite, are found. Section 3 is devoted to the 

studying of independent sets in nil-graph ideals. In Section 4, we classify all 

Artinian rings whose nil-graphs of ideals have genus at most one. 

When Is the Nil-Graph of Ideals Complete or Bipartite? 

Theorem 1.  Let 𝑅 be a Noetherian ring. Then 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is a complete graph if and 

only if either 𝑅 is Artinian local or 𝑅 ≅ 𝐹1 × 𝐹2, where 𝐹1 and 𝐹2 are fields. 

The next result shows that nil-graphs, whose every vertices have finite degrees, are 

finite graphs. 

Theorem 2.  If every vertex of 𝔸𝔾𝑁(𝑅) has a finite degree, then 𝑅 has finitely 

many ideals. 

The next result gives another condition under which 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is complete. 

Theorem 3.  If 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is an 𝑟-regular graph, then 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is a complete graph. 

Theorem 4.  Let 𝑅 be a ring such that 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is bipartite. Then 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is 

complete bipartite. Moreover, if 𝑅 is non-reduced, then 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is star and 𝑁𝑖𝑙(𝑅) 

is the unique minimal prime ideal of 𝑅. 

The Independence Number of Nil-Graphs of Ideals 

Proposition 5.  If 𝑅 ≅ 𝑅1 × 𝑅2 × ⋯ × 𝑅𝑛 is a ring, then 𝛼(𝐺𝒯(𝑅)) = 2𝑛−1. 

Using [4, Theorem 8.7], we have the following immediate corollary. 

Corollary 6.  Let 𝑅 be an Artinian with 𝑛 maximal ideals. Then 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≥

2𝑛−1; moreover, the equality holds if and only if 𝑅 is reduced. 

Proposition 7.  If |𝑀𝑖𝑛(𝑅)| ≥ 𝑛, then 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≥ 2𝑛−1. 

From the previous proposition, we have the following immediate corollary which 

shows that the finiteness of 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) implies the finiteness of number of the 

minimal prime ideals of 𝑅.   

Corollary 8.  If 𝑅 contains infinitely many minimal prime ideals, then the 

independence number of 𝔸𝔾𝑁(𝑅) is infinite.   

Theorem 9.  For every Noetherian reduced ring 𝑅, 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) = 2|𝑀𝑖𝑛(𝑅)|−1. 

As an application of the nil-graph of ideals in the ring theory we have the following 

corollary which shows that number of minimal prime ideals of a Noetherian 

reduced ring coincides number of maximal ideals of the total ring of 𝑅. 



Corollary 10.  Let 𝑅 be a Noetherian reduced ring. Then  

|M𝑖𝑛(𝑅)| = |M𝑎𝑥(𝑇(𝑅))| = log2(𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅))). 

The Genus of Nil-Graphs of Ideals 

Theorem 11.  Let 𝑔 and 𝑞 > 0 be non-negative integers. Then there are finitely 

many Artinian rings 𝑅 such that 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) = 𝑔 and |
𝑅

𝔪
| ≤ 𝑞, for every maximal 

ideal 𝔪 of 𝑅. 

Before proving the next lemma, we need the following notation. Let 𝐺 be a graph 

and 𝑉′ be the set of vertices of 𝐺 whose degrees equal one. We use 𝐺̃ for the 

subgraph 𝐺\𝑉′ and call it the reduction of 𝐺. 

Lemma 12.  𝛾(𝐺) = 𝛾(𝐺̃), where 𝐺̃ is the reduction of 𝐺.   

In the following, all Artinian rings, whose nil-graphs of ideals have genus at most 

one, are classified.   

Theorem 13.  Let 𝑅 be an Artinian ring. If 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) < 2, then |𝑀𝑎𝑥(𝑅)| ≤ 4 

and moreover, the following statements hold.   

    1.  If |𝑀𝑎𝑥(𝑅)| = 4, then 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) < 2 if and only if 𝑅 is isomorphic to a 

direct product of four fields.  

    2.  If |𝑀𝑎𝑥(𝑅)| = 3, then 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) < 2 if and only if 𝑅 ≅ 𝐹1 × 𝐹2 × 𝑅3, 

where 𝐹1,𝐹2 are fields and 𝑅3 is an Artinian local ring with at most two non-

trivial ideals.  

    3.  If |𝑀𝑎𝑥(𝑅)| = 2, then 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) < 2 if and only if either 𝑅 ≅ 𝐹1 × 𝑅2, 

where 𝐹1 is a field and 𝑅2 is an Artinian local ring with at most three non-trivial 

ideals or 𝑅 ≅ 𝑅1 × 𝑅2, where every 𝑅𝑖 (𝑖 = 1,2) is an Artinian local ring with at 

most one non-trivial ideal.  

    4.  If 𝑅 is local, then 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) < 2 if and only if 𝑅 has at most 7 non-trivial 

ideals. 

Conclusion 

The field of graph theory and ring theory both benefit from the study of 

algebraic concepts using graph theoretic concepts. Usually, when one assigns a 

graph to an algebraic structure, some problems in ring theory might be more easily 

solved. There exist numerous interesting algebraic problems arising from the 

translation of some graph-theoretic parameters and properties such as diameter, 

girth, independence number, planarity, and so on. 
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باشد. گراف  𝑅توان حلقه مجموعه اعضای پوچ N𝑖𝑙(𝑅)جایی یکدار و جابه ۀیک حلق 𝑅فرض کنیم 

 شود گرافی با مجموعه رئوسنشان داده می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)که با نماد  𝑅های آلوابسته به ایدهپوچ 

{𝐼 ∶  (0) ≠ 𝐼 ⊲ 𝑅 , ∃(0) ≠ 𝐽 ⊲ 𝑅  s.t  𝐼𝐽 ⊆ N𝑖𝑙(𝑅)} 

𝐼𝐽مجاور هستند اگر و تنها اگر  𝐽و  𝐼است و دو راس متمایز  ⊆ N𝑖𝑙(𝑅) در این مقاله شرایطی را .

یک  𝑅کامل یا دوبخشی است. همچنین زمانی که  𝔸𝔾𝑁(𝑅)ها گراف کنیم که تحت آنبررسی می

که  های آرتینیآوریم. درنهایت حلقهدست میرا به 𝔸𝔾𝑁(𝑅)عدد استقلال حلقه کاهشی باشد، 

 کنیم.بندی میباشد را دستهگونای حداکثر یک میها دارای های آنآلهای پوچ ایدهگراف
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 مقدمه .1

 نظریه گراف هایپارامتر برخی از تبدیلی به یک ساختار جبری یک گراف نسبت دهیم، مسائل جبری جذابهنگامی که  

[، 5]آیند. مقالات زیادی در این زمینه وجود دارد، برای نمونه ای، عدد رنگی، قطر، شعاع و ... به وجود میمانند عدد خوشه

 [ را ببینید.21[ و ]8]

( و ∗𝕀(𝑅)) 𝕀(𝑅)های باشند که دامنه صحیح نیستند. با نمادجایی و یکدار میجابهها در سراسر این مقاله، تمام حلقه

N𝑖𝑙(𝑅)های سره )نابدیهی( آل، به ترتیب مجموعه تمام ایده𝑅   و رادیکال پوچ𝑅  مجموعه تمام  کنیم.را مشخص می

نامیده  کاهشی  𝑅حلقه دهیم. نمایش می Min(𝑅)و  Max(𝑅)را به ترتیب با  𝑅های ماکسیمال و اول مینیمال آلایده

 باشد. توان ناصفراگر فاقد عضو پوچ ،شودمی

 𝑟برای عدد صحیح و نامنفی  دهیم.نمایش می 𝑑(𝑥)را با نماد  𝐺از گراف  𝑥یک گراف باشد. درجه راس 𝐺 فرض کنیم  

شود، نمایش داده می 𝐾𝑛راس، که با  𝑛با  گراف کاملباشد.  𝑟، اگر درجه هر راس آن شودمی نامیده منظم-𝐺، 𝑟گراف 

توان را می مجموعه رئوسشگرافی است که  گراف دوبخشیگرافی است که هر دو راس متمایز آن با هم مجاور هستند. یک 

که یک گراف  دانیمبه خوبی می. دارد 𝑉و یک انتها در  𝑈 در یک انتهابه طوری که هر یال کرد  افراز 𝑉و  𝑈 ۀمجموعبه دو 

یک گراف دوبخشی است که در آن هر راس از گراف دوبخشی کامل فردی نیست. دور دوبخشی گرافی است که شامل هیچ 

نامند. می گراف ستارهگاه آن را باشد، آن 2ها برابر یک بخش با تمام رئوس بخش دیگر مجاور است. اگر اندازه یکی از بخش

 ست. گرافی همبند و بدون دور ایک درخت 

 گونایباشد.  𝑘یک رویه جهت دار از گونای  𝑆𝑘دسته باشد، یعنی  𝑘یک کره با  𝑆𝑘یک عدد صحیح ناصفر و  𝑘فرض کنیم  

نشاند. یک گراف از  𝑆𝑛است که گراف را بتوان در  𝑛شود کوچکترین عدد صحیح نشان داده می 𝛾(𝐺)که با نماد  𝐺گراف 

 شود. مشهور است کهنامیده می گراف مسطحگونای صفر 

∀𝑛 ≥ 3;   𝛾(𝐾𝑛) = ⌈
(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)

12
⌉, 

∀𝑛 ≥ 3 , ∀𝑚 ≥ 2;  𝛾(𝐾𝑚,𝑛) = ⌈
(𝑚 − 2)(𝑛 − 2)

4
⌉. 

 اتی اصطلاحدربارهدهیم. برای جزئیات بیشتر نمایش می 𝛼(𝐺)را با نماد  𝐺عدد استقلال ، 𝐺برای یک گراف مانند  

 ببینید.[ را 21، ]استفاده شده از نظریه گراف
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نامیم اگر  کنپوچآل ایدهرا یک   𝑅از   𝐼آل همچنین ایده دهیم.نمایش می  Ann(𝐼)را با   𝐼آل مانند ساز یک ایدهپوچ 

𝐴𝑛𝑛(𝐼) ≠ کنیم. منظور از گراف استفاده می 𝑅کن های پوچآلرا برای نشان دادن مجموعه تمام ایده 𝔸(𝑅). نماد (0)

∗𝔸(𝑅)، گرافی با مجموعه رئوس 𝑅 ،𝔸𝔾(𝑅)کن آل پوچایده = 𝔸(𝑅)\{0}  است و دو راس متمایز𝐼  و𝐽  مجاور هستند

𝐼𝐽اگر و تنها اگر  = نوع دیگری [، نویسندگان 21است. در ] [ بررسی شده6[ و ]5[، ]1-2]. بعضی از خواص این گراف در 0

، با 𝑅 هایآلگراف پوچ وابسته به ایده .را معرفی کردندها آلگراف پوچ وابسته به ایده ها تحت عنوانوابسته به حلقه از گراف

 . مجموعه رئوس این گراف عبارت است ازشودنشان داده می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)نماد 

{𝐼 ∶  𝐼𝐽 ⊆ N𝑖𝑙(𝑅)    وجود داشته باشد به طوری که𝐽 (0) و ایدهآل نابدیهی ≠ 𝐼 ⊲ 𝑅} 

𝐼𝐽مجاور هستند اگر و تنها اگر  𝐽و  𝐼و دو راس متمایز  ⊆ N𝑖𝑙(𝑅) .اندکی با تعریف ارائه شده  واضح است که این تعریف

یک زیرگراف  𝔸𝔾(𝑅) پوچ کن معمولیآلگراف ایدهتوان دید که و به آسانی می [ متفاوت است5توسط بهبودی و راکعی در ]

ررسی شده است. در این مقاله، به ها بآل[، بعضی از خواص اساسی گراف پوچ وابسته به ایده21باشد. در ]می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)از 

ها گراف پوچ یک حلقه، شرایط لازم و کافی که تحت آن، 1دهیم. در بخش ها ادامه میآلی گراف پوچ وابسته به ایدهمطالعه

ایم. در اختصاص داده هاآلگراف پوچ ایدههای مستقل در را به بررسی مجموعه 1بخش  ایم.یافتهکامل یا دوبخشی است را 

ی بندباشد را دستهگونای حداکثر یک می دارای هاهای آنآلایدههای آرتینی که گراف پوچ وابسته به تمام حلقه ،۴بخش 

 ایم.کرده

    ها کامل یا دوبخشی است؟آلچه زمانی گراف پوچ وابسته به ایده .2

ا ، کامل یجاییهای یک حلقه جابهآلا گراف پوچ وابسته به ایدههکنیم که تحت آندر این بخش، شرایطی را بررسی می  

اگر و  گراف کامل است یک 𝔸𝔾𝑁(𝑅)گاه یک حلقه نوتری باشد، آن 𝑅دهیم که اگر نشان می نمونه،دوبخشی است. برای 

𝑅آرتینی باشد یا موضعی   𝑅تنها اگر  ≅ 𝐹1 × 𝐹2 که ،𝐹1   و𝐹2   میدان هستند. همچنین ثابت شده که اگر گراف

𝔸𝔾𝑁(𝑅)  گاه دوبخشی باشد، آن𝔸𝔾𝑁(𝑅)   دوبخشی کامل است. به علاوه اگر𝑅  گاه یک حلقه غیرکاهشی باشد، آن

𝔸𝔾𝑁(𝑅)  یک گراف ستاره وN𝑖𝑙(𝑅) آل اول مینیمال منحصر به فرد ایده𝑅 است. 

[ دانست )در اینجا به طور مستقل اثبات 5، قضیه 21ای از ]توان آن را نتیجهمیکنیم که این مقاله را با قضیه زیر شروع می  

𝔸𝔾𝑁(𝑅).گاهیک حلقه کاهشی باشد، آن 𝑅این نکته نیز واضح است که اگر  ایم(.کرده ≅ 𝔸𝔾(𝑅)  

موضعی  𝑅یک گراف کامل است اگر و تنها اگر  𝔸𝔾𝑁(𝑅)در این صورت  باشد. یک حلقه نوتری 𝑅فرض کنیم  .1 ۀقضی
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𝑅آرتینی باشد یا  ≅ 𝐹1 × 𝐹2 که ،𝐹1  و𝐹2 .میدان هستند 

𝑅داریم [ 1.2، قضیه 5گاه طبق ]کاهشی باشد، آن 𝑅کامل باشد. اگر  𝔸𝔾𝑁(𝑅)ابتدا فرض کنیم  :اثبات  ≅ 𝐹1 × 𝐹2 .

N𝑖𝑙(𝑅)توانیم فرض کنیم بنابراین می ≠  دهیم:. اثبات را در دو حالت زیر ادامه می(0)

از  1.6غیرکاهشی است، طبق لم ناکایاما )گزاره  𝑅باشد. چون  𝔪آل ماکسیمال یک حلقه موضعی با ایده 𝑅 :حالت اول 

𝔪3هستند. بنابراین  𝔸𝔾𝑁(𝑅)دو راس متمایز از گراف  𝔪2و  𝔪[ را ببینید(، ۴] ⊆ N𝑖𝑙(𝑅)  و𝑅  یک حلقه موضعی

 آرتینی است.

آل ماکسیمال دارد. به خلاف دقیقا دو ایده 𝑅دهیم آل ماکسیمال باشد. ابتدا نشان میدو ایده دارای حداقل 𝑅 حالت دوم: 

𝔪𝔫گیریم کامل است، نتیجه می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)باشند. چون  𝑅آل ماکسیمال متمایز از سه ایده 𝔭و  𝔪 ،𝔫 فرض کنیم ⊆

N𝑖𝑙(𝑅) ⊆ 𝔭  و این یک تناقض است. بنابراین𝑅 آل ماکسیمال مانند دقیقا دو ایده𝔪  و𝔭 کنیم دارد. حال ادعا می𝔪  و𝔭 

 ،به خلافاست.  𝑅آل اول مینیمالی از ایده 𝔭،ها، مثلا ، یکی از آنمجاور هستند 𝔭و  𝔪های اول مینیمال هستند. چون آلایده

𝔪𝔭باشد. حال چون  𝑅از  𝔮آل اول مینیمال به طور سره شامل ایده 𝔪 فرض کنیم ⊆ 𝔮ایم و دست آورده ک تناقض به، ی

𝑅[ داریم 2.8، قضیه ۴آرتینی است. در نتیجه طبق ] 𝑅ثابت شده است. بنابراین  ادعا ≅ 𝑅1 × 𝑅2 که ،𝑅1  و𝑅2 های حلقه

,𝑅1دهیم اکنون نشان میموضعی آرتینی هستند.  𝑅2  .به خلاف و بدون کاستن از کلیت فرض کنیم هر دو میدان هستند

𝑅1 آل نابدیهی مانند شامل یک ایده𝐼  .چون باشد𝑅  یک حلقه آرتینی است، لذا𝐼 × 𝑅2  .در این یک راس گراف است

𝐼صورت رئوس  × 𝑅2  (0)و × 𝑅2  مجاور نیستند و این یک تناقض است، بنابراین𝑅 ≅ 𝐹1 × 𝐹2  که𝐹1  و𝐹2  میدان

 هستند.

𝑅 اگر ،برعکس ≅ 𝐹1 × 𝐹2   که𝐹1   و𝐹2  گاه واضح است که ، آنمیدان هستند𝔸𝔾𝑁(𝑅) ≅ 𝐾2 حال فرض کنیم .

(𝑅,𝔪)  یک حلقه موضعی آرتینی باشد. چون𝔪 گیریم توان است، نتیجه میپوچ𝔸𝔾𝑁(𝑅) .کامل است                  ∎ 

 های غیر نوتری برقرار نیست.حلقهبرای  2دهد قضیه مثال زیر نشان می

𝑅فرض کنیم  .2مثال  =
𝐾[𝑥𝑖: 𝑖≥1]

(𝑥𝑖
2: 𝑖≥1)

یک گراف  𝔸𝔾𝑁(𝑅)آرتینی نیست و  𝑅در این صورت  یک میدان است. 𝐾، که 

 کامل است.

 است. 𝔸𝔾𝑁(𝑅)مجاور با هر راس دیگر از  N𝑖𝑙(𝑅)آل نابدیهی مشمول در یک حلقه باشد. هر ایده 𝑅فرض کنیم  .3تذکر 
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 یک گراف کامل است. 𝔸𝔾𝑁(𝑅)گاه یک حلقه موضعی آرتینی باشد، آن 𝑅حالت خاص، اگر در 

 ها درجه متناهی دارد، گراف متناهی هستند.های پوچی که هر راس آندهد گرافقضیه بعد نشان می

 متناهی است. 𝑅های آلد ایدهگاه تعدادارای درجه متناهی باشد، آن 𝔸𝔾𝑁(𝑅)اگر هر راس از گراف  .0 ۀقضی

𝑑(N𝑖𝑙(𝑅))غیرکاهشی باشد. چون  𝑅ابتدا فرض کنیم  اثبات: < توانیم شود. بنابراین مینتیجه می 1، حکم از تذکر ∞

0یک حلقه کاهشی است.  𝑅فرض کنیم  ≠ 𝑥 ∈ 𝑍(𝑅) کنیم. چون را انتخاب می𝑑(𝑅𝑥) < آل با هر ایده 𝑅𝑥و  ∞

توان نشان مدول آرتینی است. به طور مشابه می-𝑅یک  𝐴𝑛𝑛(𝑥)گیریم که مجاور است، نتیجه می 𝐴𝑛𝑛(𝑥)مشمول در 

 یکریختی-𝑅مدول آرتینی است. اکنون -𝑅نیز یک  𝑅𝑥داد 

𝑅𝑥 ≅
𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝑥)
 

به صورت حاصل ضرب مستقیم  𝑅، [8.2، قضیه ۴] بنا به کاهشی است، 𝑅آرتینی است. چون  ۀیک حلق 𝑅دهد نتیجه می

 ∎                                                                          باشد و بنابراین اثبات تمام است.تعداد متناهی میدان می

 کند.می کامل است ارائه 𝔸𝔾𝑁(𝑅) بعد شرط دیگری را که تحت آن هقضی 

 یک گراف کامل است. 𝔸𝔾𝑁(𝑅)گاه منظم باشد، آن-𝑟یک گراف  𝔸𝔾𝑁(𝑅)اگر . 5 ۀقضی

N𝑖𝑙(𝑅)اگر  اثبات:  ≠ یک حلقه کاهشی  𝑅، چیزی برای اثبات وجود ندارد. بنابراین فرض کنیم 1گاه طبق تذکر ، آن(0)

𝑅دهند [، نتیجه می8.2، قضیه ۴و ] ۴قضیه  است، منظم-𝑟یک گراف  𝔸𝔾𝑁(𝑅)باشد. چون  ≅ 𝐹1 × ⋯ × 𝐹𝑛  که

𝑛 ≥ 𝐼آل هر ایده شان دهیمن کار سختی نیست کهیک میدان است.  𝐹𝑖و هر  2 = 𝐼1 × ⋯ × 𝐼𝑛  از𝑅  دارای درجه

2𝑛𝐼 − 𝑛𝐼که  است، 1 = |{𝑖 ∶  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ,  𝐼𝑖 =  𝐼یک حلقه آرتینی است، لذا  𝑅)توجه داریم که چون  |{(0)

𝐼فرض کنیم . یک راس گراف است( = 𝐹1 × (0) × ⋯ × 𝐽و   (0) = 𝐹1 × ⋯ × 𝐹𝑛−1 × ، در این صورت (0)

𝑑(𝐼)داریم  = 2𝑛−1 − 𝑑(𝐽)و   1 = 2𝑛−1دهد نتیجه می  𝔸𝔾𝑁(𝑅)بودن گراف  منظم- 𝑟. اکنون 1 − 1 = و   1

𝑛لذا  = 𝑅. بنابراین 2 ≅ 𝐹1 × 𝐹2 .و اثبات کامل است                                      ∎                                                                             

 کنیم.جایی را بررسی میهای یک حلقه جابهآلهای پوچ دوبخشی وابسته به ایدهدر ادامه این بخش، گراف 
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دوبخشی کامل است. به  𝔸𝔾𝑁(𝑅)دوبخشی است. در این صورت  𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک حلقه باشد که  𝑅فرض کنیم  .6 ۀقضی

 است.  𝑅آل اول مینیمال یکتای ایده 𝑁𝑖𝑙(𝑅)گراف ستاره است و  𝔸𝔾𝑁(𝑅)گاه غیرکاهشی باشد، آن 𝑅علاوه، اگر 

 𝑅حال فرض کنیم  گراف دوبخشی کامل است. 𝔸𝔾𝑁(𝑅)[، 1.5، نتیجه 6گاه طبق ]کاهشی باشد، آن 𝑅اگر اثبات:  

آل یک ایده N𝑖𝑙(𝑅)، یا 1ت. لذا مجددا طبق تذکر گراف ستاره اس 𝔸𝔾𝑁(𝑅)، 1غیرکاهشی باشد. بنابراین طبق تذکر 

آل اول ایده N𝑖𝑙(𝑅)یک حلقه موضعی آرتینی است و بنابراین  𝑅آل دارد. در حالت دوم دقیقا دو ایده 𝑅مینیمال است یا 

𝑥است. پس برای  𝑅مینیمال منحصر به فرد  ∈ 𝑅، توانیم فرض کنیم میN𝑖𝑙(𝑅) = (𝑥)آل مینیمال ، ایده𝑅 .برای  است

آل اول مینیمال دو ایده 𝔭2و  𝔭1 فرض کنیمآل اول مینیمال دارد. به خلاف دقیقا یک ایده 𝑅دهیم اتمام اثبات، نشان می

𝑧باشند.   𝑅متمایز از  ∈ 𝔭1\𝔭2  دهیم کنیم و قرار میرا انتخاب می𝑆1 = 𝑅\𝔭1   و𝑆2 = {1,𝑧,𝑧2, … 0اگر . { ∉

𝑆1𝑆2آل اول [، ایده1.۴۴، قضیه 22گاه طبق ]، آن𝔭  از𝑅  وجود دارد به طوری که𝔭 ∩ 𝑆1𝑆2 = 𝔭و لذا  ⌀ = 𝔭1  که این

0پس  یک تناقض است. ∈ 𝑆1𝑆2 در نتیجه عدد صحیح و مثبت .𝑘  و𝑦 ∈ 𝑅\𝔭1  وجود دارد به طوری که𝑦𝑧𝑘 = 0 .

سه راس متمایز در گراف   (𝑧𝑘)و   (𝑦)، (𝑥)گیریم. واضح است که را در نظر می  (𝑧𝑘)و   (𝑦)، (𝑥)های آلایده

𝔸𝔾𝑁(𝑅)  یک تناقض است.                                                   این به شکل یک مثلث هستند که                  ∎                                                                                  

 آید:دست میبه 1کر و تذ 6نتیجه زیر فوراً از قضیه  

 یک گراف ستاره است. 𝔸𝔾𝑁(𝑅)گاه یک درخت باشد، آن 𝔸𝔾𝑁(𝑅)اگر  .7 ۀنتیج

 بریم:ی زیر به پایان میاین بخش را با نتیجه 

𝔸𝔾𝑁(𝑅)دوبخشی است اگر و تنها اگر  𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک حلقه آرتینی باشد. در این صورت  𝑅فرض کنیم . 8 ۀنتیج ≅

𝐾𝑛 که ،𝑛 ∈ {1,2}. 

 𝔸𝔾𝑁(𝑅)، 6یک گراف دوبخشی باشد. در این صورت طبق قضیه  𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک حلقه آرتینی و  𝑅فرض کنیم اثبات: 

دوبخشی  𝔸𝔾𝑁(𝑅)کامل است. چون  𝔸𝔾𝑁(𝑅)دهد نتیجه می 1گاه تذکر موضعی باشد، آن 𝑅دوبخشی کامل است. اگر 

𝔸𝔾𝑁(𝑅)گیریم کامل است، نتیجه می ≅ 𝐾𝑛 ، که𝑛 ∈ [، 8.2، قضیه ۴ق ]موضعی نباشد، طب 𝑅حال فرض کنیم . {1,2}

𝑅وجود دارد به طوری که  𝑛 عدد طبیعی ≅ 𝑅1 × ⋯ × 𝑅𝑛 که هر ،𝑅𝑖  یک حلقه موضعی آرتینی است. چون𝔸𝔾𝑁(𝑅) 

𝑛گیریم دور فرد ندارد، نتیجه می = میدان هستند. بدون کاستن  𝑅2و  𝑅1دهیم . حال برای کامل شدن اثبات، نشان می2

𝑅1 نشان دهیم کار سختی نیست که. باشد 𝐼آل نابدیهی مانند شامل یک ایده 𝑅1یم فرض کناز کلیت و به خلاف  × (0) ،
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𝐼 × (0)و  (0) × 𝑅2 گراف  در𝔸𝔾𝑁(𝑅)  دهند که یک تناقض است. اثبات برعکس بدیهی است.تشکیل یک مثلث می                                                                                                                                  

∎                                         

 هاآلهای پوچ وابسته به ایده. عدد استقلال گراف3

ه های پوچ وابسته بیک کران پایین برای عدد استقلال گراف های اشتراکی ماکسیمال،خانوادهبا استفاده از  در این بخش 

𝑅 آوریم. فرض کنیمدست میها بهآلایده ≅ 𝑅1 × 𝑅2 × ⋯ × 𝑅𝑛. 

𝒯(𝑅) = {(0) ≠ 𝐼 = 𝐼1 × 𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝑛 ⊲ 𝑅 |  ∀ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛:  𝐼𝑘 ∈ {(0),𝑅𝑘}}; 

 دهیم.نمایش می 𝐺𝒯(𝑅)را با نماد  𝒯(𝑅)روی  𝔸𝔾𝑁(𝑅)و زیرگراف القایی 

𝑅اگر . 9 ۀگزار ≅ 𝑅1 × 𝑅2 × ⋯ × 𝑅𝑛 گاه یک حلقه باشد، آن𝛼(𝐺𝒯(𝑅)) = 2𝑛−1. 

𝐼آل برای هر ایدهاثبات:   = 𝐼1 × 𝐼2 × ⋯ × 𝐼𝑛دهیم:، قرار می 

Δ𝐼 = {𝑘 |  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  و  𝐼𝑘 = 𝑅𝑘}; 

Δ𝐼مجاور نیستند اگر و تنها اگر  𝐺𝒯(𝑅)در  𝐽و  𝐼در این صورت دو راس متمایز   ∩ Δ𝐽 ≠ . بنابراین تناظری یک به یک ⌀

[𝑛] های اشتراکی دو به دو مجزا از مجموعههای زیرمجموعهخانوادهو  𝐺𝒯(𝑅)های مستقل بین مجموعه = {1,2, … ,𝑛} 

                                       ∎                                                                                  [، اثبات کامل است.1.2، لم 21، طبق ]پسوجود دارد. 

 شود.[، بلافاصله نتیجه زیر حاصل می8.2، قضیه ۴با استفاده از ] 

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅))گاه آل ماکسیمال باشد، آنایده  𝑛یک حلقه آرتینی با  𝑅اگر. 14 ۀنتیج ≥ 2𝑛−1ارزی برقرار ؛ به علاوه، هم

 کاهشی باشد. 𝑅است اگر و تنها اگر 

,𝔭1}یک حلقه و  𝑅فرض کنیم [. 1.5ۀ ، گزار9] 11لم  … ,𝔭𝑛} های اول مینیمال متمایز آلیک مجموعه متناهی از ایده𝑅 

𝑆باشد. اگر  = 𝑅\ ⋃𝑛
𝑖=1 𝔭𝑖گاه ، آن𝑅𝑆 ≅ 𝑅𝔭1

× ⋯ × 𝑅𝔭𝑛
. 

|𝑀𝑖𝑛(𝑅)|اگر . 12 ۀگزار ≥ 𝑛، گاه آن𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≥ 2𝑛−1. 
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,𝔭1} فرض کنیماثبات:   … ,𝔭𝑛} یک زیرمجموعه از 𝑀𝑖𝑛(𝑅) و 𝑆 = 𝑅\ ⋃𝑛
𝑖=1 𝔭𝑖.  ی ا، یکریختی حلقه22طبق لم

𝑅𝑆 ≅ 𝑅𝔭1
× ⋯ × 𝑅𝔭𝑛

کار گاه باشند، آن 𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆)دو راس نامجاور از  𝐽𝑆و  𝐼𝑆 از طرف دیگر، اگر  وجود دارد.  

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅))هستند. بنابراین   𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆)نیز دو راس نامجاور از   𝐽و   𝐼 هیمنشان دسختی نیست که  ≥

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆))  گیریم نتیجه می 9و لذا از گزاره𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≥ 2𝑛−1. ∎                                                                                   

های آلدهد تعداد ایدهنتیجه می 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅))دهد متناهی بودن شود که نشان میقبل، فوراً نتیجه زیر حاصل می از گزاره

 نیز متناهی است. 𝑅اول مینیمال 

 نامتناهی است. 𝔸𝔾𝑁(𝑅)گاه عدد استقلال آل اول مینیمال باشد، آندارای تعداد نامتناهی ایده 𝑅اگر  .13 ۀنتیج

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) داریم 𝑅برای هر حلقه کاهشی نوتری . 10 ۀضیق = 2|𝑀𝑖𝑛(𝑅)|−1. 

M𝑖𝑛(𝑅) فرض کنیم اثبات:   = {𝔭1,𝔭2, … ,𝔭𝑛} و𝑆 = 𝑅\ ⋃𝑛
𝑘=1 𝔭𝑘 گیریم نتیجه می 22. در این صورت از لم

𝑅𝑆 ≅ 𝑅𝔭1
× ⋯ × 𝑅𝔭𝑛

𝑅𝔭𝑖[، هر 2.2، گزاره 9از سوی دیگر بنا بر ]. 
داریم  21یک میدان است. بنابراین طبق نتیجه  

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≥ 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆)) = 2𝑛−1 برای اتمام اثبات کافی است نشان دهیم .𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≤

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆)) به این منظور، فرض کنیم .𝐼(𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑟)   و𝐽 = (𝑦1,𝑦2, … ,𝑦𝑠)   دو راس نامجاور از گراف

𝔸𝔾𝑁(𝑅)  .گیریم [، نتیجه می1.۴، گزاره 2ده از ]با استفاباشند𝑆  فاقد مقسوم علیه صفر است و بنابراین𝐼𝑆  و𝐽𝑆 آل دو ایده

𝐼𝑆𝐽𝑆هستند. به خلاف فرض کنیم   𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆)دو راس نامجاور از   𝐽𝑆و   𝐼𝑆دهیم هستند. نشان می  𝑅𝑆نابدیهی از  ⊆

N𝑖𝑙(𝑅)𝑆 = 1. در این صورت برای هر (0) ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  1و ≤ 𝑗 ≤ 𝑠 ،𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝑆  وجود دارد به طوری که𝑠𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 =

𝑡دهیم . قرار می0 = ∏𝑖,𝑗 𝑠𝑖𝑗 در این صورت داریم ،𝑡𝐼𝐽 = 𝐼𝐽گیریم ، نتیجه میمقسوم علیه صفر نیست 𝑡. چون (0) =

𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅))طور که خواسته شده بود، داریم ، که این یک تناقض است. بنابراین همان(0) ≤ 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑆)).     ∎                                                                                      

دهد می کنیم که نشانها، نتیجه زیر را بیان میها در نظریه حلقهآلسرانجام به عنوان یک کاربرد از گراف پوچ وابسته به ایده 

 است. 𝑅 حلقه کسرهایهای ماکسیمال آلهای اول مینیمال یک حلقه کاهشی نوتری برابر با تعداد ایدهآلتعداد ایده

 باشد. در این صورت: اهشی نوترییک حلقه ک 𝑅فرض کنیم . 15 ۀنتیج

|M𝑖𝑛(𝑅)| = |M𝑎𝑥(𝑇(𝑅))| = log2 (𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅))) . 

M𝑖𝑛(𝑅)دهیم قرار میاثبات:   = {𝔭1,𝔭2, … ,𝔭𝑛}  و𝑆 = 𝑅\ ⋃𝔭∈M𝑖𝑛(𝑅) 𝔭 داریم  22. با استفاده از لم𝑇(𝑅) ≅
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𝑅𝔭1
× ⋯ × 𝑅𝔭𝑛

𝑅𝔭𝑖. چون هر 
 داریم: 2۴ و قضیه 21یک میدان است، بنا بر نتیجه  

2|M𝑖𝑛(𝑅)|−1 = 2|M𝑎𝑥(𝑇(𝑅))|−1 = 𝛼(𝔸𝔾𝑁(𝑅)). 

                                                  ∎                                                                                                            در نتیجه اثبات تمام است.

 هاآل. گونای گراف پوچ وابسته به ایده0

𝑞ثابت شده که برای اعداد صحیح ، [1.22نتیجه ، 1در ]  > 𝑔و  0 ≥ متناهی حلقه آرتینی وجود دارد که در  ، تعداد0

 کنند:شرایط زیر صدق می

(2) 𝛾(𝔸𝔾(𝑅)) = 𝑔، 

|، 𝑅از  𝔪آل ماکسیمال برای هر ایده (1)
𝑅

𝔪
| ≤ 𝑞. 

 کنیم.ها آغاز میآلای مشابه برای گراف پوچ وابسته به ایدهاین بخش را با نتیجه

𝑞و  𝑔 فرض کنیم. 16 ۀقضی > وجود دارد  𝑅تعدادی متناهی حلقه آرتینی دو عدد صحیح نامنفی باشند. در این صورت  0

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))به طوری که  = 𝑔 آل ماکسیمال و برای هر ایده𝔪  از𝑅 ،|
𝑅

𝔪
| ≤ 𝑞. 

𝑅دهد [ نتیجه می8.2، قضیه ۴یک حلقه آرتینی باشد. در این صورت ] 𝑅فرض کنیم اثبات:   ≅ 𝑅1 × ⋯ × 𝑅𝑛 که ،𝑛 

|𝑖 ،|𝑅𝑖کنیم برای هر یک حلقه موضعی آرتینی است. ادعا می  𝑅𝑖یک عدد صحیح مثبت و هر  ≤ 𝑞𝕀(𝑅𝑖) چون .

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) < 𝑖 ،𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑖))گیریم برای هر ، نتیجه می∞ < و فرمول گونای  1تذکر  . بنابراین طبق∞

 [، داریم:1.9، لم 1آل است. بنابراین طبق فرض و ]، دارای تعداد متناهی ایده𝑅𝑖های کامل، هر گراف

|𝑅𝑖| ≤ |
𝑅𝑖

𝔪𝑖
|𝕀(𝑅𝑖) ≤ 𝑞𝕀(𝑅𝑖). 

دار است، کران 𝑞و  𝑔عدد ثابت که فقط وابسته به با یک  |𝑅|ثابت شد. برای اتمام اثبات، کافی است نشان دهیم پس ادعا 

𝑖شود. بدون کاستن از کلیت، برای هر می ≥ |𝑅1|فرض کنیم  2 ≥ |𝑅𝑖| .:طبق فرمول گونای گراف کامل داریم 
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𝕀(𝑅1) − 5

12
≤ 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅1)) ≤ 𝑔. 

|𝕀(𝑅1)|بنابراین  ≤ 12𝑔 +  و لذا داریم: 5

 |𝑅| ≤ |𝑅1|𝑛 ≤ (𝑞𝕀(𝑅1))𝑛 ≤ 𝑞𝑛(12𝑔+5). 

                                               ∎                                                                                    نتیجه اثبات تمام است. در

در این  میدان است. ۴ضرب مستقیم  𝑅𝑖که هر  باشد، های آرتینییک خانواده نامتناهی از حلقه 𝑖∈ℕ{𝑅𝑖}فرض کنیم  

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅𝑖))داریم  𝑖صورت واضح است که برای هر  = |، شرط 𝑅از  𝔪آل ماکسیمال . بنابراین برای هر ایده1
𝑅

𝔪
| ≤

𝑞 .در قضیه قبل ضروری است 

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))یک حلقه نوتری باشد. در این صورت ممکن است این سوال پیش بیاید که آیا از  𝑅فرض کنیم   < ∞ ،

دلیل این پاسخ، فرض کنیم  مشاهده آرتینی است؟ پاسخ این سوال منفی است. برای یک حلقه 𝑅ه گرفت که توان نتیجمی

𝑅 ≅ 𝑆 × 𝐷 که ،𝑆 آل نابدیهی است و ای با حداکثر یک ایدهحلقه𝐷  یک دامنه صحیح نوتری است که میدان نیست. در

باشد که آرتینی یک حلقه نوتری می 𝑅یک گراف مسطح است و  𝔸𝔾𝑁(𝑅)توان بررسی کرد که این صورت به سادگی می

 نیست.

باشد که درجه  𝐺ی رئوسی از مجموعه ′𝑉یک گراف و  𝐺نیاز داریم. فرض کنیم نمادگذاری  یک قبل از اثبات لم بعد به 

 نامیم.می 𝐺 تقلیلکنیم و آن را  استفاده می 𝐺̃از نماد  ′𝐺\𝑉است. برای زیرگراف  2ها برابر با آن

𝛾(𝐺). 17لم  = 𝛾(𝐺̃)،  که𝐺̃ گراف  تقلیل𝐺 باشد.می 

 گاهباشد، آن وجه 𝑓یال و  𝑚راس،  𝑛، با 𝑔یک گراف همبند از گونای  𝐺می دانیم که اگر . 18تذکر 

𝑛 − 𝑚 + 𝑓 = 2 − 2𝑔. 

 اند.بندی شدهباشد، ردهها دارای گونای حداکثر یک میآرتینی که گراف پوچ آن یهای حلقهدر ادامه، همه

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))یک حلقه آرتینی باشد. اگر  𝑅فرض کنیم . 19 ۀقضی < |𝑀𝑎𝑥(𝑅)|گاه ، آن2 ≤ های و به علاوه گزاره 4

 زیر نیز برقرار هستند:
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|𝑀𝑎𝑥(𝑅)|اگر  (2) = 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))گاه ، آن4 <  میدان باشد. ۴یکریخت با حاصل ضربی از  𝑅اگر و تنها اگر   2

|𝑀𝑎𝑥(𝑅)|اگر  (1) = 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))گاه ، آن3 < 𝑅اگر و تنها اگر    2 ≅ 𝐹1 × 𝐹2 × 𝑅3 ، که𝐹1  و 𝐹2 

 آل غیر بدیهی است.یک حلقه موضعی آرتینی با حداکثر دو ایده 𝑅3میدان هستند و 

|𝑀𝑎𝑥(𝑅)|اگر  (1) = 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))گاه ، آن2 < 𝑅اگر و تنها اگر   2 ≅ 𝐹1 × 𝑅2 ، که𝐹1  میدان و یک𝑅2 

𝑅یا  آل غیر بدیهی استایده سهیک حلقه موضعی آرتینی با حداکثر  ≅ 𝑅1 × 𝑅2 هر ، که𝑅𝑖 (𝑖 = ، یک (1,2

 آل نابدیهی است.حلقه موضعی آرتینی با حداکثر یک ایده

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))گاه ، آنموضعی باشد 𝑅اگر  (۴) <  آل نابدیهی باشد.ایده 2حداکثر دارای  𝑅اگر و تنها اگر  2

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))کنیم فرض اثبات:   < |M𝑎𝑥(𝑅)|دهیم . ابتدا نشان می2 ≤ کنیم . به خلاف فرض می4

|M𝑎𝑥(𝑅)| ≥ 𝑅[ داریم 8.2، قضیه ۴] طبقدر این صورت . 5 ≅ 𝑅1 × ⋯ × 𝑅5 که هر ،𝑅𝑖  .یک حلقه آرتینی است

 فرض کنیم

𝐼1 = 𝑅1 × (0) × (0) × (0) × (0);    𝐼2 = (0) × 𝑅2 × (0) × (0) × (0); 

𝐼3 = 𝑅1 × 𝑅2 × (0) × (0) × (0);    𝐽1 = (0) × (0) × 𝑅3 × (0) × (0); 

𝐽2 = (0) × (0) × (0) × 𝑅4 × (0);    𝐽3 = (0) × (0) × (0) × (0) × 𝑅5; 

𝐽4 = (0) × (0) × 𝑅3 × 𝑅4 × (0);    𝐽5 = (0) × (0) × (0) × 𝑅4 × 𝑅5; 

𝐽6 = (0) × (0) × 𝑅3 × (0) × 𝑅5;     𝐽7 = (0) × (0) × 𝑅3 × 𝑅4 × 𝑅5. 

1در این صورت برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 1و  3 ≤ 𝑗 ≤ 7 ،𝐼𝑖  و𝐽𝑗  با هم مجاور هستند و لذا𝐾3,7  یک زیرگراف از𝔸𝔾𝑁(𝑅) 

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))است. بنابراین طبق فرمول گونای گراف دوبخشی کامل داریم  ≥ 𝛾(𝐾3,7) ≥  که یک تناقض است. 2

|M𝑎𝑥(𝑅)|فرض کنیم ( 2)   = 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))و  4 < 𝑅[ داریم 8.2، قضیه ۴. طبق ]2 ≅ 𝑅1 × ⋯ × 𝑅5 که ،

یک میدان است. فرض کنیم این چنین نباشد و بدون کاستن  𝑅𝑖دهیم هر یک حلقه موضعی آرتینی است. نشان می 𝑅𝑖هر 

  دهیمباشد. قرار می 𝔞آل نابدیهی مانند شامل یک ایده 𝑅4از کلیت، 

𝐼1 = 𝑅1 × (0) × (0) × (0); 𝐼2 = (0) × 𝑅2 × (0) × (0); 𝐼3 = 𝑅1 × 𝑅2 × (0) × (0); 
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𝐼4 = 𝑅1 × 𝑅2 × (0) × 𝔞; 𝐽1 = (0) × (0) × 𝑅3 × (0); 𝐽2 = (0) × (0) × (0) × 𝑅4; 

𝐽3 = (0) × (0) × (0) × 𝔞; 𝐽4 = (0) × (0) × 𝑅3 × 𝑅4;  𝐽5 = (0) × (0) × 𝑅3 × 𝔞. 

𝐼𝑖 ،1واضح است که هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝐽𝑗 ،1، مجاور با 4 ≤ 𝑗 ≤ باشد. می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک زیرگراف از  𝐾4,5 لذا و ، است5

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))بنابراین طبق فرمول گونای گراف دوبخشی کامل داریم  ≥ 𝛾(𝐾4,5) ≥ که یک تناقض است. برعکس،  2

𝑅فرض کنیم  ≅ 𝐹1 × 𝐹2 × 𝐹3 × 𝐹4 که هر ،𝐹𝑖 دهیم یک میدان است. نشان می𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) =  22. طبق لم 1

̃𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)کافی است ثابت کنیم  ) = باشد. می 1راس از درجه  6و  6راس از درجه  ۴دارای  ̃𝔸𝔾𝑁(𝑅)دانیم . می1

𝑛دارای  ̃𝔸𝔾𝑁(𝑅)پس  = 𝑚راس و  10 = 𝑓دارای  ̃𝔸𝔾𝑁(𝑅)که همچنین بررسی این یال است. 21 = وجه  11

̃𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)دهد نتیجه می 28اکنون تذکر  باشد، کار سختی نیست.می ) = 1. 

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))( فرض کنیم 1)   < 𝑅و   2 ≅ 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 که هر ،𝑅𝑖   یک حلقه موضعی آرتینی است. نشان

و  𝔟میدان هستند. فرض کنیم این چنین نباشد و بدون کاستن از کلیت،  𝑅3و  𝑅1 ،𝑅2ی دهیم حداقل دوتا از سه حلقهمی

𝔠 هایی نابدیهی از آلبه ترتیب ایده𝑅2  و𝑅3 دهیمباشند. قرار می 

𝐼1 = 𝑅1 × (0) × (0); 𝐼2 = (0) × 𝑅2 × (0); 𝐼3 = 𝑅1 × 𝑅2 × (0); 𝐼4 = 𝑅1 × 𝔟 × (0); 

𝐽1 = (0) × 𝔟 × (0); 𝐽2 = (0) × (0) × 𝔠; 𝐽3 = (0) × 𝔟 × 𝔠; 

𝐽4 = (0) × (0) × 𝑅3;  𝐽5 = (0) × 𝔟 × 𝑅3. 

𝐼𝑖 ،1واضح است که هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝐽𝑗 ،1، مجاور با 4 ≤ 𝑗 ≤ باشد. می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک زیرگراف از  𝐾4,5لذا  و ، است5

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))بنابراین طبق فرمول گونای گراف دوبخشی کامل داریم  ≥ 𝛾(𝐾4,5) ≥ که یک تناقض است. بنابراین  2

𝑅توانیم فرض کنیم بدون کاستن از کلیت، می ≅ 𝐹1 × 𝐹2 × 𝑅3 که ،𝐹1  و𝐹2  میدان هستند و𝑅3  یک حلقه موضعی

آل نابدیهی سه ایده 𝔠و  𝔞 ،𝔟آل نابدیهی دارد. به خلاف فرض کنیم ایدهحداکثر دو  𝑅3کنیم آرتینی است. اکنون ثابت می

  باشند. فرض کنیم 𝑅3متمایز از 

𝐼1 = (0) × (0) × 𝑅3;  𝐼2 = (0) × (0) × 𝔞; 𝐼3 = (0) × (0) × 𝔟; 𝐼4 = (0) × (0) × 𝔠; 

𝐽1 = 𝐹1 × (0) × (0); 𝐽2 = (0) × 𝐹2 × (0); 𝐽3 = 𝐹1 × 𝐹2 × (0); 
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𝐽4 = 𝐹1 × 𝐹2 × 𝔞; 𝐽5 = 𝐹1 × 𝐹2 × 𝔟; 𝐽6 = 𝐹1 × 𝐹2 × 𝔠. 

𝐼𝑖 ،1واضح است که هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝐽𝑗 ،1، مجاور با 4 ≤ 𝑗 ≤ باشد. می 𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک زیرگراف از  𝐾4,6لذا  و ، است6

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))بنابراین طبق فرمول گونای گراف دوبخشی کامل داریم  ≥ 𝛾(𝐾4,6) ≥ که یک تناقض است. برعکس،  2

𝑅فرض کنیم  ≅ 𝐹1 × 𝐹2 × 𝑅3 که ،𝐹1   و𝐹2   میدان هستند و𝑅3  آل نابدیهی ای با دو ایدهحلقه𝔠   و𝔠′   است. قرار

  دهیممی

𝐼1 = (0) × (0) × 𝑅3;  𝐼2 = (0) × (0) × 𝔠; 𝐼3 = (0) × (0) × 𝔠′; 

𝐽1 = 𝐹1 × (0) × (0); 𝐽2 = (0) × 𝐹2 × (0); 𝐽3 = 𝐹1 × 𝐹2 × (0). 

1در این صورت برای هر  ≤ 𝑖,𝑗 ≤ 𝐼𝑖𝐽𝑗داریم   3 = 𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)). بنابراین (0) ≥ 𝛾(𝐾3,3) ≥ در این  ضمناً  . 1

𝔸𝔾𝑁(𝐹1یک زیرگراف از  𝔸𝔾𝑁(𝑅)، حالت × 𝐹2 × 𝐹3 × 𝐹4)  که در آن هر(𝐹𝑖 استیک میدان می )بنابراین باشد .

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))(، 2طبق قسمت ) =  𝔸𝔾𝑁(𝑅)که گاه بررسی اینآنآل نابدیهی داشته باشد، حداکثر یک ایده 𝑅3. اگر 1

 کند.این اثبات را تمام می ت.یک گراف مسطح است کار سختی نیس

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))( فرض کنیم 1)   < 𝑅و  2 ≅ 𝑅1 × 𝑅2 که ،𝑅1  و𝑅2  .را در دو حالت  حکمدو حلقه آرتینی هستند

 :دهیمزیر نشان می

𝑅 اول:حالت   ≅ 𝐹1 × 𝑅2 که ،𝐹1  یک میدان و𝑅2 دهیم یک حلقه موضعی آرتینی است. در این حالت نشان می𝑅2 

آل نابدیهی باشد. در این صورت برای هر حداقل دارای چهار ایده 𝑅2آل نابدیهی دارد. به خلاف فرض کنیم، حداکثر سه ایده

𝐼2آل ایده ≠ 𝑅2   و𝐽2   از𝑅2 رئوس ،𝐹1 × 𝐼2   (0)و × 𝐽2   مجاور هستند و لذا𝐾4,5   یک زیرگراف از𝔸𝔾𝑁(𝑅) 

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))وبخشی کامل داریم باشد. بنابراین طبق فرمول گونای گراف دمی ≥ 𝛾(𝐾4,5) ≥  که یک تناقض است. 2

 باشد. به خلافیهی میآل نابدحداقل دارای یک ایده 𝑅𝑖کنیم هر . ثابت میمیدان نباشند 𝑅2و  𝑅1هیچ کدام از  دوم:حالت  

آل به آل نابدیهی متمایز باشد. در این صورت هر ایدهدو ایدهحداقل دارای  𝑅2 مساله فر ض کنیم و بدون کاستن از کلیت

𝑅1شکل  × 𝐽 آل به شکل با هر ایده𝐼 × 𝐾  مجاور است، که𝐼  و𝐽 ای از های سرهآلبه ترتیب ایده𝑅1  و𝑅2  هستند و𝐾 

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))است. بنابراین  𝑅2آل دلخواه از یک ایده ≥ 𝛾(𝐾3,7) ≥ 𝑅س، اگر ، که این یک تناقض است. برعک2 ≅

𝐹1 × 𝑅2 که ،𝐹1  یک میدان و𝑅2  یک حلقه موضعی آرتینی است با𝑛 ≤ آل نابدیهی است. در این صورت به آسانی ایده 3

 توان نشان دادمی
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𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) = {
1;   𝑛 = 2,3
0;    𝑛 = 1.

 

𝑅اکنون فرض کنیم   ≅ 𝑅1 × 𝑅2 که ،𝑅1  و𝑅2 در این صورت آل نابدیهی هستند. های موضعی آرتینی با یک ایدهحلقه

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))کار سختی نیست که نشان دهیم  =  کند.اثبات این قسمت را تمام می ،. این مطلب1

 ∎            شود.                                            مینتیجه  1گراف کامل و تذکر ( این قسمت از فرمول گونای ۴) 

 شود.فوراً نتیجه زیر حاصل میی قبل، از اثبات قضیه 

 گرافی مسطح است اگر و تنها اگر  𝔸𝔾𝑁(𝑅)آرتینی باشد. در این صورت  ۀیک حلق  𝑅 فرض کنیم .24 ۀنتیج

|𝑀𝑎𝑥(𝑅)| ≤  کند:در یکی از شرایط زیر صدق می 𝑅 و 3

(2) 𝑅 .یکریخت با ضرب مستقیم سه میدان است 

(1) 𝑅 ≅ 𝐹1 × 𝑅2 ، که𝐹1  یک میدان و𝑅2 آل نابدیهی است.یک حلقه موضعی آرتینی با حداکثر یک ایده 

(1) 𝑅  آل نابدیهی است.حلقه موضعی با حداکثر چهار ایدهیک 

 رسانیم.این مقاله را با مثال زیر به اتمام می 

𝑅( فرض کنیم 2). 21مثال  ≅
ℤ6[𝑥]

(𝑥𝑚)
𝑚، که  ≥ 𝐼1 دهیمقرار می .2 = (3) ،𝐼2 = (3𝑥) ،𝐼3 = (3𝑥 + 3) ،𝐽1 =

(2) ،𝐽2 = (4) ،𝐽3 = (2𝑥) ،𝐽4 = (4𝑥) ، 𝐽5 = (2𝑥 + 2) ،𝐽6 = (4𝑥 + 𝐽7و   (2 = (2𝑥 + . در این (4

𝐼𝑖 (1هستند. همچنین هر  𝔸𝔾𝑁(𝑅)ها، رئوس متمایزی از آلتوان بررسی کرد که این ایدهصورت می ≤ 𝑖 ≤ (، مجاور 3

𝐽𝑘 (1با هر  ≤ 𝑘 ≤ است و بنابراین فرمول گونای گراف کامل نتیجه  𝔸𝔾𝑁(𝑅)یک زیرگراف از  𝐾3,7( است. پس 7

𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅))دهد می ≥ 2. 

𝑅( فرض کنیم 1)   ≅
ℤ4[𝑥]

(𝑥3)
𝐼1دهیم . قرار می = (2𝑥) ،𝐼2 = (2𝑥2) ،𝐼3 = (2𝑥 + 2𝑥2) ،𝐽1 = (2) ،𝐽2 =

(2 + 𝑥2) ،𝐽3 = (2 + 2𝑥2) ،𝐽4 = (2 − 𝑥2) ،𝐽5 = (2 + 2𝑥) ،𝐽6 = (2 + 2𝑥 + 𝑥2)   و𝐽7 = (2 +

2𝑥 + 2𝑥2)( می2. مشابه با ،) توان نشان داد هر𝐼𝑖  با هر𝐽𝑘  مجاور است و لذا𝛾(𝔸𝔾𝑁(𝑅)) ≥ 2. 
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