
 

The Aluffi algebra and linearity condition 

 

Parisa Solhi1 , Abbas Nasrollahnejad 2  

1. Department Department of Mathematics, University of Mohaghegh Ardabili, Ardabil, Iran.  

E-mail: pa.solhi@uma.ac.ir  

2. Department Department of Mathematics, Institute for Advanced Studies in Basic Sciences (IASBS), Zanjan, Iran. 

E-mail: abbasnn@iasbs.ac.ir  

 

Article Info  ABSTRACT 

 

Article type: 

Research Article 

 

 

Article history:  
Received:  

19 January 2020 

Received in revised form:  

4 April 2020 

Accepted:  

14 June 2020 

Published online:  

31 December 2022 

 

 

Keywords:  
Aluffi algebra,  

Blowup 

algebra, 

Singularity, 

Ideal of linear type. 

 

 

 

Introduction 

   Paolo Aluffi in [1] introduced a graded Algebra for purpose of defining 

a characteristic cycle of a hypersurface in parallel to Conormal cycle in 

intersection theory. Let 𝑌 ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑀 be closed embedding of schemes, 

where 𝑋 is a hypersurface in the smooth variety 𝑀 and 𝑌 is the singular 

subscheme of 𝑋. Aluffi constructed a graded 𝒪𝑋-algebra qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋), 

which he called quasi-symmetric algebra, defined by  

qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋) ∶=  Sym𝒪𝑋 (𝒥𝑌,𝑋) ⊗Sym𝒪M
(𝒥𝑌,𝑀) ℛ𝒪𝑀

(𝒥𝑌,𝑀),    

where Sym𝒪𝑋 (𝒥𝑌,𝑋) is the symmetric algebra of the ideal sheaf 𝒥𝑌,𝑋 of 𝑌 

in 𝑋 and ℛ𝒪𝑀
(𝒥𝑌,𝑀) is the Rees algebra of the ideal sheaf  𝒥𝑌,𝑀 of 𝑌 in 

 𝑀. Aluffi proved that the characterisctic cycle of 𝑋 in 𝑀 is equal  

                                     (− 1) dim 𝑋   [Proj (qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋))] .                     (1) 

Furthermore, the Chern-Mather and Schwartz-MacPherson classes of 𝑋 

are (up to sing) the shadows of the principal cycles  [Proj(ℛ𝒪𝑋
(𝒥𝑌,𝑋))] 

and [Proj (qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋))] in ℙ(𝑇∗𝑀|𝑋), respectively [1. Theorems 

3.2 and 4.4].  

Inspired by this construction, the second author and A. Simis studied 

algebraic and geometric properties of this algebra, naming it the Aluffi 

algebra [2] and [3]. Let 𝑅 be a commutative Noetherian ring and 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆

𝑅 ideals of 𝑅. The Aluffi algebra of 𝐼/𝐽 is 

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ∶=  SymR/J(𝐼/𝐽) ⊗Sym𝑅(𝐼) ℛ𝑅(𝐼) .                

The Aluffi algebra is an intermediate graded algebra between the Rees and 

symmetric algebras. The latter algebras are important in the resolution of 

singularities [4]. Given an ideals 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 we have  

SymR/J(𝐼/𝐽)  ↠ 𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽)  ↠    ℛ𝑅/𝐽(𝐼/𝐽).             (2) 
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The right-hand surjection studied in [5] and [6]. The kernel of this 

homomorphism which is the Valabrega-Valla module has close relation 

with the other themes in commutative algebra as the Artin-Rees number, 

the relation type number and standard basis in the sense of Hironaka.  

Let 𝑅  be a Noetherian ring and 𝐼 = (𝑓1, … , 𝑓𝑚) ideal of 𝑅. There is a 

natural 𝑅-algebra homomorphis from the symmetric algebra of 𝐼 to the 

Rees algebra 𝛼: Sym𝑅(𝐼) ↠  ℛ𝑅(𝐼). The ideal 𝐼 is called of linear type if 

𝛼 is an isomorphism. By the definition of the Aluffi algebra, if 𝐼 is of linear 

type, then the left surjective homomorphism in (2) is an isomorphism. 

Therefore, by using the formula (1) to compute the characteristic cycles 

of 𝑋, we just need to compute the principal cycles of the naïve blowup 

Proj(Sym𝒪𝑋 (𝒥𝑌,𝑋)). Therefore, it is reasonable to ask, when or for which 

classes of pair of ideals the Aluffi algebra is isomorphic with the 

symmetric algebra. For the importance of this isomorphism in algebraic 

geometry, we give a definition provided this isomorphism hold. A pair of 

ideals 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 satisfies in linearity condition when the Aluffi algebra of 

𝐼/𝐽 is isomorphism with the corresponding symmetric algebra.  It is clear 

that if 𝐼 or 𝐼/𝐽 are of linear type, then 𝐽 ⊆ 𝐼 satisfies in linearity condition. 

In the case that 𝐽 is the defining ideal of a reduced hypersurface with 

isolated singularities and 𝐼 is the Jacobian ideal of 𝐽, the linearity condition 

characterized in terms of type of singularities. In particular, any 

hypersurface with simple singularity satisfies in linearity condition [7] and 

[8].  

 Results 

In this work, we study the linearity condition. Given an ideal 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 in 

the Noetherian ring 𝑅, we prove that 𝐽 ⊆ 𝐼 satisfies in linearity condition 

if and only if 𝑁𝑟 ⊆ 𝐽 ̃𝑁𝑟−1 for 𝑟 ≥ 1, where 𝑁𝑟 is the kernel of 

homogeneous component of degree 𝑟  of the 𝑅-algebra homomorphism 

𝛼: Sym𝑅(𝐼) ↠  ℛ𝑅(𝐼). We show that the following classes of ideals 

satisfy in linearity condition: 

1. The ideals (𝑓) ⊆ 𝐼𝑓, where 𝑓 is defining equation of a reduced 

affine hypersurface 𝑋 = Spec (K[X1 , … , Xn]/(𝑓)) ⊆  𝔸K
n  such 

that the singular subscheme of 𝑋 is non-singular and 𝐼𝑓 =

(𝑓,
𝜕𝑓

𝜕𝑋1
, … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑋𝑛
) is the Jacobian ideal of 𝑓 .  

2. The ideals 𝐽 ⊆ 𝐼, where 𝐽, 𝐼 are monomial ideals in the 

polynomial ring 𝑅 = 𝐾[𝑋1, … , 𝑋𝑛] and 𝐼 minimally is generated 

by 𝐽 and a monomial 𝑚. 



 We prove that a pair of ideals 𝐽 ⊆ 𝐼 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛)𝑑 ⊆ 𝑅 = 𝐾[𝑋1, … , 𝑋𝑛] 

satisfies linearity condition if and only if 𝑑 = 1. Finally, we prove that if 

𝐽 ⊆ 𝑅 is a complete intersection and 𝐼 is an ideal contain 𝐽, then 𝐽 ⊆ 𝐼  

satisfies linearity condition if and only if the ideal 𝐼  is of linear type.  
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جبري و یک جبر مدرج میانی بین جبر  ۀجبر آلوفی نسخه جبري دورهاي مشخصه در هندس

𝐽حلقه جابجایی نوتري و  𝑅ریس و جبر متقارن است. فرض کنیم  ⊆ 𝐼  ایده آل هایی از حلقه𝑅 

𝐽باشند. گوییم   ⊆ 𝐼   در شرط خطی صدق می کند هرگاه جبر آلوفی و جبر متقارن𝐼/𝐽  یکریخت

باشند. در این مقاله شرط لازم و کافی براي شرط خطی ارائه می دهیم و کلاس هایی از ایده آل هاي 

𝐽 ⊆ 𝐼 ی کنیم که اگررا معرفی می کنیم که در شرط خطی صدق می کنند. ثابت م𝐽   ایده آل

𝐽 اشتراکی کامل باشد، آن گاه شرط خطی ⊆ 𝐼  و نوع خطی بودن𝐼 .معادلند 
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 مقدمه
ویه در نورمال برای یک ابررهمجبر مدرجی را برای تعریف دورهای مشخصه به موازات دورهای  1آلوفی لوپائو ]1[در 

𝑌 فرض کنیم کند.ها معرفی مینظریه اشتراک ⊆ 𝑋 ⊆ 𝑀 ، که𝑋  همواریک ابررویه در چندگونای𝑀 و𝑌  زیر چندگونای

متقارن نامید که را ساخت و آن را جبر شبه  qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋) ر مدرج جب -𝒪𝑋 ،آلوفی حالتدر این باشد.  𝑋تکین 

 :شود یبه صورت زیر تعریف م

qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋)   ∶=  Sym𝒪𝑋 (𝒥𝑌,𝑋)⊗Sym𝒪M(𝒥𝑌,𝑀)
ℛ𝒪𝑀(𝒥𝑌,𝑀)     

جبر  به ترتیب ℛ𝒪𝑀(𝒥𝑌,𝑀) و 𝑋 ، Sym𝒪M(𝒥𝑌,𝑀)ر د 𝑌از    𝒥𝑌,𝑋آل تعریفجبر متقارن ایده Sym𝒪𝑋 (𝒥𝑌,𝑋)که 

برابر  𝑋از  [ Ch(𝑋)]هستند. آلوفی ثابت کرد که دورهای مشخصه  𝑀 در 𝑌از  𝒥𝑌,𝑀آل تعریف ایدهمتقارن و جبر ریس 

 است با

         (− 1) dim𝑋   [Proj (qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋))]                   )1( 

 4.4و  2.3 هایبنا به قضیهبا تقریب علامت  3ماک فرسن –و شوارتز  2ماتر –های چرن کرد که کلاس ثابتهم چنین او 

. با هستند ℙ(𝑇∗𝑀|𝑋) در[Proj (qSymX⊆M (𝒥𝑌,𝑋))] و[Proj(ℛ𝒪𝑋(𝒥𝑌,𝑋))]  دورهای تصویربه ترتیب  [1]

را مطالعه کردند این جبر  و هندسی های جبریویژگی [3]و  [2]در 4سیمینویسنده دوم و آرون ساز این ساختار، الهام 

𝐽 و جایی نوتریهحلقه جاب 𝑅 ن را جبر آلوفی نامیدند. فرض کنیمو آ ⊆ 𝐼  ۀهایی از حلقآلهاید𝑅   باشند. در این صورت

 زیر تعریف می شود: ورته صب 𝐼/𝐽 جبر آلوفی

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ∶=  SymR/J(𝐼/𝐽) ⊗Sym𝑅(𝐼) ℛ𝑅(𝐼)                 

ترین ویژگی جبر آلوفی این است که جبر آلوفی یک جبر میانی بین جبر متقارن و جبر ریس است. این دو جبر از مهم

تحلیل تکینگی چندگوناهای جبری  ۀای در نظریمیت ویژهاز اهد و نشوجبرهای فراگستری نامیده میدیدگاه هندسی 

𝐽های آل. برای ایده[4] ندبرخوردار ⊆ 𝐼  از 𝑅  داریم: 

SymR/J(𝐼/𝐽)  ↠𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽)  ↠    ℛ𝑅/𝐽(𝐼/𝐽)       )2(     

بررسی شده است و  [6]و  [5]های یکریختی است در مقالهاین همریختی،  و این که چه زمانی سمت راست ریختی هم

  های استاندارد دارد.ارتباط نوعی و پایه جایی نظیر عدد آرتین ریس، عددهارتباط نزدیکی با سایر مفاهیم در جبر جاب

𝐼 جایی نوتری وهحلقه جاب 𝑅 کنیمفرض  = (𝑓1, … , 𝑓𝑚) ⊆ 𝑅 از  یآلایده𝑅  ریختیهم هموارهباشد، در این صورت 

𝑅 – از جبر متقارن شا پو جبری𝐼  به جبر ریس𝐼 وجود دارد. 

Sym𝑅(𝐼) ↠ ℛ𝑅(𝐼)          )3( 

                                                           
1  Paolo Aluffi  
2 Chern-Mather 
3 Schwatrz-MacPherson 
4  Aron Simis 
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 گاهاز نوع خطی باشد، آن 𝐼باشد. با تعریف جبر آلوفی اگر ریختی بالا، یکریختی ییم اگر همرا از نوع خطی گو 𝐼آل ایده

فقط کافی  𝑋دورهای مشخصه  ۀ( برای محاسب1)مول از فراست. بنابراین با استفاده  یریختیک (2)  هم ریختی سمت چپ

ع که چه موقنیم طبیعی است این سوال را مطرح ک را محاسبه کنیم. بنابراین کاملأ 𝐼/𝐽 است دورهای اصلی جبر متقارن

فقط  𝐼/𝐽 آل تعریف جبر متقارن چون ایده .جبر آلوفی یکریخت با جبر متقارن است ،هاآلهایی از ایدهیا برای چه کلاس

های ایهای خطی روی حلقه چندجملهایبستگی دارد و توسط چندجمله 𝐼آل به اولین سیزیجی ایده

 𝑅/𝐽[𝑇1, … , 𝑇𝑚] ر متقارن ساده است و بیشتر آل تعریف جبدیدگاه محاسباتی توصیف کردن ایدهاز  .عریف می شودت

. بنا به [8]و  [7] های اول وابسته و غیره مطالعه شده استآلدهمکالی، گرنشتاین، ای –های جبری اعم از کوهن ویژگی

های لآایدهگوییم میدهیم. را ارائه میخطی  ی از لحاظ هندسی و جبری تعریف شرطلوفاهمیت یکریختی جبر متقارن و آ

𝐽 ⊆ 𝐼 هرگاه جبر آلوفی  ندنکدر شرط خطی صدق می𝐼/𝐽   گر متقارن یکریخت باشد. به وضوح ابا جبر𝐼  نوع خطی از

𝐽از نوع خطی باشد،   𝐼/𝐽 باشد یا ⊆ 𝐼 کنند.در شرط خطی صدق می 

 پردازیم که در شرط خطیهایی میآلایده ۀکنیم و به مطالعهای مهم آن را بیان میآلوفی و ویژگیدر این مقاله ابتدا جبر

ها را آلی از ایدههایدهیم و کلاسارائه می( 2ریختی )های همگن همؤلفهو کافی بر حسب مکنند. شرط لازم صدق می

𝐽دهیم که آیا شرط خطی بودناین سوال جواب می. در ادامه به کنندکه در شرط خطی صدق می کنیممعرفی می ⊆ 𝐼  

عادل م 𝐼دهیم که در حالت کلی شرط خطی و نوع خطی بودن هایی را ارائه میمثال  معادلند؟ 𝐼بودن  و از نوع خطی

اثبات شده است که است،  𝐽شامل 𝐼 توسط یک عنصر منظم تولید می شود و واصلی  𝐽آل برای حالتی که ایده نیستند.

اشتراکی آل ایده 𝐽معادل هستند. این نتیجه را برای حالتی که  [3] 1.4 ۀبنا به گزار  𝐼شرط خطی و نوع خطی بودن 

 دهیم.است، تعمیم می 𝐽شامل  𝐼کامل و 

 

 جبرهای آلوفی

,𝑓1} و 𝑅 ۀآلی از حلقایده 𝐼جایی نوتری و هحلقه جاب 𝑅کنیم  فرض … , 𝑓𝑚}    یک مجموعه مولد برای𝐼  باشد. به این

ر ، جبجبر اهمیت زیادی برخوردار هستند. اولینجبری از  ۀجایی و هندسهدر جبر جاب کنیم کهها دو جبر وابسته میداده

 شود:مدرج است و به صورت زیر تعریف میبر است که یک ج 𝐼آل متقارن ایده

Sym𝑅(𝐼)  ∶=   ⊕ n≥0 Sym𝑅
𝑛 (𝐼) =⊕ n≥0 𝑇𝑅

𝑛 (𝐼)/𝐽 ∩ 𝑇𝑅
𝑛 (𝐼)  

𝑇𝑅 که 
𝑛 (𝐼)    ۀجبر تانسوری از مرتب 𝑛   و𝐽 = (𝑥 ⊗ 𝑦 − 𝑦⊗ 𝑥  | 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼) ⊆ 𝑇𝑅

2 (𝐼) 

TR(𝐼)از جبر تانسوریآل دوطرفه ایده   = ⊕ n≥0 𝑇𝑅
𝑛 (𝐼)    .آل اگر ایدهاست𝐼 نمایش مینیمال زیر را داشته باشد: 

𝑅𝑛   
𝜑=(𝑎𝑖𝑗)
→        𝑅𝑚  ⟶  𝐼 ⟶ 0  
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 𝐼گاه با خاصیت جهانی جبر متقارن، نمایش زیر را برای جبر متقارن است، آن 𝐼آل اولین سیزیجی ماتریس ایده𝜑 که 

 شت:خواهیم دا

Sym𝑅(𝐼) ≅  
𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑚 ]    

ℒ
 

,𝑅[𝑇1که  … , 𝑇𝑚 ] ها با متغیرهای ایحلقه چندجمله𝑇𝑖  روی𝑅  است وℒ های ایآلی است که توسط چندجملهایده

∑ خطی  𝑎𝑖𝑗𝑇𝑗
𝑚
𝑗=1 ℒ𝑖 [ 𝑇1…𝑇𝑚] های ماتریس هتوسط درای ℒشود. در حقیقت تولید می = ∙ 𝜑  شودتولید می .ℒ  

است که به جبر فراگستری معروف است و به  𝐼آل دومین جبر، جبر ریس ایدهگوییم.  𝐼آل تعریف جبر متقارن را ایده

 صورت زیر تعریف می شود:

ℛ𝑅(𝐼) ∶=  ⊕ n≥0 𝐼
𝑛𝑡𝑛   =  𝑅[𝑓1 𝑡, … , 𝑓𝑚t ]  ⊆  R[𝑡] 

 پوشای زیر را داریم: ی جبر – 𝑅ریختی هم

𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑚 ]  ↠  ℛ𝑅(𝐼)              ,         𝑇𝑖   ⟼  𝑓𝑖 𝑡                       

,𝑅[𝑇1  ها درایجملهتمام چنددهیم، توسط نمایش می 𝒥ریختی بالا که با نماد هم ۀهست … , 𝑇𝑚 ] شود که با تولید می

,𝑅[𝑇1روند. اگر به صفر می  𝑓𝑖𝑡مقداردهی … , 𝑇𝑚 ] در نظر بگیریم که مدرجی  ۀرا حلق deg(𝑇𝑖) = یک  𝒥گاه ، آن1

𝒥1و   𝒥 = ⊕ i≥1𝒥𝑖آل مدرج است و ایده  = ℒ ریختی همآل تعریف جبر متقارن است. بنابراین همواره همان ایده

𝑅 – طبیعی پوشای جبریλ: Sym𝑅(𝐼)  ↠ ℛ𝑅(𝐼)    ا داریمر.   

𝐼آل ایده .1تعریف  ⊆ 𝑅  را از نوع خطی گوییم اگرλ  اگریک به یک باشد. به عبارت دیگر 𝒥 = 𝒥1  . 

ها از آلبندی ایدهاز نوع خطی است. دسته 𝐼 ،[9] 2. 3. 2 ۀبنا به قضی گاهمنظم تولید شود، آن ۀتوسط یک دنبال 𝐼اگر 

جبرهای متقارن و ریس به جبرهای فراگستری . [11]و  [9] جایی استههای مهم در جبر جابمسألهنوع خطی یکی از 

 .[4] معروف هستند چون چندگونای تصویری وابسته به این جبرها همان فراگستری یک چندگونا در تحلیل تکینگی است

𝐽حال فرض کنیم   ⊆ 𝐼 هایی از حلقه آلایده𝑅 .ریختی هم بر متقارن،با خاصیت تابعگونی ج باشند𝑅 –  پوشایجبری 

Sym𝑅(𝐼) ↠ SymR/J(𝐼/𝐽)  ریماو در نتیجه دیاگرام زیر را د: 

 

 

 .شودمنجر به بیان مفهوم زیر می می توانیم این دیاگرام را با حاصل ضرب تانسوری کامل کنیم که

𝐽جایی نوتری و هحلقه جاب 𝑅نیم فرض ک .2تعریف  ⊆ 𝐼 هایی ازآلایده 𝑅  باشند. جبر آلوفی𝐼/𝐽  به صورت زیر تعریف

 می شود:

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ∶=  SymR/J(𝐼/𝐽) ⊗Sym𝑅(𝐼)
ℛ𝑅(𝐼).     

Sym𝑅(𝐼) ↠ ℛ𝑅(𝐼) 

↡   

SymR/J(𝐼/𝐽)   
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های جبر ویژگی ترین. مهم[1]باشدمی جبری ۀها در هندسری دورهای مشخصه در نظریه اشتراکجب ۀآلوفی نسخجبر

 .زیر آورده شده است ۀآلوفی در گزار

𝐽جایی نوتری، هحلقه جاب 𝑅فرض کنیم  .[1.2لم  .2] 3 ۀگزار ⊆ 𝐼 هایی از حلقه آلایده𝑅 .باشند 

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽)گاه از نوع خطی باشد، آن 𝐼اگر  (1  ≅  SymR/J(𝐼/𝐽). 

 جبر آلوفی نمایش زیر را دارد: (2

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ≅
ℛ𝑅(𝐼)       

(𝐽, 𝐽)ℛ𝑅(𝐼)   
≅⊕ n≥1 𝐼

𝑛/𝐽𝐼𝑛−1 

 هستند. 𝐼در جبر ریس  1از درجه  J̃از درجه صفر،  𝐽 که

 جبر آلوفی یک جبر میانی است: (3

SymR/J(𝐼/𝐽) ↠ 𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ↠ ℛ𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) 

است در حالت کلی و برای  5والا –ا که مدول والابرگ آن ۀ( و هست3گی )سمت راست در ویژجبری  – 𝑅ریختی هم

و  14. 2 ۀبنا به گزار جاییهو ارتباط نزدیکی با دیگر مفاهیم جبر جاب [6] چندگوناهای جبری خاصی مطالعه شده است

ه باین مقاله  و عدد نوع ربطی دارد. در قسمت بعدی تانداردهای اسریس، پایه –نظیر عدد آرتین  [3] 17. 2 ۀنتیج

 خواهیم پرداخت. بالا  ۀگزار 3در بند جبری  – 𝑅ریختی هم ۀمطالع

 

 شرط خطی

از اهمیت زیادی برخوردار است که در مقدمه  (3)ریختی سمت چپ در ویژگی چنین هندسی هماز دیدگاه آلوفی و هم

 های آل تعریف تکینگیایده 𝐼و ه های ایزولبا تکینیگیآل تعریف یک ابررویه ایده 𝐽به آن اشاره کردیم. برای حالتی که 

از نوع خطی است  𝐼ها  بیشتر حالتی که مراجعه کنید. در این مقاله[ 12[ و  ]11]های مقالهاست، به  𝐽وابسته به ابررویه 

ریختی تعریف زیر را ارائه ریختی مطالعه نشده است. بنا به اهمیت این هممطالعه شده است و در حالت کلی این هم

 هیم.دمی

𝐽فرض کنیم . 0تعریف  ⊆ 𝐼 جایی نوتری هجاب ۀهایی از حلقآلایدهR گوییم می .باشند𝐽 ⊆ 𝐼  در شرط خطی صدق

 و جبر متقارن متناظر یکریخت باشند. 𝐼/𝐽کند اگر جبر آلوفی می

λ: Sym𝑅(𝐼)ریختی باشد. هم Rجایی نوتری هجاب ۀآلی از حلقایده I فرض کنیم  ↠   ℛ𝑅(𝐼)   هایریختیهم 

  𝜆(𝑟): Sym𝑅
𝑟  (𝐼)   ⟶ ℛ𝑅

𝑟 (𝐼) = 𝐼𝑟های همگن از درجه از مؤلفهr ≥  کند. توجه کنیم که برایقا میرا ال  1

r = 0,1  ،𝜆(𝑟)  .نیستند،  ریخت پس اولین جایی که این دو جبر یکیکریختی مدرج طبیعی استr = خواهد بود.  2

 دهیم.نمایش می Nrرا با  𝜆(𝑟)هسته 

                                                           
5 Valabrega-Valla 
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𝐽جایی نوتری و هجاب ۀحلق Rفرض کنیم . 5 ۀگزار ⊆ 𝐼 ۀهایی از حلقآلایده R  :باشند. شرایط زیر معادلند 

1) 𝐽 ⊆ 𝐼 کند.ط خطی صدق میدر شر 

rبرای  (2 ≥ 1 ، Nr ⊆ 𝐽 Nr−1. 

 های دقیق را داریم:دیاگرام زیر با سطرها و ستوناثبات. 
  0  0  0   

  ↓ 
 ↓ 

 ↓ 
  

0 → 𝐽N𝑟−1  → N𝑟 → 𝐾𝑟  → 0 

  ↓ 
 ↓ 

 ↓ 
  

0 → 𝐽Sym𝑅
𝑟−1(𝐼) → Sym𝑅

𝑟 (𝐼) → 
Sym𝑅

𝐽

𝑟 (𝐼/𝐽) → 0 

  ↓ 
 ↓ 

 ↓ 
  

0 → JI𝑟−1 → I𝑟 → 𝒜R/J
r (𝐼/𝐽) → 0 

  ↓ 
 ↓ 

 ↓ 
  

  0  0  0   

𝐽تعریف شده است.  بالابرای کامل کردن دیاگرام  𝐾rکه  ⊆ 𝐼 کند اگر و تنها اگر برای هردر شرط خطی صدق می 

r ≥ 2،  = 0 Kr  و در نتیجهNr ⊆ 𝐽 Nr−1. 

𝑅فرض کنیم  = 𝐾[𝑋1, … , 𝑋𝑛 ]   حلقه چندجمله ای باn  متغیر روی میدانK  با مشخصه صفر باشد. فرض کنیم𝑓 ∊

𝑅  رویه کاهش یافته باشد که ابرکاهش یافته  چندجمله ایX = Spec (R/(f)) ن در فضای آفی 𝔸k
n = Spec(R)  را

𝐼𝑓کند. فرض کنیم تعریف می  = (𝑓, 𝐽f)  آل ژاکوبییدها𝑓  باشد که 

Jf = (𝜕𝑓/𝜕𝑋1, … , 𝜕𝑓/𝜕𝑋𝑛) 

 . شودآل ژاکوبی تعریف میایدهتوسط  Xاست. زیر اسکیم تکین ابررویه  fآل گرادیانی یدها

X فرض کنیم. 6 ۀگزار = Spec (R/(f)) رویه کاهش یافته در فضای آفین ابرn –  بعدی𝔸k
n  باشد. اگر زیراسکیم

(f)گاه ، ناتکین باشد آنXتکین  ⊆ 𝐼f کند.در شرط خطی صدق می 

Spec (R/(f))ناتکین است پس نشاندن  Spec (R/(f))چون اثبات.  ⊆ 𝔸k
n نشاندن منظم است با [13. B.7] جبر ،

𝐼f/𝐼fمتقارن مدول کونرمال 
این معادل با این است [، 9] 1. 2 .2 ۀبنا به قضیاست.  𝐼fمدرج وابسته  ۀیکریخت با حلق 2



 
 خطی شرط و آلوفی جبر

 
146 

از نوع خطی  𝐼fآل از نوع خطی است و چون از نوع خطی بودن ویژگی موضعی است پس به صورت موضعی ایده 𝐼fکه 

(f)است و در نتیجه  ⊆ 𝐼f کند.در شرط خطی صدق می 

𝑅فرض کنیم. 7قضیه  = 𝐾[𝑋1, … , 𝑋𝑛 ]   ها روی میدان حلقه چندجمله ایK  و𝐽 ⊆ 𝐼 ای از جملههای تکآلایده

R  باشد. اگرI به صورت مینیمال توسط𝐽 ایجملهو تک m گاه تولید شود، آن𝐽 ⊆ 𝐼 کند.در شرط خطی صدق می 

𝐽هیم دقرار میاثبات.  = (𝑚1, … ,𝑚𝑟 )   و𝐼 = (J,m = 𝑚𝑟+1 )   فرض کنیم .Λs های دنباله ۀمجموعه هم

𝛼صعودی از اعداد غیر = (𝑖1, … , 𝑖𝑠 ) ⊆ {1,… , 𝑟 + Mαباشد. در این صورت  sاز طول    {1 = 𝑚𝑖1 …𝑚𝑖𝑠  حاصل

Tαچنین ماست و ه Iدر  αهای متناظر با اندیس ایضرب تک جمله = 𝑇𝑖1 …𝑇𝑖𝑠  ای متناظر با جملهتکα  در

𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑟+1 ]  است. برای هر𝛼, 𝛽 ∈ Λs  ای زیر را داریم:جملهدو 

𝑇𝛼,𝛽  =
Mβ

gcd (Mα , Mβ)
 Tα −

Mα

gcd (Mα , Mβ)
 Tβ 

𝒥s هایایجملهو دو ℒ  آل تعریف جبر متقارنتوسط ایده، Iجبر ریس  𝒥 آل تعریف[ ایده14بنابر ] = {𝑇𝛼,𝛽 |𝛼, 𝛽 ∈ Λs} 

𝒥تولید می شود به عبارت دیگر  = ℒ𝑆 + (⋃ 𝒥s𝑠≥2 )𝑆 . بنابراین جبر آلوفی𝐼/𝐽 :نمایش زیر را دارد 

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ≅
𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑟+1 ]        

(𝐽, 𝐽, 𝒥)   
≅

𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑟+1 ]        

(𝒥, 𝑇1, … , 𝑇𝑟 , ℒ)  + (𝒥s  | s ≥ 2)  
 

sحال فرض کنیم  ≥ …,1برای بعضی 𝑇𝑖. اگر 𝒥s 𝑇𝛼,𝛽و 2 , 𝑟 𝑖 =  ،Tα   وTβ گاه را عاد کند، آن𝑇𝛼,𝛽  متعلق به

𝐽آل ایده = (𝑇1, … , 𝑇𝑟) آل تعریف جبر متقارن و در نتیجه متعلق به ایده𝐼/𝐽  است. فرض کنیم𝛼 = (𝑖1, … , 𝑖𝑠 )  و

𝛽 = (𝑟 + 1,… , 𝑟 +  :. داریم( 1

𝑔𝑐𝑑 (Mα , Mβ) = 𝑔𝑐𝑑 (Mα , 𝑚𝑟+1
𝑠′ ) = 𝑚𝑟+1

𝑠′  

1که  ≤ 𝑠′ ≤ s .در نتیجه داریم:  است 

𝑇𝛼,𝛽  = 𝑚𝑟+1
𝑠−𝑠′Tα −MT𝑟+1

s ∈ 𝒥s 

Mکه  = fα/𝑚𝑟+1
𝑠′ 1. چون برای,… , 𝑟 𝑖 ℒiهای ایدوجمله =  = 𝑚𝑟+1Ti −𝑚𝑖T𝑟+1 ∈ ℒ آل متعلق به ایده

∋هستند. بنابراین هر Iتعریف جبر متقارن  𝒥s 𝑇𝛼,𝛽  با𝛽 = (𝑟 + 1,… , 𝑟 + و عناصر   ℒiتوانیم بر حسب را می ( 1

sپس برای  .ِ یند بنویسیمبدست می  𝐽عناصر  که از سیزیجی ℒدیگر از  ≥  داریم: 2

𝒥s ⊆ (𝒥, 𝑇1, … , 𝑇𝑟, ℒ) 

𝐽دهد برای که این نشان می ⊆ 𝐼 .شرط خطی برقرار است 

𝑅م فرض کنی. 8ۀ گزار = 𝐾[𝑋1, … , 𝑋𝑛 ]    و𝐽 ⊆ 𝐼 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛)
𝑑 ۀهایی از حلقآلایده R  .صورت در اینباشند

𝐽 ⊆ 𝐼 کند اگر و تنها اگردر شرط خطی صدق می  d = 1. 
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dاگر اثبات:  = 𝐽از نوع خطی است و Iگاه آن 1 ⊆ 𝐼  کند. حال فرض کنیم در شرط خطی صدق میd ≥ = 𝐼. مولدهای 2

(𝑋1, … , 𝑋𝑛)
𝑑  به صورت الفبایی با شرط را𝑋1 > ⋯ > 𝑋𝑛 کنیم. فرض کنیم مرتب میφ: 𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑁  ]   ↠  ℛ𝑅(𝐼)، 

𝑁برد که می Iدر  d ۀای از درججملهتک ینام iرا به  𝑇𝑖جبر پوشا باشد که هر  – R  هم ریختی = (𝑑+𝑛−1
𝑛−1

 ۀهست (

,𝑚1ها ایجملهتک ۀهماست.  𝐼آل تعریف جبر ریس همان ایده φریختی هم … ,𝑚𝑟 ۀاز درج d− را که به  𝑅در   1

𝑟گیریم که اند را در نظر میی مرتب شدهصورت الفبای = (𝑑+𝑛−1
𝑛−1

n ۀیک ماتریس از انداز 𝐌 . فرض کنیم( × r  است

,𝑖)که درایه  𝑗 )  ام آن متغیرTK است که=𝑥𝑖𝑚𝑗 φ(TK) و فرض کنیم𝐗 = [𝑋1… 𝑋𝑛]
𝑇  ماتریس ستونی از متغیرها

𝑸باشد. قرار می دهیم  𝑅حلقه  = [ 𝐗 | 𝐌]  ۀاندازکه یک ماتریس از n × (r+ آل ایده، [15] 4است. بنا به قضیه (1

 :است. پس جبر آلوفی نمایش زیر را دارد 𝐼آل تعریف جبر ریس ایده  ,𝑸 I2(𝐐)سکهادهای ماتری-2تولید شده توسط 

𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ≅
𝑅[𝑇1, … , 𝑇𝑁 ]         

(𝐽, 𝐿1, … , 𝐿𝑠, I2(𝐐)))   
 

,𝑅[𝑇1در های خطیایچندجمله ها𝐿𝑖که  … , 𝑇𝑁 ]  آل ایده هستند که𝐽  آل تعریف جبر متقارن ایدهکنند. میرا تعریف

,𝐿1 توسط  … , 𝐿𝑠, J کهادهای ماتریس -2و تمام𝐐 متغیرها،  شود که ستون_تولید می𝑿  انتخاب شده است و این

𝑋𝑖𝑇𝑗ه فرم ب کهادها-2 − 𝑋𝑗𝑇𝑖 بنابراین مولدهای ند.هست I2(𝐐)  که به فرم 𝑇𝑖
2 − 𝑇𝑘𝑇𝑙 𝑇𝑖𝑇𝑗و    − 𝑇𝑘𝑇𝑙   هستند

 کند. ند باشند و این اثبات را کامل میتواننمی  𝐼/𝐽آل تعریف جبر متقارنمتعلق به ایده

 شرط خطی و نوع خطی

𝐽گاه از نوع خطی باشد، آن 𝐼که اگر دیدیم  ⊆ 𝐼  ولی عکس این گزاره در حالت کلی برقرار  کند.در شرط خطی صدق می

 نیست.

,𝐾[𝑋0=مفرض کنی. 9 مثال … , 𝑋𝑛 ]/(𝑓) 𝑅 = 𝐾[𝑥0, … , 𝑥𝑛 ] و− 𝑋𝑛
2 𝑓 = ∑ 𝑋𝑖𝑋𝑗0≤𝑖<𝑗≤𝑛−1  .های آلایده

𝐽 ⊆ 𝐼  گیریم:زیر در نظر می را به صورت 

𝐽 = (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛 )  ⊆  𝐼 = (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ⊆ 𝑅 

𝑅/𝐽 گاهآن ≅  𝐾[𝑋𝑛−1 ] , 𝐼/𝐽 ≅ (𝑋𝑛−1)  , . چون𝐼/𝐽 ⊆ 𝑅/𝐽  شود توسط یک عنصر منظم تولید می𝐼/𝐽  از نوع

 خطی است و 

SymR/J(𝐼/𝐽) ≅ 𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ≅ ℛ𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) 

∋ایاز نوع خطی نیست چون چندجمله 𝐼ال ایده 𝑅[𝑇0, … , 𝑇𝑛 ]  − 𝑇𝑛
2 ∑ 𝑇𝑖𝑇𝑗0≤𝑖<𝑗≤𝑛−1  آل تعریف متعلق به ایده

 است. 𝐼جبر ریس 

 را به صورت زیر تعمیم می دهیم. بالامثال 

𝐽موضعی نامنظم و  ۀحلق (R,𝓶) فرض کنیم .14 ۀگزار ⊆ 𝐼  هایی از آلایده𝑅  باشند. اگر𝐼 = 𝓶  و𝑅/𝐽  ۀحلق 

𝐽گاه آن ،موضعی منظم باشد ⊆ 𝐼 کند و در شرط خطی صدق میI .از نوع خطی نیست 
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جبر  (3)شود و از ویژگی منظم تولید می ۀتوسط یک دنبال 𝐼/𝐽آل ایده ،موضعی منظم است ۀحلق 𝑅/𝐽چون  اثبات.

 :وفی داریمآل

SymR/J(𝐼/𝐽) ≅ 𝒜𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) ≅ ℛ𝑅/𝐽(𝐼/𝐽) 

𝐽در نتیجه  ⊆ 𝐼   کند.شرط خطی صدق میدر 

𝐼 حال فرض کنیم   = 𝓶 از نوع خطی باشد پسSym𝑅(𝐼)   ≅  ℛ𝑅(𝐼)   و داریم: 

SymR/I(𝐼/I
2) ≅  SymR(𝐼) ⊗𝑅 𝑅/𝐼  ≅  ℛ𝑅(𝐼) ⊗𝑅 𝑅/𝐼  = 𝑔𝑟𝐼(𝑅) 

 :داریم ،[61] 7. 15 ۀقضیو  لم ناکایاما است. با  Iحلقه مدرج وابسته  𝑔𝑟𝐼(𝑅)که 

μ(I) = dimR/I  SymR/I(I/I
2) = dim𝑔𝑟𝐼(𝑅) = dim𝑅 

=و است  Iمولد مینیمال برای  ۀتعداد عناصر یک مجموع μ(I)که  dim𝑅  μ(I) ۀتناقض با نامنظم بودن حلق 𝑅 .است 

𝑅 فرض کنیم .11مثال = 𝐾[𝑥, y, z, w ] و 

𝐽 = (𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑥𝑤, 𝑦𝑧, 𝑦𝑤, 𝑧𝑤 )  ⊆  𝐼 = (𝐽, 𝑤2) 

𝐽 ،(7) ۀقضی به انب ⊆ 𝐼 لیکند ودر شرط خطی صدق می I آل تعریف جبر ریس از نوع خطی نیست. ایدهI هاییایدوجمله 

 :به صورت زیر دارد 2 ۀاز درج

𝑇2𝑇5 − 𝑇1𝑇6   , 𝑇3𝑇4 − 𝑇1𝑇6  , 𝑇3𝑇5 − 𝑇1𝑇7,   𝑇3𝑇6 − 𝑇2𝑇7,   𝑇5𝑇6 − 𝑇4𝑇7 

𝐽موضعی منظم،  ۀحلق (R,𝓶) فرض کنیم .سؤال ⊆ 𝐼 هایی از آلایدهR  باشند به طوری که𝐽 ⊆ 𝓶𝐼 .هایی ارائه مثال

𝐽دهید که  ⊆ 𝐼 کند و در شرط خطی صدق میI .از نوع خطی نیست 

بنا به  است، 𝐽آلی شامل ایده Iشود و منظم تولید میو توسط یک عنصر  𝑅نوتری  ۀآل اصلی در حلقایده 𝐽 که در حالتی

تعمیم  ،اشتراکی کامل است 𝐽این نتیجه را به حالتی که  .معادلند𝐼 ط خطی و از نوع خطی بودن شر [3]4. 1 ۀگزار

 منظم تولید شود.  ۀی را اشتراکی کامل گوییم اگر توسط یک دنباللآایده دهیم.می

𝐽حلقه نوتری و  R فرض کنیم .12قضیه ⊆ 𝑅  اشتراکی کامل وI  شامل لی آایده𝐽  :باشد. شرایط زیر معادلند 

1) 𝐽 ⊆ 𝐼 کند. در شرط خطی صدق می 

2) I .از نوع خطی است 

,𝑓1} ار است. فرض کنیمجبر آلوفی برقر( 1) به ویژگیبنا  (2) ⇒  (1). اثبات … , 𝑓𝑚} منظم در  ۀیک دنبالR 

𝐽باشد و  = (𝑓1, … , 𝑓𝑚)  و𝐽 ⊆ 𝐼 دهیمکند. قرار میدر شرط خطی صدق می: 

R̅ = R/(𝑓1, … , 𝑓𝑚−1) , 𝐽 ̅ = 𝐽/(𝑓1, … , 𝑓𝑚−1)  = (𝑓𝑚̅̅ ̅) ⊆ I̅ = 𝐼/(𝑓1, … , 𝑓𝑚−1)   
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R̅/𝐽داریم ̅ ≅ 𝑅/𝐽  , I/̅𝐽 ̅ ≅ 𝐼/𝐽    . که از این𝐽 ⊆ 𝐼 شود کهنتیجه می ،کنددر شرط خطی صدق می  I/̅𝐽 ̅ ⊆ R̅/𝐽 ̅ 

از  𝐼 ،[3] 5. 1 ۀنتیج از نوع خطی است و در نتیجه بنا به ̅ I ،[3] 4. 1 ۀکند و بنا به گزاردر شرط خطی صدق می

 را ثابت می کند. (1) ⇒  (2)نوع خطی است که 
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