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Introduction 

In this article, we consider the following fourth-order boundary value 

problem 

{
(𝑝(𝑡)𝑢′′(𝑡))′′ − (𝑞(𝑡)𝑢′(𝑡))

′
+ 𝑟(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝜆𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)),    (𝑡 ∈ [0,1]),

𝑢(0) = 𝑢(1) = 𝑢′′(0) = 𝑢′′(1) = 0,                                                      (𝑃) 
 

Where λ ∈ ]0, +∞[, p, q, r ∈ L∞([0,1]) and f: [0,1] × ℝ → ℝ is continuous. 

Fourth-order ordinary differential equations act as models for the bending or 

deforming of elastic beams, and, therefore, they have important applications 

in mechanical engineering, control systems, economics and computer 

sciences. Boundary value problems for fourth-order ordinary differential 

equations have been of great concern in recent years. Many researchers have 

investigated into beam equations under various boundary conditions and 

through different approaches, we refer the reader to [1, 2, 4, 5] for an overview 

on this subject. For example, in [2] the authors based on variational methods 

and critical point theory discussed the existence of at least three solutions for 

the problem (P). 
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Material and methods 

In this research, based on variational methods and critical point theory, we 

guarantee the existence of infinitely many classical solutions for a two-point 

boundary value problem with fourth-order Sturm-Liouville equation; Some 

recent results are improved and by presenting one example, we ensure the 

applicability of our results. 

Conclusion 

In this work, we give some new criteria to guarantee the infinitely many 

solutions for the problem (p), and, therefore, the three solutions results 

obtained in [2] are improved. The proof of the main result is based on the 

critical point theory applied in [8]. 
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 مقدمه
نهایت جواب کلاسیک مسأله مقدار مرزی زیر را تضمین در این مقاله، در جستجوی شرایطی هستیم که وجود بی

 نمایند:

{
(𝑝(𝑡)𝑢′′(𝑡))′′ − (𝑞(𝑡)𝑢′(𝑡))

′
+ 𝑟(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝜆𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)),    (𝑡 ∈ [0,1]),

𝑢(0) = 𝑢(1) = 𝑢′′(0) = 𝑢′′(1) = 0,                                                      (𝑃) 
 

λآن  که در ∈ ]0, +∞[  ،𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐿∞([0,1])  و𝑓: [0,1] × ℝ → ℝ .تابعی پیوسته است 

 وجود و اثبات کنند.مسائل مقدار مرزی با معادلات دیفرانسیل معمولی نقشی اساسی در مسائل نظری و کاربردی ایفا می

 همبندی ریاضی مسائل ممدل فرانسیل غیرخطی بسیار مهم بوده و نتایج به دست آمده درهای مسائل دیانگی جوابندگچ

هارم در چ ۀسائل مقدار مرزی مرتبم. به ویژه، روندبه کار میفیزیک، شیمی، مهندسی مکانیک، اقتصاد و علوم کامپیوتر 

 ر توسطهای اخیوسیع در سال ایل به گونهرو، این مسائن داشته و از ایناتوصیف مسائل آشفته پرتو کشسان کاربرد فراو

ع اشاره شده در نابو م [5]، [4]، [2]، [1]توانید به مقالات )به عنوان مثال، می اندنویسندگان مورد کنکاش قرار گرفته

 آنها مراجعه بفرمایید(.

 اصلی این ثبات نتیجهمورد بحث قرار گرفته است؛ جهت ا [2]در مقاله  (P)جواب مسأله -شود که حالت سهاشاره می

 ای مرتبه دومنهایت جواب مسأله ضربهحالت بی که در آن، ایمالهام گرفته [8]مقاله  ۀاز تکنیک ارائه شدمقاله، 

{

−(𝑝(𝑡)𝑢′(𝑡))
′

+ 𝑞(𝑡)𝑢′(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)),   𝑡 ≠ 𝑡𝑘,   𝑎. 𝑒.  𝑡 ∈ [0,1]

−∆(𝑝(𝑡𝑘)𝑢′(𝑡𝑘)) = 𝐼𝑘(𝑢(𝑡𝑘)),      𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝑝 − 1,                                             

𝑢′(0+) = 𝑢′(1−) = 0,                                                                                            (𝑃1)

 

 به دست آمد. [8] مقاله زیر توسط نویسندگاناصلی  ۀمورد بررسی قرار گرفت و نتیج

 شرایط زیر برقرار باشند: فرض کنید :1 ۀقضی

(M1 )𝐼𝑘(𝑢) و  ها𝑓(𝑡, 𝑢)  توابعی فرد در𝑢 باشند؛ 

(M2)  اعداد ثابتβ > 𝑀و  2 > 𝑡موجود باشند به طوری که برای هر  0 ∈ 𝑢و  [0,1] ∈ ℝ  با|𝑢| ≥ 𝑀  داشته

 باشیم:

0 < 𝛽𝐹(𝑡, 𝑢) ≤ 𝑢𝑓(𝑡, 𝑢),                  0 < 𝛽 ∫ 𝐼𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝑢𝐼𝑘(𝑢);
𝑢

0

 

(M3) lim
𝑢→0

𝑓(𝑡,𝑢)

𝑢
= 𝑡به طور یکنواخت برای  0 ∈ limو همچنین  [0,1]

𝑢→0

𝐼𝑘(𝑢)

𝑢
= 0  . 

 باشد.یم 𝑊1,2([0,1])نهایت جواب کلاسیک در فضای سوبولف دارای بی (P1) ۀدر این صورت، مسأل
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 نیازهاپیش

 باشد.بحرانی زیر می ۀنقط ۀاصلی، قضی ۀابزار اصلی ما برای یافتن نتیج

,𝑋)فضای باناخ حقیقی :[(12.9، قضیه 7)] 2 ۀقضی ‖. 𝜑را در نظر بگیرید؛ فرض کنید(‖ ∈ 𝐶1(𝑋, ℝ)  تابعکی زوج

φ(0)و  یلاسم -لیسبا شرط پ = Xباشد. همچنین  0 = V ⊕ E  کهV ه و شرایط زیر برقرار باشند:با بعد متناهی بود 

(H1)  اعداد مثبت𝜌  و𝛼  موجود باشند که برای هر𝑢 ∈ 𝐸  با‖𝑢‖ = 𝜌  داشته باشیم𝜑(𝑢) ≥ 𝛼؛ 

(𝐻2)  برای هر زیرفضای با بعد متناهی𝑊 ⊂ 𝑋 عدد مثبت ،𝑅 = 𝑅(𝑊)  موجود باشد که برای هر𝑢 ∈ 𝑊  با

‖𝑢‖ ≥ 𝑅  داشته باشیم𝜑(𝑢) ≤ 0. 

 ران از نقاط بحرانی است.کای بیدنبالهای دار 𝜑صورت در این

نهایت جواب مسائل مقدار مرزی آمیزی، برای اثبات وجود بی، به گونه موفقیت[11]و [ 8] در مقالاتی همچون 2 ۀقضیاز 

 ستفاده شده است.ا

 فرض کنید:

(1) 

min {
q−

π2
,
r−

π4
,
q−

π2
+

r−

π4} > −p−,                                             

 که در آن:

r− = essinft∈[0,1]r(t), q− = essinft∈[0,1]q(t), p− = essinft∈[0,1]p(t) > 0 

 قرار دهید:

σ = min {
q−

π2
,
r−

π4
,
q−

π2
+

r−

π4
, 0} , 

δ = √𝑝− + 𝜎. 

𝑋فرض کنید  = 𝑊2,2([0,1]) ∩ 𝑊0
‖𝑢‖  فضای سوبولف مجهز به نرم معمولی ([0,1])1,2 = ‖𝑢⸗‖𝐿2([0,1]) اشدب. 

𝑢های پوانکاره زیر را، برای هر نامساوی ∈ 𝑋( 3.2، لم 6[ ۀمقال، به خاطر آورید[ :)را ببینید 

(2) 

‖𝑢′‖𝐿2([0,1])
2 ≤

1

π2
‖𝑢⸗‖𝐿2([0,1])

2 ,                                           

  ‖𝑢‖𝐿2([0,1])
2 ≤

1

π4
‖𝑢⸗‖𝐿2([0,1])

2 .                                                                            (3)  
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 است: معادل با نرم زیر  𝑋شود که نرم معمولی روی فهمیده می (3( و )2(، )1)از 

‖𝑢‖𝑋 = (∫ (𝑝(𝑡)|𝑢⸗(𝑡)|2 + 𝑞(𝑡)|𝑢′(𝑡)|2 + 𝑟(𝑡)|𝑢(𝑡)|2)𝑑𝑡
1

0

)
1

2, 

𝑢و به خصوص، برای هر  ∈ 𝑋:داریم ، 

(4) 

‖𝑢‖ ≤
1

𝛿
‖𝑢‖𝑋.                                                                    

∞‖𝑢‖در مورد نرم  = max (𝑚𝑎𝑥𝑡∈[0,1]|𝑢(𝑡)|, 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[0,1]|𝑢
′(𝑡)|)   روی فضای𝐶1([0,1]) زیر را داریم  ۀرابط

 اصلی مقاله، استفاده خواهیم کرد. ۀاثبات نتیج برایکه از آن 

𝐶فرض کنیم  .3 ۀگزار =
1

2𝜋𝛿
 صورت:. در این

(5) 

      ‖𝑢‖∞ ≤ 𝐶‖𝑢‖𝑋,      (𝑢 ∈ 𝑋).                                            

∞‖𝑢‖( و نامساوی معروف 4(، )2به کمک روابط ) اثبات: ≤
1

2
‖𝑢′‖𝐿2([0,1])( را خواهیم داشت. 5، حکم )□ 

𝑢مطابق با معمول،  ∈ 𝑋  یک جواب ضعیف مسأله(P)  است هرگاه برای هر𝑣 ∈ 𝑋 :رابطه زیر برقرار باشد 

∫ (𝑝(𝑡)𝑢⸗(𝑡)𝑣⸗(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) + 𝑟(𝑡)𝑢(𝑡)𝑣(𝑡))𝑑𝑡
1

0

= 𝜆 ∫ 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡))𝑣(𝑡)𝑑𝑡.
1

0

 

، جوابی کلاسیک برای آن خواهد بود (P)مسأله توان ثابت کرد که هر جواب ضعیف ، می𝑓طبق پیوستگی  تذکر:

 (.مشاهده کنیدرا  [2]مقاله)

:𝜑اکنون، تابعک  𝑋 → ℝ :را به صورت زیر در نظر بگیرید 

(6) 

𝜑(𝑢) =
1

2
‖𝑢‖𝑋

2 − 𝜆 ∫  𝐹ّ(𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡,      (𝑢 ∈ 𝑋),                        
1

0

 

:𝐹که در آن، تابع  [0,1] × ℝ → ℝ شود:به صورت زیر تعریف می 

𝐹(𝑡, 𝜗) = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,              ((𝑡, 𝜗) ∈ [0,1] × ℝ).
𝜗

0

 

یک جواب ضعیف )و لذا، جوابی  𝜑بحرانی  ۀپذیر گاتو بوده و هر نقطتعریف و مشتقخوش 𝜑شود که مشاهده می

 است. (P)مسأله کلاسیک( برای 
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 نتایج اصلی

:𝜑کنیم که تابعک اصلی این مقاله را ارائه خواهیم کرد. قبل از آن، یادآوری می ۀدر این بخش، نتیج 𝑋 → ℝ ایراد 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜑′(𝑢𝑛)راندار بوده و ک {𝜑(𝑢𝑛)}که  𝑋در  {𝑢𝑛}هرگاه هر دنباله مانند  است(P-S)  اسمیل -لیسشرط پ = 0 ،

 شد.داشته با 𝑋ای همگرا در زیردنباله

     فرض کنیم شرایط زیر برقرار باشند: :0ۀقضی

 (J1) 𝑓(𝑡, 𝑢)  تابعی فرد در𝑢 باشد؛ 

(J2)  عدد ثابت𝛽 >  ای موجود باشد که  2

0 < 𝛽𝐹(𝑡, 𝑢) ≤ 𝑢𝑓(𝑡, 𝑢),               ((𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × (ℝ\{0})). 

𝜆، برای هر (P)مسأله صورت در این >  نهایت جواب کلاسیک است.، دارای بی0

برای اثبات این قضیه استفاده کنیم. برای این منظور، فضای سوبولف  2 ۀقضیخواهیم از چه بیان شد، میمطابق آناثبات: 

𝑋 = 𝑊2,2([0,1]) ∩ 𝑊0
.‖مجهز به نرم   ([0,1])1,2 ‖𝑋  و تابعک𝜑  را روی  (6)با تعریف𝑋  .در در نظر بگیرید

φ(0)پذیر بوده و همچنین تابعی زوج و به طور پیوسته مشتق 𝑓 ،𝜑و پیوستگی  (J1)اینصورت طبق  = . در گام 0

کراندار  {𝜑(𝑢𝑛)}باشد که   𝑋ای در دنباله {𝑢𝑛}کند. فرض کنیم صدق می (P-S)در شرط  𝜑دهیم نخست، نشان می

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜑′(𝑢𝑛)بوده و  =  باشد: می  𝑋ای کراندار در دنباله {𝑢𝑛}دهیم . ابتدا نشان می0

(
𝛽

2
− 1) ‖𝑢𝑛‖𝑋

2 = βφ(𝑢𝑛) − 𝜑′(𝑢𝑛)(𝑢𝑛) + 𝜆𝛽 ∫  𝐹ّ(𝑡, 𝑢𝑛(𝑡))𝑑𝑡
1

0

 

                                                     

−𝜆 ∫  𝑓ّ(𝑡, 𝑢𝑛(𝑡))𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡                                                                 
1

0
 

≤ 𝛽𝜑(𝑢𝑛) − 𝜑′(𝑢𝑛)(𝑢𝑛),           

𝛽بنابراین، از آنجا که  > دارای  {𝑢𝑛}فضایی بازتابی است،  𝑋باشد. از آنجا که کراندار می 𝑋در  {𝑢𝑛}، دنباله 2

باشد؛ لذا می 𝑋همگرای ضعیف در  (نمایش دهیم {𝑢𝑛}توانیم با نویسی آن را نیز میکه به جهت ساده) ایزیردنباله

𝑢 ∈ 𝑋  ای وجود دارد که𝑢𝑛 ⇀ 𝑢دهیم که . اکنون نشان می{𝑢𝑛}  در𝑋  به طور قوی به𝑢 :همگراست. داریم 

(7) 

(𝜑′(𝑢𝑛) − 𝜑′(𝑢))(𝑢𝑛 − 𝑢) = ‖𝑢𝑛 − 𝑢‖𝑋
2  

   −𝜆 ∫  [ّ𝑓(𝑡, 𝑢𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡))](𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢(𝑡))𝑑𝑡.                 
1

0
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راست. همگ 𝑢به طور یکنواخت به  𝐶([0,1])در  {𝑢𝑛}همگراست، لذا  𝑢به طور ضعیف به  𝑋در  {𝑢𝑛}از آنجا که 

𝑛بنابراین، زمانی که  →   ، داریم:∞

(8) 

∫  [ّ𝑓(𝑡, 𝑢𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡))](𝑢𝑛(𝑡) − 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 → 0,                 
1

0

 

(𝜑′(𝑢𝑛) − 𝜑′(𝑢))(𝑢𝑛 − 𝑢) → 0.                                                                              (9)  

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑢𝑛(، 9( و )8(، )7با توجه به ) − 𝑢‖𝑋 =  کند.صدق می (P-S)در شرط  𝜑و در نتیجه  0

𝑡ثابت شده است که برای هر  [9] مقاله ، در(J2)اما، با استفاده از فرض  ∈  داریم: [0,1]

𝐹(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐹 (𝑡,
𝑥

|𝑥|
) |𝑥|𝛽 ,        (0 < |𝑥| ≤ 1), 

𝐹(𝑡, 𝑥) ≥ 𝐹 (𝑡,
𝑥

|𝑥|
) |𝑥|𝛽 ,                (|𝑥| ≥ 1). 

𝑡بنابراین، برای هر  ∈   خواهیم داشت: [0,1]

(11) 

𝐹(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑀|𝑥|𝛽 ,        (0 < |𝑥| ≤ 1),                                   

𝐹(𝑡, 𝑥) ≥ 𝑚|𝑥|𝛽 ,        (|𝑥| ≥ 1),                                                                       (11)  

 که در آن:

𝑀 = 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[0,1],|𝑥|=1𝐹(𝑡, 𝑥),            𝑚 = 𝑚𝑖𝑛𝑡∈[0,1],|𝑥|=1𝐹(𝑡, 𝑥). 

𝑀، (J2)مطابق با  > 𝑚و  0 > ,𝐹(𝑡. از آنجا که 0 𝑥) − 𝑚|𝑥|𝛽  [0,1]روی × پیوسته است، عدد ثابت  [1,1−]

𝐶2 :وجود دارد که 

(12) 

𝐹(𝑡, 𝑥) ≥ 𝑚|𝑥|𝛽 − 𝐶2,        ((𝑡, 𝑥) ∈ [0,1] × [−1,1]),                   

 ( خواهیم داشت:12( و )11بنابراین، طبق )

(13) 

𝐹(𝑡, 𝑥) ≥ 𝑚|𝑥|𝛽 − 𝐶2,        ((𝑡, 𝑥) ∈ [0,1] × ℝ).                          
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𝑢کند. برای هر صدق می (H1)در شرط  𝜑خواهیم نشان دهیم که اکنون می ∈ 𝑋 3 ۀگزار، طبق، ‖𝑢‖𝑋 ≤
1

𝐶
   ایجاب 

∞‖𝑢‖کند که می ≤  خواهیم داشت: (11ا با استفاده از )؛ لذ1

(14) 

∫  𝐹ّ(𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 ≤ 𝑀 ∫ |𝑢(𝑡)|𝛽𝑑𝑡 ≤ 𝑀𝐶𝛽‖𝑢‖𝑋
𝛽

1

0

1

0

, (‖𝑢‖𝑋 ≤
1

𝐶
),           

 ( داریم:14( و )6و با ترکیب )

𝜑(𝑢) ≥
1

2
‖𝑢‖𝑋

2 − 𝜆𝑀𝐶𝛽‖𝑢‖𝑋
𝛽

, (‖𝑢‖𝑋 ≤
1

𝐶
),           

𝜌توانیم کند میبارت اخیر ایجاب میکه ع > 𝛼به قدر کافی کوچک و  0 > ای انتخاب کنیم که هرگاه را به گونه 0

‖𝑢‖𝑋 = 𝜌  آنگاه𝜑(𝑢) ≥ 𝛼کنیم که . در گام آخر، ثابت می𝜑  حائز شرط(H2) باشد. فرض کنیم نیز می𝑊 ⊂

𝑋  زیرفضایی با بعد متناهی باشد. برای هر𝑟 ∈ ℝ\{0}  و𝑢 ∈ 𝑊\{0}( داریم:13، به کمک ،) 

(15) 

𝜑(𝑟𝑢) =
1

2
‖𝑟𝑢‖𝑋

2 − 𝜆 ∫  𝐹ّ(𝑡, 𝑟𝑢(𝑡))𝑑𝑡            
1

0

 

≤
𝑟2

2
‖𝑢‖𝑋

2 − 𝜆𝑚|𝑟|𝛽 ∫ |𝑢(𝑡)|𝛽𝑑𝑡 + 𝜆𝐶2.                               
1

0

 

𝑤با انتخاب  ∈ 𝑊  که‖𝑤‖𝑋 = 𝛽، از آنجا که 1 > 𝑟0کند که ایجاب می (15) ۀ، رابط2 > ای وجود دارد که برای  0

𝑟هر  ≥ 𝑟0  داریم‖𝑟𝑤‖𝑋 > 𝑟0  و𝜑(𝑟𝑤) ≤ 𝑅(𝑊)با بعد متناهی است، زیرفضایی  𝑊جا که . از آن0 > ای  0

𝑢وجود دارد که برای هر  ∈ 𝑊  با‖𝑢‖𝑋 ≥ 𝑅(𝑊)  داریم𝜑(𝑢) ≤ ای لهدارای دنبا 𝜑، تابعک 2 ۀقضی. بنابراین، طبق 0

 □باشد.  می (P)است که هر کدام از آنها یک جواب کلاسیک برای مسأله  𝑋کران از نقاط بحرانی در بی

 خواهیم داشت. 4 ۀقضینباشد، نتیجه ساده زیر را به واسطه  𝑡وابسته به منغیر  𝑓در حالتی که تابع پیوسته 

  فرض کنیم شرایط زیر برقرار باشند:. 5 ۀقضی

 (K1) 𝑓(𝑢)  تابعی فرد در𝑢 باشد؛ 

(K2)  عدد ثابت𝛽 >  ای موجود باشد که  2

0 < 𝛽𝐹(𝑢) ≤ 𝑢𝑓(𝑢),               (𝑢 ∈ ℝ\{0}). 

𝜆صورت، برای هر در این >  مسأله مقدار مرزی، 0

{
(𝑝(𝑡)𝑢′′(𝑡))′′ − (𝑞(𝑡)𝑢′(𝑡))

′
+ 𝑟(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝜆𝑓(𝑢(𝑡)),    (𝑡 ∈ [0,1]),

𝑢(0) = 𝑢(1) = 𝑢′′(0) = 𝑢′′(1) = 0,                                              (𝑃2) 
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𝑊2,2([0,1]) سوبولف نهایت جواب کلاسیک در فضایدارای بی ∩ 𝑊0
 است.  ([0,1])1,2

 دهیم.، مثال زیر را ارائه می5 ۀقضیبه عنوان کاربردی از 

 :مقدار مرزی زیر را در نظر بگیرید مسأله :6مثال

{
(𝑒𝑡𝑢′′(𝑡))′′ + (𝑒𝑡𝑢′(𝑡))

′
+ 𝑒𝑡𝑢(𝑡) = 𝜆𝑓(𝑢(𝑡)),    (𝑡 ∈ [0,1]),

𝑢(0) = 𝑢(1) = 𝑢′′(0) = 𝑢′′(1) = 0,                                 (𝑃3) 
 

𝑓(𝑢)که در آن  = 𝑢3 + 𝑢7 مسألهدو . مقایسه  (P2)و(P3)  دهد که نشان می𝑝(𝑡) = 𝑟(𝑡) = 𝑒𝑡 و𝑞(𝑡) = −𝑒𝑡 ؛

𝑢 ( برقرار است. همچنین برای هر1از این رو شرط ) ∈ ℝ  داریم𝐹(𝑢) =
1

4
𝑢4 +

1

8
𝑢8 از آنجا که .𝑓  تابعی فرد بوده

 و 

0 < 4𝐹(𝑢) ≤ 𝑢𝑓(𝑢),            (𝑢 ∈ ℝ\{0}), 

𝑊2,2([0,1]) فضای جواب کلاسیک درنهایت دارای بی (P3)، مسأله 5 ۀقضیلذا، طبق  ∩ 𝑊0
 است. ([0,1])1,2

، فرصت مطالعه روی مسائل مرتبه چهارم با فرمی کامل را برایمان (P3)به مسأله  وابستهدقت کنید که سمت چپ معادله 

 سازد. فراهم می

 
 گیرییجهنت

مورد بررسی قرار گرفته  ،[8]شده در  ارائهبر اساس تکنیک تغییراتی  ،(P)له أنهایت جواب مسمقاله، حالت بیدر این 

 اند، بهبود داده شد.به دست آمده [2]که در  (P)له أو به این ترتیب، نتایج سه جواب مس است
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