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Introduction 

Throughout this paper R will denote an associative ring with identity, M a 

unitary right R-module. A functor 𝜏from the category of the right R-modules 

Mod-R to itself is called a preradicalif it satisfies the following properties: 

(i) 𝜏(𝑀)is a submodule of M, for every R-module M; 

(ii) If 𝑓: 𝑀′ → 𝑀is an R-module homomorphism, then 𝑓(𝜏(𝑀′)) ≤ 𝜏(𝑀) and 

𝜏(𝑓) is the restriction of 𝑓to 𝜏(𝑀′). 

For example Rad, Soc, and 𝑍𝑀are preradicals. Note that if K is a summand of 

M, then 𝐾 ∩ 𝜏(𝑀) = 𝜏(𝐾). 

For a preradical  𝜏, Al-Takhman, Lomp and Wisbauer defined and studied the 

concept of 𝜏-lifting and 𝜏-supplemented modules. A module M is called 𝜏-

lifting if every submodule N of M has a decomposition 𝑁 = 𝐴 ⊕  𝐵 such that 

A is a direct summand of M and 𝐵 ⊆ 𝜏(𝑀).A submodule 𝐾 ⊆  𝑀 is called 

𝜏 −supplement (weak𝜏-supplement) provided there exists some 𝑈 ⊆  𝑀such 

that 𝑀 = 𝑈 + 𝐾 and 

𝑈 ∩  𝐾 ⊆ 𝜏(𝐾)    (𝑈 ∩  𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀)). 

M is called 𝜏-supplemented (weakly 𝜏-supplemented) if each of its submodules  

𝜏-supplement (weak 𝜏-supplement) in M.Talebi, Moniri Hamzekolaei and 

Keskin-Tütüncü, defined 𝜏-H-supplemented modules.  A module M is called𝜏-

H-supplemented if for every 𝑁 ≤  𝑀 there exists a direct summand D of Msuch 

that 

(𝑁 + 𝐷)/𝑁     ⊆ 𝜏(𝑀/𝑁)and(𝑁 + 𝐷)/𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀/𝐷). 
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The 𝛽∗ relation is introduced and investigated by Birkenmeier, Takil Mutlu, 

Nebiyev, Sokmez and Tercan.  Let X and Y be submodules of M. X and Yare 

𝛽∗ equivalent, 

X𝛽∗Y, provided 
𝑋+𝑌

𝑋
≪

𝑀

𝑋
 𝑎𝑛𝑑

𝑋+𝑌

𝑌
≪

𝑀

𝑌
. 

Based on definition of 𝛽∗ relation they introduced two new classes of modules 

namely 

𝐺𝑜𝑙𝑑𝑖𝑒∗-lifting and 𝐺𝑜𝑙𝑑𝑖𝑒∗ −supplemented.They showed that two concept of 

H-supplemented modules and 𝐺𝑜𝑙𝑑𝑖𝑒∗ −lifting modules coincide. 

In this paper, we introduce Goldie−𝜏 −supplemented and strongly 𝜏-H-

supplemented modules. We introduce the 𝛽∗̅̅ ̅̅  relation. We investigate some 

properties of this relation and prove that this relation is an equivalence relation. 

We define Goldie−𝜏 −supplemented and strongly 𝜏-H-supplemented modules. 

We call a module M, Goldie−𝜏 −supplemented (strongly 𝜏-H-supplemented) 

if for any submodule N of M, there exists a 𝜏-supplement submodule (a direct 

summand) D of M such thatN𝛽∗̅̅ ̅D. Clearly every strongly 𝜏-H-supplemented 

module is Goldie 𝜏 -supplemented. We will study direct sums of Goldie 𝜏 -H-

supplemented modules. Let 𝑀 =  𝐴 ⊕  𝐵 be a distributive module. Then M is 

Goldie 𝜏 -upplemented (strongly 𝜏 -H-supplemented) if and only if A and B are 

Goldie 𝜏 -supplemented (strongly 𝜏 -H-supplemented). We also define 𝜏 -H-

cofinitely supplemented modules and obtain some conditions which under the 

factor module of a 𝜏 -H-cofinitely supplemented module will be 𝜏 -H-cofinitely 

supplemented. 

Material and methods 

In this paper, first we define and investigate the 𝛽𝜏
∗  relation on submodules of 

a module.  We show that the 𝛽𝜏
∗relation is an equivalence relation. We apply 

this relation to define and investigate the classes of Goldie-𝜏 -supplemented 

modules and strongly𝜏-H-supplemented modules. 

Results and discussion 

We investigate some properties of this relation and prove that this relation is an 

equivalence relation. We define Goldie−𝜏 −supplemented and strongly 𝜏-H- 

supplemented modules. We call a module M, Goldie−𝜏 −supplemented 



(strongly 𝜏 -H-supplemented) if for any submodule N of M, there exists a 𝜏-

supplement submodule (a direct summand) D of M such that N𝛽∗̅̅ ̅ D. Clearly 

every strongly 𝜏 -H-supplemented module is Goldie 𝜏 -supplemented. We will 

study direct sums of Goldie 𝜏 -H-supplemented modules. Let 𝑀 =  𝐴 ⊕  𝐵 be 

a distributive module. Then M is Goldie 𝜏 -upplemented (strongly 𝜏 -H-

supplemented) if and only if A and B are Goldie 𝜏 -supplemented (strongly 𝜏 -

H-supplemented). We also define 𝜏 -H-cofinitely supplemented modules and 

obtain some conditions which under the factor module of a 𝜏 -H-cofinitely 

supplemented module will be 𝜏 -H-cofinitely supplemented. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 Let 𝑀 =  𝑀1 ⊕  𝑀2, where 𝑀1 is a fully invariant submodule of M. 

Assume that 𝜏 is a cohereditary preradical. If M is strongly 𝜏-H-

supplemented, then 𝑀1 𝑎𝑛𝑑 𝑀2 are strongly 𝜏 −H-supplemented. 

 Let M be an 𝜏-H-cofinitely supplemented module and let 𝑁 ≤  𝑀 be a 

submodule. Suppose that for every direct summand K of M, there 

exists a submodule L of M such that 𝑁 ⊆  𝐿 ⊆  𝐾 + 𝑁, L/N is a direct 

summand of M/N and

𝐾+𝑁

𝑁

𝐿/𝑁
⊆

𝜏(
𝑀

𝑁
)+

𝐿

𝑁

𝐿/𝑁
. Then M/N is 𝜏-H-

cofinitelysupplemented. 

 Let M be a module and let 𝑁 ≤  𝑀 be a submodule such that for each 

decomposition 𝑀 =  𝑀1 ⊕  𝑀2 we have 𝑁 =  (𝑁 ∩  𝑀1) ⊕  (𝑁 ∩

 𝑀2). If M is 𝜏-H-cofinitely supplemented, then M/N is 𝜏-H-cofinitely 

supplemented. 

How to cite: Amouzegar, T., (2022) Goldie supplemented modules with respect to a preradical. Mathematical 
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 مقدمه

𝑁 مدول راست یکانی است. نماد 𝑅-یک𝑀 پذیر با عنصر همانی وشرکت ةحلق   𝑅در این مقاله ≤⊕ 𝑀دهد نشان می

گویند و  2کوچک𝑀 را در𝑁 دهد. زیرمدولرا نشان می𝑀 از1رادیکال جیکبسون𝑅𝑎𝑑(𝑀) .است𝑀 جمعوند مستقیم𝑁 که

𝑁 با ≪ 𝑀دهند هرگاه برای هرنشان می𝐿 ⪇ 𝑀 ،داشته باشیم𝐿 + 𝑁 ≠ 𝑀.  مدول 𝑀گویند هرگاه برای  3را بالابرنده

𝐴هر ≤ 𝑀جمعوند مستقیم ، 𝐵از 𝑀که طوریه وجود داشته باشد ب 𝐵 ⊆ 𝐴و𝐴/𝐵 ≪ 𝑀/𝐵 [7]. 

𝑀  گویند هرگاه𝑀 در𝑁 از4را یک مکمل𝐾 .باشند𝑀 هایی اززیرمدول𝑁 و 𝐾 فرض کنید = 𝐾 + 𝑁 و 𝐾 نسبت به این

𝑀 باشد یا به طور معادلویژگی مینیمال  = 𝐾 + 𝑁و 𝐾 ∩ 𝑁 ≪ 𝐾 . 𝑀شود هرگاه هر نامیده می 5یک مدول مکمل پذیر

 جمعوند𝑀 از𝐴 است هرگاه برای هر زیرمدول 6یرپذمکمل-𝑀 ،𝐻[ مدول7باشد. مطابق با ]𝑀 یک مکمل دردارای 𝑀 زیر مدول از

𝑀، 𝐴از𝑋 که برای هر زیرمدول طوریه وجود داشته باشد ب𝑀 از𝐷 مستقیم + 𝑋 = 𝑀اگر و تنها اگر.𝐷 + 𝑋 = 𝑀  

وجود 𝑀 از𝐷 جمعوند مستقیم𝑀 از𝐴 تنها اگر برای هر زیر مدول پذیر است اگر ومکمل-𝑀 ،𝐻[، اثبات شده است که5]در

𝐴+𝐷که طوریه داشته باشد ب

𝐷
≪

𝑀

𝐷
. و

𝐴+𝐷

𝐴
≪

𝑀

𝐴
بالابرنده های [ به عنوان تعمیم مدول7در ] پذیرمکمل - 𝐻هایمدول

 .دهیم[ ارجاع می7[ و ]6[، ]5ه مراجع ]بپذیر مکمل - 𝐻هایمدول اند. برای اطلاعات بیشتر دربارهمعرفی شده

 :های زیر صدق کندگویند هرگاه در ویژگی 7های راست به خودش را یک پیش رادیکالمدول-𝑅 ةاز رست𝜏 فانکتور

 .است𝑀 یک زیرمدول از𝑀  ، 𝜏(𝑀)مدول-𝑅هر برای (1)

:𝑓 راگ (2) 𝑀′ → 𝑀یک همریختی𝑅 -گاهمدولی باشد، آن 𝑓(𝜏(𝑀′)) ≤ 𝜏(𝑀) و 𝜏(𝑓)تحدید 𝑓به 𝜏(𝑀′)است. 

𝐾. گاهباشد آن𝑀 یک جمعوند مستقیم از𝐾 کنیم که اگرپیش رادیکال هستند. توجه می𝑍𝑀 و 𝑅𝑎𝑑 ، 𝑆𝑜𝑐مثالبرای  ∩

 𝜏(𝑀) = 𝜏(𝐾)[ التخمان2در ،]مفهوم مدول های 10و ویزبایر9، لمپ8𝜏-و لابرندهبا𝜏 -پذیر، که در آنمکمل𝜏 یک پیش

دارای یک 𝑀 از𝑁 گویند هرگاه هر زیر مدول  11بالابرنده-  𝜏را𝑀 . یک مدولکردندرادیکال است، را بیان و مطالعه 

𝑁ةتجزی =  𝐴 ⊕ 𝐵که طوریه باشد ب 𝐴یک جمعوند مستقیم از 𝑀و𝐵 ⊆ 𝜏(𝑀). [ یک زیرمدول2بنابر ،]𝐾 ⊆ 𝑀 ،

𝜏-12مکمل)𝜏-شود هرگاه بعضینامیده می )13مکمل ضعیف 𝑈 ⊆ 𝑀 که طوریه اشته باشد بدوجود 𝑀 = 𝑈 + 𝐾و𝑈 ∩

 𝐾 ⊆ 𝜏(𝐾). (𝑈 ∩ 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀))لمدو𝑀 ،𝜏-مکمل پذیر(𝜏-نامیده می )شود هرگاه هر یک از زیر مدول مکمل پذیر ضعیف

شود هرگاه برای نامیده می14پذیرمکمل-𝑀،𝜏 -Hباشد. یک مدول𝑀 مکمل ضعیف( در=𝜏) مکمل-  𝜏های آن دارای یک

𝑁هر ≤  𝑀یک جمعوند مستقیم 𝐷از 𝑀که طوریه وجود داشته باشد ب𝑁+𝐷

𝑁
⊆ 𝜏(𝑀/𝑁)و 

𝑁+𝐷

𝐷
⊆ 𝜏(𝑀/𝐷) [9.] 

𝑋+𝑌، هرگاه𝑋𝛽∗𝑌نامیدند، ∗𝛽 را هم ارز𝑌 و𝑋 ، [3باشند. نویسندگان در ]𝑀 زیرمدول هایی از مدول𝑌 و𝑋 فرض کنید

𝑋
≪

                                                      
1Jacobsonradical 
2Small 
3Lifting 
4Supplement 
5Supplemented 

6H-Supplemented 
7Preradical 
8Al-Takhman 
9Lomp 
10Wisbauer 

11𝜏-Lifting 
12𝜏-Supplement 
13Weakly 𝜏-supplement 
14𝜏-H- Supplemented 
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𝑀

𝑋
. و

𝑋+𝑌

𝑌
≪

𝑀

𝑌
پذیر مکمل-∗بالابرنده و گلدی  -∗های گلدی ها به نامجدید از مدول ةدو رد∗𝛽 ةنها بر اساس تعریف رابطآ 

[، 10بالابرنده بر هم منطبق هستند. نویسندگان در ]-∗پذیر و گلدی مکمل𝐻-را معرفی کردند. آنها نشان دادند که دو مفهوم

پذیر را مکمل--𝐻-𝑅𝑎𝑑 پذیر ومکمل-𝑅𝑎𝑑های گلدیو با استفاده از این رابطه مدول را معرفی∗∗𝛽 رابطه [،3برگرفته از ]

 .تعریف و مطالعه کردند

را معرفی و  پذیرمکمل-𝜏 -Hپذیر و به طور قویمکمل-𝜏های گلدی[، مدول10[ و ]3[، ]2از مراجع ] در این مقاله، با انگیزه

ه2در بخش کنیم. بررسی می  𝛽𝜏 ، رابط
فرض  های این رابطه را بررسی می کنیم.را معرفی و بعضی از ویژگی∗

 𝛽𝜏 را نسبت به رابطه𝑌 و.𝑋 باشند𝑀 هایی از مدولزیرمدول𝑌 و𝑋 کنید
𝑋ارز نامیم هرگاههم∗ + 𝑌 ⊆  𝜏(𝑀) + 𝑋و.𝑋 +

𝑌 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌 های گلدی، مدول3هم ارزی است. در بخش  ةدهیم این رابطه یک رابطشان مین𝜏-پذیر و به طور مکمل

 𝛽𝜏 ة[ و بر اساس تعریف رابط3کنیم. با انگیزه از ]تعریف می را پذیرمکمل-𝜏 -Hقوی
به )15پذیرمکمل-𝜏را گلدی𝑀 مدول∗

وجود داشته 𝑀 زا )𝐷جمعوند)یک مکمل-𝜏، زیر مدول𝑀از𝑁 گوییم هرگاه برای هر زیر مدول (16پذیرمکمل-𝜏-Hطور قوی

𝑁𝛽𝜏.که طوریه باشد ب
∗𝐷 ه وضوح هر مدول به طور قویب𝜏  -H-گلدیپذیرمکمل ،-𝜏ت. در این متن مجموع پذیر اسمکمل

𝑀پذیر را بررسی خواهیم کرد. فرض کنید مدولمکمل-𝜏و نیز گلدی پذیرمکمل-𝜏  -Hهای به طور قویمستقیم مدول =

𝐴 ⊕ 𝐵 در این صورت پذیر باشد. توزیعک مدول ی𝑀گلدی ،-𝜏به طور قویمکمل( پذیر𝜏 -H-است اگر و تنها مکمل )پذیر

پذیر مکمل-𝜏-Hهای هم متناهی(. همچنین مدول9 ة( باشند )قضیپذیرمکمل-τ-Hبه طور قوی پذیر )مکمل𝜏-، گلدی𝐵و𝐴 اگر

پذیر یک مکمل-𝜏 -H ها مدول کسری از یک مدول هم متناهیتحت آنآوریم که ست میده کنیم و شرایطی را برا تعریف می

 .پذیر باشدمکمل-𝜏 -Hمدول هم متناهی

𝜷𝝉ةرابط
∗  

𝛽𝜏رابطة  در این بخش
هایی از زیرمدول𝑌 و 𝑋 شود. فرض کنیدهای یک مدول تعریف و بررسی میروی زیرمدول  ∗

𝛽𝜏ة را نسبت به رابط𝑌 و.𝑋 باشند𝑀 مدول
 ارز نامیمهم  ∗

 هرگاه 
𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋.و𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌 

𝛽𝜏ة رابط. 1 لم
 .ارزی استهم ةیک رابط  ∗

𝑋𝛽𝜏 های تقارن و بازتابی بدیهی هستند. برای خاصیت تعدی، فرض کنیدویژگیاثبات: 
∗𝑌و 𝑌𝛽𝜏

∗𝑍بنابراین داریم 

 

 𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋    ;     𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌 
 

 𝑌 + 𝑍 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌    ;     𝑌 + 𝑍 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑍. 

                                                      
15Goldie-𝜏-supplemented   16Strongly 𝜏-H-supplemented 
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𝑋 شود کهبه آسانی دیده می + 𝑍 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋و.𝑋 + 𝑍 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑍 نتیجه رد.𝑋𝛽𝜏
∗𝑍  

𝛽𝜏  ةباشد با زیرمدول صفر نسبت به رابط𝜏(𝑀) بدیهی است که هر زیرمدولی که مشمول در
کنیم که . توجه میارز استهم ∗

 𝛽𝜏  ةنسبت به رابطدو زیرمدول ممکن است یکریخت باشند ولی 
یک 𝐹 ارز نباشند. برای مثال، فرض کنیدهم∗

𝑅،میدان = (
𝐹 𝐹
0 𝐹

) ، 𝑋 = (
0 𝐹
0 0

.و( 𝑌 = (
0 0
0 𝐹

)  

دف .رض کنی 𝜏 = 𝑅𝑎𝑑 در این صورت𝑋 ،−𝑅ا ا𝑌 یکریخت ب 𝛽𝑅𝑎𝑑 ةنسبت به رابط𝑋 است ام
ارز نیست هم𝑌 با∗

𝑅𝑎𝑑(𝑅𝑅).زیرا = 𝑋  

𝑀 به علاوه، اگر = ℤℤ گاهآن 𝑚ℤ𝛽𝑅𝑎𝑑
∗ 𝑛ℤ تنها اگر اگر و 𝑚و 𝑛پذیر باشندتوسط اعداد اول یکسانی تقسیم. 

:𝑓 فرض کنید .2 ۀگزار 𝑀 → 𝑁باشد. اگر  یروریختی یک 𝑋, 𝑌 ≤ 𝑀به طوری که𝑋𝛽𝜏
∗𝑌گاه، آن𝑓(𝑋)𝛽𝜏

∗𝑓(𝑌) . 

,𝑋 هایفرض کنید برای بعضی زیرمدولاثبات:  𝑌از𝑀 ،𝑋𝛽𝜏
∗𝑌 .گاهآن 𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋 و . 𝑋 + 𝑌 ⊆  𝜏(𝑀) +

 𝑌بنابراین 
𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) ⊆ 𝜏(𝑁) + 𝑓(𝑋)  و𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌) ⊆ 𝜏(𝑁) + 𝑓(𝑌). 

.دهد کهاین نتیجه می 𝑓(𝑋)𝛽𝜏
∗𝑓(𝑌) 

𝑋1𝛽𝜏 باشند به طوری که𝑀 هایی اززیرمدول𝑌2 ، و𝑋1 ،𝑋2 ،𝑌1فرض کنید.3 ۀگزار
∗𝑌1 و𝑋2𝛽𝜏

∗𝑌2 .در این صورت 

(𝑋1 + 𝑋2)𝛽𝜏
∗(𝑌1 + 𝑌2).و(𝑋1 + 𝑌2)𝛽𝜏

∗(𝑌1 + 𝑋2) 

𝑋1𝛽𝜏 فرض کنیداثبات: 
∗𝑌1و. 𝑋2𝛽𝜏

∗𝑌2 ر این صورتد 

𝑋1 + 𝑌1 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋1; 𝑋1 + 𝑌1 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌1 
 

𝑋2 + 𝑌2 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋2; 𝑋2 + 𝑌2 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌2. 

𝑋1)های بالا داریمبنا بر نامساوی + 𝑋2)𝛽𝜏
∗(𝑌1 + 𝑌2)و. (𝑋1 + 𝑌2)𝛽𝜏

∗(𝑌1 + 𝑋2) 

𝑌فرض کنید. 0 ةنتیج ≤ 𝑀 ، 𝑋و.𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀)  در این صورت 𝑋𝛽𝜏
∗𝑌تنها اگر و اگر 

. 𝑋𝛽𝜏
∗(𝑌 + 𝐾) 

𝛽𝜏 0 و این حقیقت که  3 ةگزار  از(⇒)اثبات: 
∗𝐾شودنتیجه می. 

𝐾چون(⇐) ⊆ 𝜏(𝑀)داریم ،.𝑌𝛽𝜏
∗(𝑌 + 𝐾) ةتیجه بنا بر ویژگی تعدی رابطن  𝛽𝜏 

∗  .برقرار است 

𝑌𝑛فرض کنید. 5 ةنتیج ≤ 𝑀 ،… ،𝑌1 ،𝑋  ،اگر𝑋𝛽𝜏
∗𝑌𝑖 هر    ، برای𝑖 = 1, … , 𝑛 ،در این صورت. 𝑋𝛽𝜏

∗ ∑𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖  
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 پذیرمکمل-𝝉های گلدیمدول

 کنیم. را بررسی میپذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قویپذیر و مکمل-𝜏های گلدیدر این بخش مدول

 .یک مدول باشد𝑀 فرض کنید تعریف. 

(1)  𝑀 را گلدی𝜏-گوییم هرگاه برای هر زیرمدولپذیر مکمل 𝑁از𝑀 یک زیرمدول ،𝜏-مکمل 𝑆در 𝑀 وجود داشته باشد به

.طوری که 𝑁𝛽𝜏
∗𝑆  

(2) 𝑀  به طور قویرا𝜏 -H-گویند هرگاه برای هر زیرمدولپذیر مکمل 𝑁از 𝑀جمعوند 𝐷از 𝑀 وجود داشته باشد به طوری

.که 𝑁𝛽𝜏
∗𝐷 

پیش 𝜏 است و عکس آن زمانی برقرار است کهپذیرمکمل-𝜏 -H،پذیرمکمل-𝜏  -Hبه طور قویبدیهی است که هر مدول 

پذیر است. توجه مکمل𝜏-، گلدیپذیرمکمل-𝜏 -Hبه طور قویشود که هر مدول ارثی باشد. به آسانی دیده میرادیکال هم

پذیر مکمل-𝜏گاه گلدیمستقیم باشد، آنمکمل یک جمعوند -𝜏مدولی با این ویژگی باشد که هر زیرمدول𝑀 کنیم که اگریم

 .معادل یکدیگر هستندپذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قویو 

𝑋 پذیر است اگر و تنها اگر برای هرمکمل-𝜏، گلدی𝑀در این صورت یک مدول باشد. 𝑀 فرض کنید .6 ۀگزار ≤ 𝑀 یک

 وجود داشته باشد به طوری که𝑀 از𝑆 مکمل𝜏-زیرمدول

 
𝑆 + 𝜏(𝑀) = 𝑋 + 𝜏(𝑀). 

𝑋.پذیر باشد ومکمل𝜏-، مدول گلدی 𝑀فرض کنید اثبات: ≤ 𝑀  یک زیرمدولدر این صورت-𝜏مکمل 𝑆از 𝑀 وجود دارد

𝑋 به طوری که + 𝑆 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋و. 𝑋 + 𝑆 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑆  گاهنآ 

 
 𝑆 + 𝜏(𝑀) ⊆ 𝑋 + 𝜏(𝑀).و𝑋 + 𝜏(𝑀) ⊆ 𝑆 + 𝜏(𝑀) 

𝑆.بنابراین + 𝜏(𝑀) = 𝑋 + 𝜏(𝑀) شودعکس به آسانی بررسی می. 

𝑋یک مدول باشد. اگر برای هر𝑀 فرض کنید .7 ةنتیج ≤ 𝑀یک زیرمدول ،-𝜏 مکمل 𝑆از 𝑀و یک 𝐻 ⊆ 𝜏(𝑀)  وجود

𝑋داشته باشد به طوری که = 𝑆 + 𝐻گاه، آن 𝑀یک مدول گلدی-𝜏پذیر استمکمل. 

𝑋𝛽𝜏.نشان می دهیماثبات:
∗𝑆 جا کهز آنا 

 
𝑋 + 𝑆 = 𝑆 + 𝐻 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑆 + 𝐻 = 𝜏(𝑀) + 𝑋 

𝑋و + 𝑆 = 𝑆 + 𝐻 + 𝑆 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑆گیریم که، نتیجه می. 𝑋𝛽𝜏
∗𝑆  
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𝑋  برای هر این صورت در پذیر باشد.مکمل- 𝜏یک مدول گلدی𝑀 فرض کنید .8نتیجه  ≤ 𝑀با𝜏(𝑀) ⊆ 𝑋  ،

𝑋 داریم =  𝑆 + 𝐻در آن که 𝑆یک𝜏-مکمل در 𝑀و𝐻 ⊆ 𝜏(𝑀). 

𝑋 فرض کنید اثبات: ≤ 𝑀به طوری که.𝜏(𝑀) ⊆ 𝑋  نا بر فرض یک زیرمدولب-𝜏مکمل 𝑆از 𝑀 وجود دارد به طوری

𝑋𝛽𝜏.که
∗𝑆 پسس 𝑆 ⊆ 𝑋 و  .𝑋 = 𝜏(𝑀) + (𝑆 ∩ 𝑋) = 𝜏(𝑀) + 𝑆  

 ةشبک های آن تشکیلزیرمدول ةگویند هرگاه شبک 17پذیررا توزیع𝑀 در این صورتیک مدول باشد. 𝑀 فرض کنید تعریف.

,𝐾 هایدهد، به طور معادل برای زیرمدول پذیریعتوز 𝐿, 𝑁از 𝑀 ،داشته باشیم 

  𝑁 + (𝐾 ∩ 𝐿) = (𝑁 + 𝐾) ∩ (𝑁 + 𝐿).یا𝑁 ∩ (𝐾 + 𝐿) = (𝑁 ∩ 𝐾) + (𝑁 ∩ 𝐿) 

𝑀 فرض کنید .9 ةقضی = 𝐴 ⊕ 𝐵در این صورت پذیر باشد. یک مدول توزیع 𝑀یک مدول گلدی𝜏-به طور پذیر )مکمل

 .( باشندپذیرمکمل-𝜏 -Hبه طور قویپذیر )لمکم𝜏-گلدی𝐵 و𝐴 ( است اگر و تنها اگرپذیرمکمل-𝜏  -Hقوی

𝑋.کنیدفرض (⇒ ) اثبات: ≤ 𝐴   هایزیرمدولدر این صورت 𝑆و 𝐿از 𝑀وجود دارند به طوری که𝑆 + 𝐿 = 𝑀 ، 𝑆 ∩

 𝐿 ⊆ 𝜏(𝑆) و .𝑋𝛽𝜏
∗𝑆دهیم کهنشان می.𝑋𝛽𝜏

∗(𝐴 ∩ 𝑆)  جا کهاز آن𝑋𝛽𝜏
∗𝑆 داریم ،𝑋 + 𝑆 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑋 و.𝑋 + 𝑆 ⊆

 𝜏(𝑀) + 𝑆جا کهاز آن𝑋 ⊆ 𝐴آوریمدست میه ، ب 

𝑋 + (𝐴 ∩ 𝑆) ⊆ 𝜏(𝐴) + 𝑋, 
𝑋 + (𝐴 ∩ 𝑆) ⊆ (𝜏(𝐴) + 𝐴 ∩ 𝑆 + 𝐵 ∩ 𝑆 + 𝜏(𝐵)) ∩ 𝐴. 

𝑋 بنا بر مدولاریتی داریم + (𝐴 ∩ 𝑆) ⊆ 𝜏(𝐴) + 𝑋  و. 𝑋 + (𝐴 ∩ 𝑆) ⊆ 𝜏(𝐴) + (𝐴 ∩ 𝑆)   سس .  پ 𝑋𝛽𝜏
∗(𝐴 ∩

 𝑆)داریم بنا بر فرض ،(𝐴 ∩ 𝑆) + (𝐴 ∩ 𝐿) = 𝐴 و 

(𝐴 ∩ 𝑆) ∩ (𝐴 ∩ 𝐿) = 𝐴 ∩ 𝑆 ∩ 𝐿 ⊆ 𝐴 ∩ (𝜏(𝐴 ∩ 𝑆) ⊕ 𝜏(𝐵 ∩ 𝑆)). 

𝐴.دهد کهاین نتیجه می ∩ 𝑆 ∩ 𝐿 ⊆ 𝜏(𝐴 ∩ 𝑆) پس 𝐴 ∩ 𝑆یک-𝜏مکمل از 𝐴 ∩ 𝐿در 𝐴است. بنابراین 𝐴گلدی-𝜏پذیر مکمل

 .پذیر استمکمل𝜏-گلدی𝐵 به طور مشابه است.

𝑈فرض کنید(⇐)  ≤ 𝑀, 𝑈1 = 𝐴 ∩ 𝑈و. 𝑈2 = 𝐵 ∩ 𝑈 جود دارندو𝐿1, 𝑆1 ≤ 𝐴 ه طوری کهب𝑈1𝛽𝜏
∗𝑆1, 𝐿1 +  𝑆1 =

𝐴 و.𝐿1 ∩ 𝑆1 ⊆ 𝜏(𝑆1)  د ,𝐿2 همچنین وجود دارن 𝑆2 ≤ 𝐵به طوری که𝑈2𝛽𝜏
∗𝑆2  ، 𝐿2 + 𝑆2 = 𝐵 و. 𝐿2 ∩  𝑆2 ⊆

𝜏(𝑆2)2 رةگزابر بنا، 𝑈𝛽𝜏
∗(𝑆1 + 𝑆2)ةبه علاو𝑆1 + 𝑆2 + 𝐿1 + 𝐿2 = 𝑀 

𝑆1) و + 𝑆2) ∩ (𝐿1 + 𝐿2) = (𝑆1 ∩ 𝐿1) + (𝑆2 ∩ 𝐿2) ⊆ 𝜏(𝑆1) + 𝜏(𝑆2) ⊆ 𝜏(𝑆1 + 𝑆2)  دهد این نتیجه می

                                                      
17Distributive 
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𝑆1 که + 𝑆2زیرمدول-𝜏مکمل در 𝑀است. بنابراین 𝑀گلدی𝜏-کهپذیر است. اثبات برای اینمکمل 𝐴  و 𝐵 طور به

 .باشند مشابه استپذیر مکمل-𝜏 -Hقوی

𝐾با𝑀 از𝐿 و𝐾 هایگویند هرگاه برای تمام زیرمدول 18پذیرمکمل-𝜏 را فرا𝑀 مدول تعریف. + 𝐿 = 𝑀  ، 𝐾شامل یک 𝜏- مکمل

 𝜏مکمل از 𝐿در 𝑀باشد. 

 .پذیر استمکمل-𝜏پذیر، گلدیمکمل𝜏-هر مدول فرا .14 ۀگزار

𝑋پذیر ومکمل- 𝜏فرا𝑀 فرض کنید اثبات: ≤ 𝑀فرض کنید .. 𝑋 ⊆ 𝜏(𝑀)  اضح استو . 𝑋𝛽𝜏
همچنین فرض کنید  0∗

𝑋.که ⊆ 𝜏(𝑀) جا کهاز آن 𝑀به طور ضعیف𝜏-پذیر است، زیرمدولمکمل 𝐿از 𝑀وجود دارد به طوری که 𝑋 + 𝐿 =  𝑀و 

. 𝑋 ∩ 𝐿 ⊆ 𝜏(𝑀)بنا بر فرض یک-𝜏مکمل 𝑆از 𝐿در 𝑋وجود دارد. پس𝑀 = 𝑆 + 𝐿و .𝑆 ∩ 𝐿 ⊆ 𝜏(𝑆)چون𝑆 ⊆ 𝑋 ،داریم 

 .𝑋 = 𝑆 + (𝐿 ∩ 𝑋) ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑆دهد کهاین نتیجه می . 𝑋𝛽𝜏
∗𝑆بنابراین 𝑀گلدی-𝜏پذیر استمکمل. 

گویند اگر هر زمان 𝑀 در (QSL) 19را به طور قوی شبه بالابرنده𝑀 از𝑈 یک مدول باشد. زیرمدول𝑀فرض کنیدتعریف.

𝐴) که + 𝑈)/𝑈جمعوند مستقیم از 𝑀/𝑈مستقیمگاه جمعوند ، آنباشد 𝑃از 𝑀وجود داشته باشد به طوری که 𝑃 ≤ 𝐴و𝑃 +

 𝑈 = 𝐴 + 𝑈([ را ببینید1مرجع ].( 

یک جمعوند مستقیم باشد. فرض 𝑀 مکمل از𝜏-یک مدول تصویری باشد به طوری که هر زیرمدول𝑀 فرض کنید .11 ةقضی

 :شرایط زیر معادلند در این صورتپیش رادیکال هم ارثی باشد. 𝜏کنید

(1 )𝑀  ،𝜏-پذیر استمکمل. 

(2 )𝑀  ،𝜏 -بالابرنده است. 

(3)𝑀  فرا ، -𝜏پذیر استمکمل. 

(4)،𝑀   ه طور قویب𝜏  -H-وپذیر مکمل𝜏(𝑀)،QSL  در 𝑀است. 

(5)𝑀 گلدی ،-𝜏پذیر است ومکمل𝜏(𝑀) ، QSLدر 𝑀است. 

(1) اثبات: ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4)[. 6 ة, قضی9با استفاده از ] (4) ⇔  .بدیهی است (5)

𝑓گویند هرگاه برای هر 20را پایای کامل𝑀 از𝑋 یک مدول باشد. زیرمدول𝑀 فرض کنید تعریف. ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑀) ،. 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑋 

                                                      
18Amply 𝜏-supplemented 
19Quasi strongly lifting 

20Fully invariant 
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𝑀فرض کنید .12 ةقضی = 𝑀1 ⊕ 𝑀2 که در آن ، 𝑀1زیرمدول پایای کامل از 𝑀است. فرض کنید𝜏 یک پیش رادیکال

 .هستندپذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قوی𝑀2 و𝑀1 گاهباشد، آنپذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قوی𝑀 هم ارثی باشد. اگر

است. پذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قوی𝑀1 دهیم کهاست. نشان میپذیر مکمل-𝜏  -Hبه طور قوی 𝑀2 بدیهی است اثبات:

وجود دارد به طوری 𝑀 از𝐷 است، جمعوند مستقیمپذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قوی𝑀 باشد. چون𝑀1 زیرمدول𝐾 فرض کنید

ه 𝐾ک + 𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾 و. 𝐾 + 𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐷د 𝑀قرار دهی = 𝐷 ⊕ 𝐷′ن .، که در آ 𝐷′ ≤ 𝑀جا آن از

𝑀1.است، داریم𝑀 زیرمدول پایا از𝑀1 که = (𝑀1 ∩ 𝐷) ⊕ (𝑀1 ∩ 𝐷′) بنابراین𝑀1 ∩ 𝐷جمعوند مستقیم از 𝑀1 .است

همی 𝐾 دانیم ک + 𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾 و. 𝐾 + 𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐷  هشود ه آسانی دیده میب 𝐾ک + (𝐷 ∩ 𝑀1) ⊆

 𝜏(𝑀1) + 𝐾و. 𝐾 + (𝐷 ∩ 𝑀1) ⊆ 𝜏(𝑀1) + (𝐷 ∩ 𝑀1)پس 𝑀1به طور قوی𝜏 -H-استپذیر مکمل. 

.فرض کنید .13 ةقضی 𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  مچنین فرض کنید برای هر زیرمدوله 𝑁از 𝑀1جمعوند مستقیم 𝐾از 𝑀 وجود

ه ه طوری ک رد ب 𝑀2دا ≤ 𝐾 ، 𝑁 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾 و. 𝑁 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑁ت ین صور به طور 𝑀1 درا

ر مکمل-𝜏 -Hقوی  .استپذی

𝑀2وجود دارد به طوری که𝑀 از𝐾 باشد. بنا بر فرض، جمعوند مستقیم𝑀1 زیرمدول𝐿 فرض کنید اثبات: ≤ 𝐾, 𝐿 +

 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾  و. 𝐿 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐿  ال داریمح.𝐾 = (𝐾 ∩ 𝑀1) ⊕ 𝑀2 پس𝐾 ∩ 𝑀1جمعوند مستقیم  یک

ز هاست. به آسانی بررسی می𝑀1 ا 𝐿شود ک + (𝐾 ∩ 𝑀1) ⊆ 𝜏(𝑀1) + 𝐿  و. 𝐿 + (𝐾 ∩ 𝑀1) ⊆  𝜏(𝑀1) + (𝐾 ∩

𝑀1)بنابراین 𝑀1به طور قوی𝜏 -H-استپذیر مکمل. 

.هایی باشند به طوری کهمدول𝑀2 و𝑀1 فرض کنید تعریف. 𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  وییمگ𝑀1 ، 𝜏- 𝑀2–است هر  21سجکتیو

𝐴 گاه برای هر ≤ 𝑀که𝑀 = 𝐴 + 𝑀2 وجود داشته باشد ، 𝐾 ≤ 𝑀به طوری که 𝑀 = 𝐾 ⊕ 𝑀2 و𝑀1. 𝐴 +  𝐾 ⊆

 𝜏(𝑀) + 𝐴و 𝑀2را نسبت به هم𝜏-سجکتیو گویند هرگاه𝑀1 ، 𝑀2- 𝜏–و سجکتیو 𝑀2نیز 𝑀1- 𝜏– باشد. سجکتیو 

−، 𝑀مدول تعریف. ⊕ 𝜏-شود هرگاه برای هرنامیده می 22پذیرمکمل𝐴 ≤ 𝑀وجود داشته باشد ، 𝐵 ≤⊕ 𝑀 به

𝑀 طوری که = 𝐴 + 𝐵 و. 𝐴 ∩ 𝐵 ≤ 𝜏(𝐵)  است که هرمدول اضحو-𝜏 ،بالابرنده⊕-𝜏 است و هر  پذیرمکمل- −

−مدول ⊕-𝜏-پذیرمکمل،𝜏-پذیر است.مکمل 

  .[4] پایای کامل باشد𝑀 گویند هرگاه هر زیر مدول از 23زوج لرامدو𝑀 مدول تعریف.

                                                      
21𝜏-𝑀2-sejective 
22𝜏-⊕-supplemented 

23Duo module 
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𝑀فرض کنید .10 ةقضی = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  ،⊕-𝜏 -𝑀1 ،− 𝑀2باشد. اگرزوج مدول  و پذیرمکمل- −  𝜏 –سجکتیو 

 .استپذیر مکمل-𝜏  -Hبه طور قوی، مدول 𝑀گاهباشد, آن (سجکتیو–𝑀2 ،− 𝑀1- 𝜏یا)

𝑀 ،⊕-𝜏چون. باشد𝑀 از زیرمدول𝑁 فرض کنید اثبات: 𝑀 است، تجزیهپذیرمکمل-− = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  وجود دارد به طوری

𝑀 که = 𝑁 + 𝑀2 و 𝑁 ∩ 𝑀2 ⊆ 𝜏(𝑀2)هاییرمدولبعضی ز برای 𝑀1 و.𝑀2  چون𝑀1 ، 𝑀2- 𝜏 –است، وجود  سجکتیو

𝐾 دارد ≤ 𝑀به طوری که 𝑀 = 𝐾 ⊕ 𝑀2 و.𝑁 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑁 دهیم کهحال نشان می. 𝑁 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾 

𝑁.پایای کامل است و𝑁است، زوج مدول  یک𝑀 ونچ = (𝑁 + 𝐾) ∩ (𝑁 + 𝑀2) = 𝑁 + 𝐾پس 𝐾 ≤ 𝑁و. 𝑁 + 𝐾 =

𝑁 =  (𝑁 ∩ 𝑀2) ⊕  𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾بنابراین 𝑀به طور قوی𝜏 -H-استپذیر مکمل . 

 گویند هرگاه مدول کسری𝑀 در 24را هم متناهی𝑀 از𝑁 زیرمدول تعریف.
𝑀

𝑁
را 𝑀 به طور متناهی تولید شده باشد. مدول

داشته باشد به  دوجو𝑀 از𝐷 ، جمعوند𝑀از𝑌 هرگاه برای هر زیرمدول هم متناهی گویند 25پذیرمکمل-𝜏 -Hهم متناهی

𝑌 طوری که + 𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐷و.𝑌 + 𝐷 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌 

است. از طرف دیگر هر مدول هم پذیرمکمل-𝜏 -H ، هم متناهیپذیرمکمل-𝜏 -Hبه طور قویبدیهی است که هر مدول 

دهد که است. مثال زیر نشان میپذیر مکمل-𝜏 -Hبه طور قویو به طور متناهی تولید شده،  پذیرمکمل-𝜏 -Hمتناهی

𝜏برای = 𝑅𝑎𝑑های هم متناهی، هر مدول کسری از مدول𝜏 -H-متناهیهای هم نیازی ندارد مدول پذیرمکمل𝜏  -H-

 .دهیم تحت بعضی شرایط این مطلب درست استباشد. نشان می پذیرمکمل

𝑅 آل اصلی نیست )به عنوان مثالایده ةجایی باشد که حلقهیک حلقه موضعی نوتری جاب𝑅 فرض کنید .15مثال  =

 𝑘[𝑥2, 𝑥3]/(𝑥4)که در آن 𝑘توانیم حلقه رایک میدان است یا می 𝑅 = 𝐹[[𝑥, 𝑦]]  های توانی روی میدانسریحلقه 𝐹 با

یمتغیر هرا انتخاب کنیم(. آن𝑦 و 𝑥 ها د ةیک حلق𝑅 گا .  ارزیابی نیست. فرض کنی 𝑛 ≥ [، 2 ة, قضی11بنابر ]2

𝑀 مدول-𝑅از𝐿 زیرمدول = 𝑅(𝑛)وجود دارد به طوری که𝑅-مدول  𝑁 = 𝑀/𝐿ناپذیر است وتجزیه 𝑁تواند به وسیله نمی

پذیر نیست. مکمل-𝐻هم متناهی𝑁 ، [2,8, گزاره 8مدول موضعی نیست. پس بنابر ]-𝑁  ،𝑅شود. لذاعنصر تولید 𝑛 کمتر از

𝐻- ، هم متناهی𝑁بنابراین − 𝑅𝑎𝑑کنیم که چوننیست. توجه می پذیرمکمل 𝑀/𝐿 ،نوتری است 𝑀/𝐿 به طور متناهی تولید

𝑅𝑎𝑑(𝑀/𝐿) شده است و بنابراین ≪ 𝑀/𝐿و در نتیجه 𝑁 متناهیهم-𝐻پذیر است اگر و تنها اگرمکمل𝑁هم متناهی ،-

 𝐻 −  𝑅𝑎𝑑دهد که[ نشان می2,1 ة, گزار8باشد. از طرف دیگر ] پذیرمکمل𝑀 هم متناهی ،𝐻-پذیر است و بنابراین مکمل

𝐻-هم متناهی − 𝑅𝑎𝑑است پذیرمکمل. 

                                                      
24Cofinite 25𝜏-H-cofinitely supplemented 
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د .16 ۀگزار 𝑁 و پذیرمکمل-𝜏   -Hیک مدول هم متناهی𝑀فرض کنی ≤ 𝑀 باشد. فرض کنید برای هر جمعوند

م ل𝑀از𝐾مستقی ه𝑀 از𝐿 ، یک زیرمدو 𝑁وجود داشته باشد به طوری ک ⊆ 𝐿 ⊆ 𝐾 + 𝑁 ،𝐿/𝑁 جمعوند مستقیم

𝐾).و𝑀/𝑁از + 𝑁)/𝑁 ⊆ 𝜏(𝑀/𝑁) + 𝐿/𝑁  در این صورت𝑀/𝑁هم متناهی ،𝜏 -H-استپذیر مکمل. 

𝑌/𝑁 فرض کنید اثبات: ≤ 𝑀/𝑁 متناهی باشد. چونیک زیر مدول هم𝑀هم متناهی ،𝜏 -H-است، جمعوند پذیر مکمل

م ه𝑀 از𝐾 مستقی 𝑌وجود دارد به طوری ک + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝐾 و. 𝑌 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌 بنا بر فرض، زیر

𝑁وجود دارد به طوری که𝑀 از𝐿 مدول ⊆ 𝐿 ⊆ 𝐾 + 𝑁 ، 
𝐿

𝑁
جمعوند مستقیم از

𝑀

𝑁
.و  

𝐾+𝑁

𝑁
⊆ 𝜏 (

𝑀

𝑁
) +

𝐿

𝑁
 دیهی است کهب  

.𝑌/𝑁 + 𝐿/𝑁 ⊆ 𝜏(𝑀/𝑁) + 𝐿/𝑁 ونچ𝑌 + 𝐾 ⊆ 𝜏(𝑀) + 𝑌داریم ، 

𝑌

𝑁
+

𝐿

𝑁
⊆

𝑌

𝑁
+

𝐾 + 𝑁

𝑁
⊆

𝜏(𝑀) + 𝑁

𝑁
+

𝑌

𝑁
⊆ 𝜏 (

𝑀

𝑁
) +

𝑌

𝑁
. 

 .کنداین اثبات را کامل می

𝑁 یک مدول و𝑀 فرض کنید .17 ۀگزار ≤ 𝑀ةیک زیرمدول باشد به طوری که برای هر تجزی 𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  داشته

م .باشی 𝑁 = (𝑁 ∩ 𝑀1) ⊕ (𝑁 ∩ 𝑀2)  را ی، هم 𝑀گ هباشد، آنپذیر مکمل-𝜏  -H متناه ، هم  𝑀/𝑁گا

 .است پذیرمکمل-𝜏 -H متناهی

.باشند به طوری که𝑀 هایی اززیرمدول′𝐷 و𝐷 فرض کنید اثبات: 𝑀 = 𝐷 ⊕ 𝐷′ نا بر فرض، داریمب. 𝑁 = (𝐷 ∩ 𝑁) ⊕

 (𝐷′ ∩ 𝑁)در این صورت 

(𝐷 + 𝑁) ∩ (𝐷′ + 𝑁) = [𝐷 ⊕ (𝐷′ ∩ 𝑁)] ∩ [(𝐷 ∩ 𝑁) ⊕ 𝐷′] = (𝐷 ∩ 𝑁) ⊕ (𝐷′ ∩ 𝑁) = 𝑁.  

.پس 𝑀/𝑁 = [(𝐷 + 𝑁)/𝑁] ⊕ [(𝐷′ + 𝑁)/𝑁]  دهد کهنشان می 16  ةزارگ𝑀/𝑁هم متناهی ،𝜏 -H-است پذیرمکمل. 

، هم  𝑀/𝑁گاهباشد، آن𝑀 زیر مدول پایای کامل از𝑁 و پذیرمکمل-𝜏 -Hیک مدول هم متناهی𝑀 اگر( 1) 18. ةنتیج

 .استپذیر مکمل-𝜏 -H متناهی

 .است پذیرمکمل-𝜏 -H، هم متناهی𝑀گاه هر جمعوند مستقیم ازباشد، آن زوج  مدولپذیر مکمل-𝜏 -Hمتناهی، هم 𝑀اگر( 2)

 .شودنتیجه حاصل می 17 ةاز گزار اثبات:

 تشکر و قدردانی

 باشد.می 17/12/1399در تاریخ  8644این مقاله نتیجة طرح تحقیقاتی مصوب دانشگاه صنعتی قوچان به شماره قرارداد 
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