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Introduction 

  In Throughout all groups are abelian. Suppose that G is a group and n is a positive 

integer. For a ∈ G, if we consider the solution of the equation nx = a in G, two 

subsets of G are proposed. One of them is {a ∈ G | ∃x ∈ G,nx = a} and the other is 

{x ∈ G | nx = a} for given a ∈ G. The first is nG, which is clearly a subgroup of G, 

but the second does not have to be a subgroup. However, if we replace the equation 

nx = a with nx ∈< a > then we come to the equation nx = 0 in the group, whose 

solutions determine a subgroup of   (hence of G). In this regard, we state something 

about divisibility from [2]. Let a is an element in a group G. The element a is called 

divisible whenever for every n ≥ 1 there exists x ∈ G such that nx = a. Also a is 

called torsion whenever there exists positive integer m such that a is a solution of 

the equation mx = 0. The group G is then called divisible (resp. torsion) if every 

element in G is divisible (resp. torsion). Furthermore, G is called reduced (resp. 

torsionfree) if it has no non-zero divisible (resp. torsion) subgroup. Therefore, G is 

divisible if and only if nG = G for every n ≥ 1. As canonical examples, we can mention 

the additive group Q and. Here, is the subgroup of Q/Z generated by {1/pi + }. Also, and 

all proper subgroup of Q are reduced; [1] and [2] are excellent references on the subject. 

Suppose that n ≥ 1. It is easy to verify that nG = G if and only if pG = G for every 

prime number p | n. This follows that G is divisible if and only if pG = G for every 

prime number p. Thus G is non − divisible if there exists a prime number q such that 

qG ≠ G. Based on the above, we may define the divisibility (non-divisibility) with 

respect to a number. 

Definition 1.1. Let n ≥ 1 a group G is called: 

(a) n-divisible if nG = G. 

(b) Fully non-divisible if pG ≠ G for every prime number p. 

(c) Absolutely non-divisible if pH ≠ H for every prime number p and non-

zero subgroup H of G. 
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Thus, we deal with three class of groups as blow: 

{Absolutely non-divisible groups} ⊆ {Fully non-divisible} ∩ {Reduced groups}. 

Examples are presented to show that these three classes are mutually distinct. 

main results 

Definition 2.1. For every prime number p, let radp(G) = ∩n≥1pnG and Tp(G), the 

sum of all p-divisible subgroups of G. Dn be the class of all n-divisible groups and 

Fp be the class of all groups G with Tp(G) = {0}. Let 𝐷 = {𝐺|𝐺 = ∑ 𝐻𝐻⩽𝐺  such that 

H ∈ ∪n≥1Dn} and Cp be the class of all groups G with radp(G) = {0}. 

Theorem 2.2. Let p be a prime number. 

(a) For every group homomorphism f: G1 → G2 we have f (radp(G1)) ⊆ radp(G2). 

Furthermore radp(G) is a fully invariant subgroup of G. 

(b) For every 𝐻 ⩽ 𝐺 we have radp(H) ⊆ radp(G). Also if G = H⊕K then 

radp(H) = H ∩ radp(G). 

(c) rad𝑝(⊕𝑖∈𝐼 𝐺𝑖) =⊕𝑖∈𝐼 rad𝑝(𝐺𝑖). 

(d) rad𝑝(∏ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ) = ∏ rad𝑝𝑖∈𝐼 (𝐺𝑖). 

(e) pG = G if and only if radp(G) = G if and only if  Homℤ(𝐺, ℤ𝑝) = {0}. 

(f) For every 𝐻 ⩽ 𝐺 we have
rad𝑝(𝐺)+𝐻

𝐻
⊆ rad𝑝(

𝐺

𝐻
). Also, if 𝐻 ⊆ rad𝑝(𝐺) 

then
rad𝑝(𝐺)

𝐻
= rad𝑝(

𝐺

𝐻
). Furthermore

𝐺

rad𝑝(𝐺)
= {0} . 

(g) rad𝑝(𝐺) = Rej(𝐺, 𝐶𝑝). 

(h) rad𝑝(𝐺) = Rej(𝐺, {ℤ𝑝𝑖}𝑖≥1). 

Theorem 2.3. Let p be a prime number. 

(a) The class of p-divisible groups is closed under direct sum and 

homomorphic image. 

(b) For every group G, Tp(G) is p-divisible and we have Tp(G) ⊆ radp(G). 

Furthermore Tp(radp(G)) = radp(Tp(G)) = Tp(G). 

(c) If G is a p-torsionfree group, then radp(G) is a p-divisible subgroup and 

radp(G) = Tp(G). 

(d) Let G be a p-torsionfree group and H ≤ G. H ⊆ radp(G) if and only if 

radp(G) = radp(H). Furthermore radp(radp(G)) = radp(G). 

(e) If  Tp(G) = {0}, then p divide the order of every torsion element in G. 

(f) Let p and q be two different prime numbers. If Tp(G) = Tq(G) = {0}, then 

radp(G) = radq(G) = {0}. 

(g) 𝑇𝑝(
𝐺

𝑇𝑝(𝐺)
) = {0}. 

Theorem 2.4. For every prime number p, (Dp,Fp) is a torsion theory. 

Theorem 2.5. Every absolutely non-divisible group G is torsion free and so G is 

isomorphic to a subgroup ofℤΛ. 

Theorem 2.6. The following statements are equivalent for every group G. 



 

(a) G is absolutely non-divisible, 

(b) for every prime number p, radq(G) = {0}, 

(c) Homℤ(𝐷, 𝐺) = {0}. 

Theorem 2.7. The class of absolutely non-divisible is closed under direct product 

and subgroup. 

Theorem 2.8. If H and G/H are absolutely non-divisible groups then G is 

absolutely non-divisible group. 

Theorem 2.9. For every group G the following statements hold. 

. 

(b) G is an absolutely non-divisible group if and only if for every prime number p there 

exists a natural number n such that  is absolutely non-divisible. 

For 𝐻 ⩽ ℤ and prime number p, let𝐵𝑝(𝐻) = {𝑡 ∈ ℤ|∃
𝑚

𝑛
∈ 𝐻, (𝑚, 𝑛) = 1, 𝑝𝑡|𝑛}, 

and bp(H) = |Bp(H)|. 

Theorem 2.10. Let {0} ≠ G ≤ ℤ G is absolutely non-divisible if and only if for every 

prime number p, bp(G)<∞. 
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را مطلقاً    Gگروه    .هرگاه  میگوئ   ریپذ بخش  n–را    Gگروه    هستند.  یها آبلدر سرتاسر متن گروه

برا  میگوئ   ری پذنابخش زهر  ی هرگاه  فاقد  بررس  باشد.  ری پذبخش  n–ناصفر    رگروهی ،    Cکلاس    یدر 

تمام گروه از  نابخش  یهامتشکل  زGمانند    ر یپذمطلقاً  به  ز   ی هارگروهی ،  تمام    p-  یهارگروهیجمع 

قرار    یمورد بررس  لیبه تفص  رگروهی دو ز  نیخواص ا   .میخوری( بر مpهر عدد اوّل    ی)برا  و  ری پذبخش

  میکنی، ثابت مها بامتشکل از تمام گروه  و کلاس    ری پذبخش   ی هاکلاس تمام گروه  ی گرفته است و برا

گاه  آن  ضرب بسته است و اگرو هر حاصل  میتحت هر جمع مستق  Cکلاس   تاب است.  هی نظر  کی زوج  

م مثاب   نیهمچن  .میدهینشان  برا  که   شودیت  اگر  تنها  و  اگر،  pهر    یاگر  تنها  و  سرانجام    .اگر 

به  ا ی)اعداد گو   Qاز    یی ها رگروهیز   یبرا  یگری د  یسازمشخص ب   C( که    شده است.  انیتعلق دارند، 

 شده است. دهآور  جی نتا  فیجهت توص ز یمتنوع ن  یهامثال

 
 

 . 1-15(، 2) 8، های ریاضیپژوهش.  یآبل یهاگروه یریپذ نابخش  (.1401) ؛یاسر ، یلوعط؛ محمدرضا، یوداد: استناد
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 مقدمه  . 1

یک عدد طبیعی وقتی به جواب معادله   nیک گروه باشد، و    Gفرض کنید که    .ها آبلی هستنددر این نوشتار تمام گروه

n.x a=(a G)   در گروهG  کنیم، دو زیرمجموعه از  توجه میG  زیرمجموعه اوّل تمام اعضای مثل    .شوندمطرح می

a    هستند که برای آنها معادله فوق دارای حداقل یک جواب درG  این زیرمجموعه همان    .استnG    است و به وضوح یک

n.xهای معادله زیرمجموعه دوّم تمام جواب  .است Gزیرگروه  a=  برای یک عضو داده شدهa لزوماً  مجموعه دوّم  .است

n.xولی اگر معادله را به رابطه    .نیست  Gه  ویک زیرگر a  طور معادل به معادله  تبدیل کنیم به𝑛. 𝑥 = در گروه    0

G / a   تواند زیرگروهی از  های آن میاشاره دارد که مجموعه جوابG  در همین راستا و در ابتدای مقدمه    .مشخص کند

گویند هرگاه برای   پذیر بخشرا    Gاز گروه    aعضو    .نویسیمپذیری در یک گروه میدر مورد بخش  ]2[را از کتاب    مطالبی

n.xمعادله    nهر عدد طبیعی   a=    حداقل یک جواب درG  عضو    .داشته باشدa    درG    گویند هرگاه عدد طبیعی    تابدار را

m  که  طوری موجود باشد بهa    یک جواب معادله𝑚. 𝑥 = پذیر )تابدار( باشند آنگاه  بخش  Gهرگاه تمام عناصر    .باشد  0

G  کاهش یافته پذیر )تابدار( هستند را  هایی که فاقد زیرگروه ناصفر بخشهمچنین گروه  .پذیر )تابدار( گویندرا بخش

nGپذیر است اگر و تنها اگر  بخش Gبراین بنا .گویند )از تاب آزاد( G=   برای هرn 1. 

یک عدد    ℤ𝑝∞  (pو گروه    ℚتوان به گروه جمعی اعداد گویا  پذیر میهای بخشمتعارف از گروههای  به عنوان مثال 

}زیرگروه تولید شده توسط    ∞ℤ𝑝نام برد، در اینجا    )اوّل
1

𝑝𝑖
+ ℤ}𝑖≥1    در گروه خارج قسمتیℚ/ℤ  همچنین    .استℤ𝑛 

  . مناسب هستند  ]2[و    ]1[برای مطالعه بیشتر در این خصوص مراجع    .کاهش یافته هستند  ℚهای سره از  و تمام زیرگروه

nفرض کنید   1توان دید  ، به راحتی میnG G=    اگر و تنها اگر برای هر عدد اوّلp    کهp|n   داشته باشیمpG G=  

pGداشته باشیم    pپذیر است اگر و تنها اگر برای هر عدد اوّل  بخش  Gدهد که گروه  این نتیجه می G=.    بنابراینG  

qGکه  طوری موجود باشد به  qاست اگر عدد اوّل    پذیر نابخش G.  پذیری(  پذیری )نابخشبا توجه به این مطالب، بخش

 .توان نسبت به یک عدد تعریف کردرا می

 را،  Gگروه   .یک گروه باشد Gیک عدد طبیعی و  nفرض کنید   .1 .1تعریف 

nGگوییم هرگاه   پذیربخش -n الف: G=. 

pGداشته باشیم   pگوییم هرگاه برای هر عدد اوّل   پذیرنابخشتماماً   ب: G. 

pHداشته باشیم   Gاز  Hو هر زیرگروه ناصفر  pگوییم هرگاه برای هر عدد اوّل   پذیرمطلقاً نابخش ج: H. 

 واضح است که

{کاهش یافتههای گروه{ {پذیرهای تماماً نابخشگروه} {پذیر های مطلقاً نابخشگروه{ 

توجه ما در بخش   .ها دو به دو متمایز هستنددهد که این سه کلاس از گروهارائه شده نشان میهای ولی مثال

شود که گروه  به راحتی دیده می  .هایی از تاب آزاد هستندپذیر است که گروههای مطلقاً نابخشسوّم این نوشتار به گروه

ℤ2 × ℤ3 × ℤ5  را به صورت  GP، مجموعه Gاگر برای هر گروه   .پذیر استکاهش یافته و تماماً نابخش ⋯×
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p}  عدد اوّلℙ𝐺 = {𝑝 ∈ ℕ|𝑝𝐺 = 𝐺, 

  Gای مانند  های سرهدارای زیرگروه ℚدهند، گروه جمعی  دهیم که نشان میهایی ارائه میدر ادامه مثالدر نظر بگیریم، 

است که برای آنها    Hهایی مانند  شامل زیرگروه  Gآنها تهی یا یک عضوی است و در عین حال    GPکه  طوری است به 

HP نهایت عضوی استبی. 

 .2  .1مثال 

 .پذیر استیک گروه مطلقاً نابخش ℤـ 1

}عدد اوّل    {pزیرگروه تولید شده توسط مجموعه    ـ2 / p را   3.11)قضیه    .پذیر استیک گروه مطلقاً نابخش  ℚاز    1|

 .ببینید(

iتوسط مجموعه    ℚزیرگروه تولید شده از    pبرای هر عدد اوّل    ـ3
i{ / p } 11    را باpA  دهیمنشان می.  pA    یک گروه

p− پذیر است ولی هر عدد اوّل  بخشq  متمایز باp   داریمp pqA A   در واقع(p/ p qA1). 

:ℤ(𝑝)یک عدد اوّل و    pفرض کنید    ـ4 = {𝑚/𝑛 ∈ ℚ|𝑝|̸
𝑛

𝑑
, 𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑚, 𝑛)}.   در این صورت برای هر عدد اوّل

p q   داریم𝑞ℤ(𝑝) = ℤ(𝑝)   ولی𝑝ℤ(𝑝) ≠ ℤ(𝑝). 

𝑞ℤ𝑝دو عدد اوّل متمایز باشند، به وضوح  qو  pاگر  ـ5 = ℤ𝑝   ولی𝑝ℤ𝑝 = {0}. 

pدو عدد اوّل متمایز باشند    qو    pاگر    ـ6 qA A+  توجه کنید اگر    .پذیر نیستپذیر است ولی مطلقاً نابخشتماماً نابخش

    از غیر  اوّل  عدد  آنگاه    qو    pیک  pباشد  q p q(A A ) A A +  صحیح    .+ اعداد  برای  داریم    tو    sزیرا 
n m

( )
pq p q 

=  +
|آنگاه   1 p q  شود  طور مشابه ثابت میبه .، تناقضp q p qp(A A ) A A+  +. 

بخش دوّم اختصاص دارد   .بریمکنیم به پایان میهای بعد از آنها استفاده میرا با چند لم و گزاره که در بخشمقدمه 

nبه مطالعه دو زیرگروه  
n p G1    و{H G | pH H} =    از یک گروهG  پذیر  های مطلقاً نابخشکه برای مطالعه گروه

 .کندپذیر را بیان میهای نابخشلم زیر خاصیت مهمی از گروه . ضروری است

 .پذیر است اگر و تنها اگر حداقل یک زیرگروه ماکسیمال داشته باشدنابخش Gگروه  .3 .1لم  

)  .اثبات )  فرض کنید  G   بنابراین عدد اوّلی مانند    .پذیر باشد شگروهی نابخp  که  طوری وجود دارد بهpG G.   این

Gدهد گروه آبلی نتیجه می / pG  توان به عنوان یک فضای برداری ناصفر روی میدان  را میℤ𝑝  حال اگر   .در نظر گرفت

X    یک پایه برایG / pG    رویℤ𝑝    باشد وx X1صورت واضح است که زیرگروه تولید شده توسط  ، در اینX \{x }1 

Gدر  / pG لذا   .ماکسیمال استG / pG  و در نتیجهG یک زیرگروه ماکسیمال دارد. 

( )    اگرH    زیرگروه ماکسیمالG    باشد آنگاه عدد اوّلp  که  طوری موجود است به𝐺/𝐻 ≃ ℤ𝑝.    لذاpG H   که

pGدهد  نشان می G. 

Hپذیر باشد و  یک گروه بخش  Fاگر    .یک گروه باشد  Gفرض کنید  الف:    .4  .1لم  G  آنگاه هر همریختی از ،H    بهF  

 .گسترش داد Fبه   Gتوان به یک همریختی از را می

 .پذیر استپذیر، یک گروه بخشهای بخشهر حاصل جمع مستقیم از گروه ب:
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 .مراجعه کنید ]4[از مرجع  19.3یا لم  ]3[از مرجع  10.3به گزاره  .اثبات

 .باشد( یکریخت استای ناتهی میمجموعه ) ℚ(Λ)هر گروه از تاب آزاد با زیرگروهی از  )الف(   .5  .1گزاره  

∞ℤ𝑝با زیرگروهی از    Gباشد آنگاه    pتوانی از عدد اوّل    Gاگر مرتبه هر عضوی از    )ب(
(Λ)  (   )یک مجموعه ناتهی است

 . یکریخت است

 .یک گروه از تاب آزاد باشد   Gفرض کنید  )الف( .اثبات

i i I{C } } های ناصفر و دوری در  یک خانواده مستقل از زیرگروهi i I{{C } | G = 

  همراه با      ماکسیمال مانندیک مجموعه جزئاً مرتب است و طبق لم زرن یک عضوi i{C }   واضح است که   . دارد

⊕𝑖∈Λ 𝐶𝑖 ≃ ℤ(Λ) .  بنابراین یک تابع یک به یک𝑓:⊕𝑖∈Λ 𝐶𝑖 → ℚ(Λ)    به یک تابع    4.1موجود است که طبق لم𝑓: 𝐺 →

ℚ(Λ) اما با توجه به یک به یک بودن تابع  . قابل گسترش استf  خواهیم داشتi iKer f ( C ) { } = بنابراین اگر   . 0

x Ker f 0  در این صورت مجموعه    i i
x C


i ناقض ماکسیمال بودن   i{C }   لذا   . استKer f { }= 0 . 

اگر   توجه کنید که  x)ب(  G    مرتبه آنگاه    ipاز  ⟨𝑥⟩باشد  ≃ ℤ𝑝𝑖    لذا بنابراین    .شودنشانده می  ∞ℤ𝑝در    xو 

i iC    که در قسمت )الف( به آن اشاره شد با زیرگروهی از( )

p
  از آنجا که    .یکریخت استℤ𝑝∞

(Λ)  پذیر  نیز بخش

 .شوداست اثبات مشابه قسمت )الف( تکمیل می

)  ℤ𝑝𝑗  در یک حاصلضربی از Gباشد آنگاه    ipگروهی باشد که مرتبه هر عضوش حداکثر    Gاگر    .6  .1نتیجه   j i) 1 

 .شودنشانده می

𝐺توان فرض کرد  قسمت )ب( می  1.5طبق گزاره    .اثبات ⊆ ℤ𝑝∞
(Λ).    از آنجا که برای هر  ،(G)    زیرگروهی از

ℤ𝑝∞    است که مرتبه هر عضوشip    است، لذا(G)   در  ℤ𝑝𝑗  ( j i)  در اینجا    .شودنشانده می𝜋𝜆:ℤ𝑝∞
(Λ)

→ ℤ𝑝∞ 

 .همان بروریختی متعارف است

2 . p –  رادیکال یک گروه 

های  کنیم که برای شناخت کلاس گروهرادیکال تعریف می  -p، یک  Gو هر گروه    pبرای هر عدد اوّل  در این فصل  

نابخش از گروه  .پذیر مفید هستندمطلقاً  Re، نماد  Gو یک گروه مانند    Cها مانند  برای هر کلاس  j(G,C)    را برای

{Ker f | f : G X,X C}→     و نمادTr(C,G)    را برای{f (X) | f : X G,X C}→   برای مطالعه    .بریم کار میبه

 .مراجعه کنید ]5[و  ]6[به مراجع  Trو  Rejبیشتر در مورد 

nرا زیرگروه   Gرادیکال  - p .یک گروه باشد  Gیک عدد اوّل و  pفرض کنید  .1  .2تعریف  

n

p G
1

کنیم و با  تعریف می 

pradنماد   (G) دهیم نشان می. 

طورکه مشاهده خواهیم کرد، اگر برای حداقل همان  .کنیمآوری میرادیکال یک گروه را جمع   -pخواص  در قضیه زیر  

p ،𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)یک عدد اوّل   = ⋂همچنین شرط    .ش یافته استیک گروه کاه  Gآنگاه    0 𝑟𝑎𝑑𝑝𝑝 (𝐺) = معادل آن    0

کلاس    Cog(C)دهیم  قرار می  Cها مانند  برای هر کلاس از گروه  .پذیر ناصفر نداشته باشدهیچ عضو بخش   Gاست که  
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نشانده شود، برای دیدن مطالب بیشتر در این مورد به مرجع   Cکه در یک حاصلضرب از اعضای    Gهایی مانند تمام گروه

𝐶𝑝دهیم  همچنین قرار می .مراجعه کنید ]6[یا  ]3[، ]5[ = {𝑋|𝑟𝑎𝑑𝑝(𝑋) = {0}}. 

 .یک عدد اوّل باشد  pکنید فرض    .2  .2قضیه  

fبرای هر همریختی گروهی    الف( : G G→1 pدرایم    2 pf (rad (G )) rad (G )1 pradویژه  به  .2 (G)   یک زیرگروه

 .است Gتماماً پایا در 

Hبرای هر  ب( G   داریمp prad (H) rad (G).   همچنین اگرG H K=    آنگاهp prad (H) H rad (G)=. 

p پ( i i i p irad ( G ) rad (G ) =. 

pت(  i p i
i i

rad ( G ) rad (G )= . 

pGث(  G=   اگر و تنها اگرprad (G) G=   اگر و تنها اگر𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐺,ℤ𝑝) = {0}. 

هر  ج(   Hبرای  G    داریمp
p

rad (G) HG
rad ( )

H H

+
.    اگر pHهمچنین  rad (G)    آنگاه

p
p

rad (G)G
rad ( )

H H
)𝑟𝑎𝑑𝑝ویژه  به .=

𝐺

𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)
) = {0}. 

p چ( prad (G) Re j(G,C )=. 

ip ح( ip
rad (G) Rej(G,{ } )= 1. 

 .اثبات

nواضح است که برای هر  الف( 1  ،n nf (p G ) p G1 2. 

Gاگر   .قسمت اوّل واضح است  ب( H K=    وph H rad (G).   فرض کنید برای هرn 1 ،n
nh p g=    که در(

ngآن   G).    داریمn n ng h k= nhکه در آن    + H    وnk K.  این nصورت  در  n n
n n np g p h p k= که    +

𝑝𝑛𝑘𝑛دهد  نتیجه می = phبنابراین   .0 rad (H). 

کنید    پ( iفرض  iG G=     وpW rad (G)=.    چونW    پایای داریم   Gزیرگروه  لذا  الف(  )قسمت  است 

i iW (W G )= . آیددست میبنابراین قسمت )پ( طبق )ب( به. 

nتوجه کنید  ت( n
i i

i i

p ( G ) p G= . 

pGاگر   ث( G=   آنگاه برای هرn 1   داریمnp G G=.   لذاprad (G) G=.   اگرprad (G) G=   0و ≠ 𝑓: 𝐺 →

ℤ𝑝    سره زیرگروه  آنگاه  باشد،  به  Gاز    Kموجود  دارد  𝑝(𝐺/𝐾)که  طوری وجود  = بنابراین   .{0}

pG rad (G) pG K=  است تناقض  در  بودن  سره  با  که  𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐺,ℤ𝑝)پس    .،  = کنید    .{0} فرض  حال 

𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐺,ℤ𝑝) = pGو    {0} G.  دیدیم    1.3طورکه در لم  صورت همان در اینG / pG   یک فضای برداری ناصفر

 .تواند صفر باشدنمی 𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐺,ℤ𝑝)است و لذا   ℤ𝑝روی میدان 

 توجه کنید که ج(
n

pn
p

n n

rad (G) HG G p G H
rad ( ) p ( ) ( )

H H H H 

++
= = 

1 1
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pHاگر  ولی  rad (G)   آنگاهn np G H p G+ =. 

pHفرض کنید  چ(   Re j(G,C pHلذا    . تحت زیرگروه بسته است   pCطبق )ب( کلاس   . =( {K G | G / K C }=   .  

اگر   pGاز طرفی  / K C    )ج( pradآنگاه طبق  (G) K   دهد  این نشان میprad (G) H.   همچنین، چون

𝑟𝑎𝑑𝑝(
𝐺

𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)
) = pپس   {0}

p

G
C

rad (G)
.   بنابراینpH rad (G). 

کنید  ح(   iفرض  ip
H Rej(G,{ } )= 1  ،pK rad (G)=    و𝑓: 𝐺 → ℤ𝑝𝑖s.    داریم𝑓(𝐾) ⊆ 𝑓(𝑝𝑖𝐺) =

𝑝𝑖𝑓(𝐺) = Kدهد که  این نشان می  {0} H.    برعکس، ابتدا توجه کنید که برای هرi 1  گروه ،𝐺

𝑝𝑖𝐺
 ℤ𝑝𝑖−یک    

است نتیجه    .مدول  طبق  نتیجه  هر    1.6در  iبرای  1  ،𝐺

𝑝𝑖𝐺
∈ 𝐶𝑜𝑔({ℤ𝑝𝑗}𝑗≥1).  می نشان  که  این  𝐺دهد 

𝐾
∈

𝐶𝑜𝑔({ℤ𝑝𝑗}𝑗≥1)   لذاH K. 

pT  .یک گروه باشد  Gیک عدد اوّل و    pفرض کنید    .3  .2تعریف   (G)  های  را جمع همه زیرگروهp-  پذیر  بخشG  

 .کنیمتعریف می

p ،𝑇𝑝(𝐺)پذیر است اگر و تنها اگر برای هر  مطلقاً نابخش Gگروه  واضح است که   = تاب    -pرا از    Gیک گروه   .{0}

𝑝𝑥آزاد گوییم هرگاه شرط   = 𝑥در آن نتیجه دهد   0 = 0. 

 .یک عدد اوّل باشد pفرض کنید  .4  .2قضیه  

 . پذیر تحت جمع مستقیم و تصویر همریخت بسته استبخش- pهای کلاس گروه الف(

pT، زیرگروه Gبرای هر گروه    ب( (G)،  p-پذیر است و داریم بخش𝑇𝑝(𝐺) ⊆ 𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺). ویژه  به𝑇𝑝(𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)) =

𝑟𝑎𝑑𝑝(𝑇𝑝(𝐺)) = 𝑇𝑝(𝐺). 

𝑇𝑝(𝐺)ویژه  پذیر است بهبخش-pیک زیرگروه  𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)تاب آزاد باشد آنگاه  -pاز  Gاگر  پ( = 𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺). 

Hتاب آزاد باشد و  -pاز    Gاگر    ت( G    آنگاهp prad (G) rad (H)=    اگر و تنها اگرprad (G) H.  ویژه  به

p p prad (rad (G)) rad (G)=. 

𝑇𝑝(𝐺)اگر  ث( =  .است pتوانی از  Gدار در آنگاه مرتبه هر عضو تاب {0}

𝑇𝑝(𝐺)اگر    . دو عدد اوّل متمایز باشند   qو    pفرض کنید    ج(  = 𝑇𝑞(𝐺) = 𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)آنگاه    {0} = 𝑟𝑎𝑑𝑞(𝐺) = {0} . 

)𝑇𝑝 چ(
𝐺

𝑇𝑝(𝐺)
) = {0}. 

برای بسته بودن نسبت به    .پذیر است واضح استبخش  -pپذیر، یک گروه  بخش  -pاینکه فاکتور یک گروه  الف(    .اثبات

iجمع مستقیم، به این نکته توجه کنید که   i i ip( G ) pG = . 

کنید    ب( زیرگروهمجموعه  فرض  تمام  در  بخش  - pهای  ی  وضوح    .باشد  Gپذیر  pTبه  (G)   همریخت تصویر 

H H  توجه کنید که اگر   .آیددست میلذا قسمت اوّل )ب( از )الف( به  .باشدمیpH H=    آنگاه برای هرn 1  

nداریم   nH p H p G= .    بنابراینp pT (G) rad (G).  داریم  قسمت )ث(    2.2و قضیه    همچنین طبق قسمت اول
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p p prad (T (G)) T (G)=.    زیرگروه هر  چون  طرفی  pradدر    Gپذیر  بخش  -pاز  (G)    لذا دارد  قرار 

p p pT (rad (G)) T (G)=. 

pxفرض کنید   پ( rad (G)   لذا دنبالهn{g nکه برای هر  طوری موجود است به  Gاز اعضای  { 1  ،n
nx p g= .  

nحال برای هر    nداریم    2
npg p g=1    و چونG    ازp -    تاب آزاد است داریمn

ng p g−= 1
n)برای هر    1  2) .  

pgدهد که این نشان می rad (G)1   و لذاpx p(rad (G)).    در نتیجهprad (G)    یک گروهp -  پذیر است بخش

pو لذا   prad (G) T (G). شودحال طبق )ب( اثبات کامل می. 

pradفرض کنید   ت( (G) H.  طبق )پ( برای هرn 1 داریم 
n n

p prad (G) p rad (G) p H=  

pلذا   prad (G) rad (H)    قضیه همراه  به  می  2.2که  نتیجه  )ب(  pدهد  قسمت  prad (G) rad (H)=.   برای

pradقرار دهید   Hقسمت آخر به جای  (G). 

pبرابر با    xکه مرتبه  طوری وجود دارد به  Gدر    xکند که عضو ناصفر  فرض خلف بیان میث(   m    است کهm 1    و

p | m.    دهیم قرار  اگر  yحال  p x=    داریم𝑚𝑦 = صحیح    .0 اعداد  طرفی  ,sاز  t  به که طوری موجودند 

sp mt+ spyبنابراین    .1= y=.  می نشان  yدهد  که  p y=.    نتیجه {0}در  ≠ ⟨𝑦⟩ ⊆ 𝑇𝑝(𝐺)    با متناقض 

 .فرض است

 .شودبنابراین )ج( طبق )پ( اثبات می .از تاب آزاد است Gدهد که  فرض این قسمت به همراه )ث( نشان میج( 

pTفرض کنید  چ(   (G) W=    وG Y
P W W

T ( ) Yقسمت )ب(، داریم    2.4طبق قضیه    = Y
W W

p( ) pWو  = W= .  

pYلذا داریم   p(Y W) pY pW pY W Y= + = + = + Yدهد که  این نشان می = W. 

 .قسمت )پ(، یک شرط کافی است ولی لازم نیست 4.2تاب آزاد در قضیه  -pدهد که شرط از نشان میمثال زیر 

=:𝑀یک عدد اوّل   pفرض کنید   .5  .2مثال   ∏ ℤ𝑝𝑖𝑖≥1   و𝑁:=⊕𝑖≥1 ℤ𝑝𝑖   وG : M / N=.   اعضایℤ𝑝𝑖   را با نماد

ix دهیم که در آن  نمایش میi
ix p  −0 1. 

نیست  -pاز    Gگروه  )الف(   آزاد  دهیم    .تاب  قرار  اگر  yزیرا  ( , p, p , ) M= 21    آنگاهp(y N) N+ ولی    =

y N. 

iاگر  )ب(   iz {z } M= 1    وn 1    آنگاهnz N p G+     اگر و تنها اگر وجود داشته باشدm 1   که برای هر

k m  ،n
kp | z.    توجه کنید که اگرi ix {x } M= 1    وnp x z M−     آنگاه وجود داردm 1    که برای هر

k m  ،𝑝𝑛𝑥̄𝑘 − 𝑧̄𝑘 = kpدر  0̄
kاین یعنی    . n

k kp | p x z−    و برایk  های بزرگتر ازm    وn    داریمk
kp | z .  

 .عکس مطلب نیز واضح است
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pGاست یعنی    Gیک زیر گروه سره    pG  )پ( G.    اگر pGزیرا  G=  دهیم  در قسمت )ب( قرار میn و    1=

iz iبرای هر   1= 1.   لذاp  .رسیمکه به تناقض می 1|

 )ت( داریم، 

.n
p i i krad (G) {{z } N | , m , k m,p | z }= +      1 1 1   

 .قسمت )ب( بدیهی استبا توجه به 

pداریم  )ث(   prad (G) T (G)=.    فرض کنیدi i{z } N pradیک عضو از    1+ (G)  طبق قسمت )ت( برای   .باشد

nهر  1  قرار دهید 

n
n km Min{m | k m,p | z },=   1  

𝑚1در این صورت   ≤ 𝑚2 ≤ kدهیم  حال قرار می  .⋯ kpu z=    برایk m 𝑢𝑘و   1 = kبرای    0 m  نشان    .11

kدهیم  می k{u } N pradدر    1+ (G)  فرض کنید    .کنیماین مطلب را به کمک )ت( اثبات می  .استn 1    قرار دهید

t n= tداریم   1+
kp | z  ،tk m   لذا ،n

kp | u.  از طرفی 

.i i i i p{z } N p({u } N) p(rad (G)) + = + 1 1   

pدهد که  این نشان می prad (G) p(rad (G))=    به عبارتیprad (G)    یک زیر گروهp-  پذیر است و لذا در  بخش

pT (G) قرار دارد. 

prad)ج(  (G) مخالف صفر است. 

𝐸1 = (0̄, 𝑝̄, 𝑝̄2, … ) ∈ 𝑀 

𝐸2 = (0̄, 0̄, 𝑝̄, 𝑝̄2, … ) ∈ 𝑀 

nواضح است   .کنیمطور مشابه تعریف میها را بهnEطور بقیه  و همین
n np E E N+ − 1.    اگر تعریف کنیم لذا𝐻:=

⟨𝐸̄1, 𝐸̄2, … iEهمان    iEدر اینجا منظور از  ⟨ N+    است، آنگاه داریمnE pH    برای هرn 1    {0}و لذا ≠ 𝐻 =

𝑝𝐻 ⊆ 𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺). 

  .کنیم پذیر برسیم، ابتدا چند تعریف و نمادگذاری را بیان میهای نابخشسازی از گروهمشخصکه به یک  قبل از این

دیگر مرتبط با موضوع کلاس  رادیکال صفر معرفی کردیم، در ادامه چند    - pهای با  م گروهرا برای بیان تما  pCقبلاً کلاس  

 کنیم: بحث را معرفی می

pF های مانند تمام گروه کلاسG  با شرطpT (G) { }= 0. 

nD های تمام گروه کلاسn- پذیر،بخش 

D  گروه تمام  مانند  کلاس  زیرگروه  Gکه  طوری به  Gهایی  جمع  حاصل  مانند  برابر  آن  Hهایی  در  که    است 

nn.H D 1  

nتوجه کنید که   p
p|n

D D D=   دیدیم    1.2طورکه در مثال  همانp qA A D+   از  ولی به هیچ ها  nDیک 

 .تعلق ندارد
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,𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐺نماد یک گروه باشد،   G  و هایک کلاس از گروه  Fاگر   𝐹)  ها از  را برای مجموعه تمام همریختیG   به عضوی

,𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐹نماد   .بریم به کار می Fاز  𝐺) کنیمتعریف میطور مشابه را نیز به. 

 را یک نظریه تاب گویند هرگاه  (T,F)زوج   .ها باشند دو کلاس از گروه Tو  Fفرض کنید   .6  .2تعریف  

1) X T   اگر و تنها اگر𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑋, 𝐹) = {0}. 

2) Y F   اگر و تنها اگر𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑇, 𝑌) = {0}. 

 توان تحقیق کرد کهراحتی میبه

𝑋 = 𝑅𝑒 𝑗 (𝑋, 𝐹) ⇔ 𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑋, 𝐹) = {0},  

𝑇𝑟(𝑇, 𝑌) = {0} ⇔ 𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑇, 𝑌) = {0}. 

آزاد ({های  زوج تاب  بخش  و  })تابدار },{از  یافته،  مثال)کاهش  هستندپذیر(  تاب  نظریه  از  معروفی  کلاس   .های 

 .مفصلاً شرح داده شده است ]5[ها هستند که در مرجع ها روی گروهی پیش رادیکالهای تاب در ارتباط با رسته نظریه 

 .دست آمده گزاره زیر را داریمبا توجه به نتایج به

p، زوج pاوّل  برای هر عدد .7  .2گزاره   p(D ,F  .یک نظریه تاب است (

pXکه برای  واضح است    .اثبات D  و  pY F    داریم𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑋, 𝑌) = ,𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐷𝑝حال فرض کنید    .{0} 𝑌) =

قضیه    .{0} طرفی  p  ،2.4از  pT (Y) D  بنابراین  ،𝑇𝑝(𝑌) = می  {0} نشان  p.Yدهد  که  F  اگر  هم چنین 

𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐺, 𝐹𝑝) = pWفرض کنید  {0} T (G)=.    قسمت )چ( داریم    2.4بنابراین طبق قضیهG
pW

F   و لذا نگاشت

Gمتعارف  
W

: G pGدهد  باید برابر صفر باشد که نشان می → W D= . 

 پذیر نابخشهای مطلقاً گروه  . 3

 .یکریخت است ℚ(Λ)از تاب آزاد است لذا با زیرگروهی از  Gپذیر  هر گروه مطلقاً نابخش  .1 .3قضیه  

p  ،𝑇𝑝(𝐺)پذیر باشد آنگاه برای هر  مطلقاً نابخش  Gاگر    .اثبات = قسمت )ث(، از تاب آزاد    4.2و لذا طبق قضیه    {0}

 .شودکامل می 5.1بنابراین اثبات، طبق گزاره  .است

طبق   .پردازیمدهیم و در این بخش به مطالعه این کلاس مینشان می  Cپذیر را با  نابخشهای مطلقاً  کلاس تمام گروه

pتعریف   pC F=  قسمت )ب( داریم    2.4، همچنین طبق قضیهp pC F.    هر چند طبق مثال زیرp pC F  در ،

pدهیم  لم بعدی نشان می pC C=. 

iیک عدد اول،    p  دفرض کنی  .2  .3مثال   i{e } 1    پایه استاندارد برای گروه آزادℤ(ℕ)    وH   زیرگروه تولید شده توسط

nمجموعه  
n{e p e | n }−− 1

1 =:𝐺دهیم قرار می  .باشد   2
ℤ(ℕ)

𝐻
pو نشان می دهیم    pG F \ C.    اعضایG   را باg  

𝑔که   ∈ ℤ(ℕ)  می کنید    .دهیمنمایش  توجه  eابتدا  pe p e= = =2
1 2 لذا    3 peو  rad (G)1.  می کنیم  ثابت 

pe rad (G)=1.    کنید tفرض 
i i i

f m e==  آن    1 در  𝑚𝑖)که  ∈ ℤ   در pradعضوی  (G)  بنابراین    .باشد
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pf rad (G)    برای هر  و لذاn    و    2بینt    داریمnf p G.  رو برای عضوی مانند  از اینg G    داریمnf p g= 

skو یا اعداد صحیح  , ,k2  موجودند که 

.
t s s

j n
i i j j j

i j j

m e ( k )e ( k )p e p g−

= = =

= − +  
1

1
1 2 2

   

ضریب مقایسه  باشیم    ne  از  داشته  باید  فوق  تساوی  طرف  دو  nدر 
np | m−1    برایn t 2.    کنید فرض 

i
i im p z−= iپس    1

i i i im e z p e−= iو یا    1 i im e z e= iبرای    1 t 2.  دهد که  این نشان میf e ، بنابراین 1

pe rad (G)=1.   واضح است که    از طرفی⟨𝑒̄1⟩ ≃ ℤ  زیراe1    2.4عضوی از مرتبه نامتناهی است، بنابراین طبق قضیه  

 قسمت )ب( داریم

.𝑇𝑝(𝐺) = 𝑇𝑝(𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)) ≃ 𝑇𝑝(ℤ) = {0} 

 .معادلند  Gشرایط زیر برای هر گروه   .3 .3قضیه  

 پذیر است،مطلقاً نابخش G )الف(

p  ،𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)برای هر عدد اوّل  )ب( = {0}، 

,𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐷 )ج( 𝐺) = {0}. 

 .قسمت )ج( برقرار است 2.4)ب( طبق قضیه    )الف( .اثبات

𝑇𝑝(𝐺)داریم    pقسمت )ب(، برای هر عدد اوّل    2.4)الف( طبق قضیه      )ب( = پذیر  مطلقاً نابخش  Gو این یعنی    {0}

 .است

Xتوجه کنید اگر    2.7  )ج( طبق گزاره    )الف( D    0و ≠ 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑋, 𝐺)  ل  گاه اعداد اوآنp    و زیرگروه

pYکه طوریموجود است به   Xاز  Yناصفر  D   و𝑓(𝑌) ≠ pGکه طبق )الف( در حالی {0} F. 

pH)الف( فرض کنید      )ج( T (G)=.    داریم    2.4طبق قضیهpH H=    و لذاH D.    در نتیجه نگاشت شمول

: H G ,𝐻𝑜𝑚ℤ(𝐷متعلق به   → 𝐺) بنابراین   .است𝐻 = {0}. 

 .ها و زیرگروه بسته استضربحاصلپذیر تحت های مطلقاً نابخشگروهکلاس  .4 .3قضیه  

 .شودهای )ت( و )ب( اثبات میقسمت 2.2و قضیه  3.3به کمک قضیه  .اثبات

Gاگر  .5  .3قضیه   / H   وH پذیر باشند آنگاه مطلقاً نابخشG پذیر استنیز مطلقاً نابخش. 

Gو    Hفرض کنید    .اثبات / H  پذیری  برای اثبات مطلقاً نابخش  .پذیر باشدهر دو مطلقاً نابخشG  برای هر عدد اوّل ،p 

𝑇𝑝(𝐺)باید نشان دهیم  = 𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺/𝐻)چون    {0} = p.radقسمت )ج( داریم   2.2لذا طبق قضیه    {0} (G) H 

𝑇𝑝(𝐻)پذیر است داریم  مطلقاً نابخش  نیز  Hحال چون   = 𝑇𝑝(𝐺)قسمت )ب( داریم    2.4حال طبق قضیه    .{0} =

𝑇𝑝(𝑟𝑎𝑑𝑝(𝐺)) ⊆ 𝑇𝑝(𝐻) = {0}. 

nبرای هر    pکنیم  تعریف می  2
n n

pprad (G) rad (rad (G))−= pradو البته    1 (G)1    همانprad (G)  است. 

 .نتیجه زیر را داریم
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 داریم:  Gبرای هر گروه  .6 .3نتیجه  

n )الف(
p p

n
T (G) rad (G)




1
   

نابخش  G  )ب( nطوری که  موجود باشد به  nعدد طبیعی    pپذیر است اگر و تنها اگر برای هر  مطلقاً 
prad (G)    ًمطلقا

 .پذیر باشدنابخش

pradبه    Gقسمت )ب(، با تبدیل    2.4از قضیه  )الف(    .اثبات (G)    و با توجه به اینکهp p pT (G) T (T (G))= برای ،

nهر  1 آوریم  دست میبهn
p pT (G) rad (G). 

nتوجه کنید که اگر    )ب(
prad (G)  نابخش 𝑟𝑎𝑑𝑝(𝑟𝑎𝑑𝑝داریم    3.3پذیر باشد آنگاه طبق  مطلقاً 

𝑛(𝐺)) = و لذا    {0}

p  ،𝑇𝑝(𝐺)طبق )الف( برای هر  = {0}. 

 .بریمبه پایان می ℚپذیر در  های مطلقاً نابخشسازی از زیرگروهرا با یک مشخصمقاله 

 .ناصفر را یکنواخت گوییم هرگاه اشتراک هر دو زیرگروه نابدیهی آن یک زیرگروه نابدیهی باشدیک گروه  .7  .3تعریف 

 .یکریخت باشد ℚاز تاب آزاد و یکنواخت است اگر و تنها اگر با زیرگروهی از   Gگروه    .8  .3لم  

)  .اثبات )  1.5همانند اثابت گزاره. 

( ) واضح است. 

𝐻اگر    .9  .3نمادگذاری   ≤ ℚ دهیم، قرار می 

𝐵𝑝(𝐻) = {𝑡 ∈ ℕ|∃
𝑚

𝑛
∈ 𝐻, (𝑚, 𝑛) = 1, 𝑝𝑡|𝑛} 

pو   pb (H) |B (H) |=. 

𝐺فرض کنید   .10 .3لم   ≤ ℚ  وp  اگر   .عدد اوّل باشد𝑏𝑝(𝐺) = pGگاه  آن 0 G. 

فرض    .دهیمها نسبت به هم اوّل هستند نشان میکه صورت و مخرج آن را به صورت کسرهایی در   Gاعضای  .اثبات

𝑏𝑝(𝐺)کنید   = pGو    0 G=.    چون𝑏𝑝(𝐺) = 0بنابراین برای هر    0 ≠ 𝑎/𝑏 ∈ 𝐺p | b .    حال فرض کنیدm / n  

از   ناصفری  به  Gعضوی  تجزیه  طوری باشد  در  اوّل،    mکه  اعداد  شود  pبه  ظاهر  توان  کمترین  طرفی    .با  از 

m / n pG G mلذا    .= / n G   که  طوری موجود است بهpmm
n n




pچون    .= | n n  توان ،p    در تجزیهm 

mاست و این با انتخاب   mکمتر از توان آن در تجزیه  / n در تناقض است. 

{0}فرض کنید    .11  .3قضیه  ≠ 𝐺 ≤ ℚ.  صورت  در اینG  پذیر است اگر و تنها اگر برای هر عدد اوّل  مطلقاً نابخشp  ،

pb (G) متناهی باشد. 

 

)  .اثبات )    فرض کنیدG  پذیر و برای هر عدد اوّل  مطلقاً نابخشp  ،pb (G)  لذا برای هر    .نامتناهی باشد𝑘 ∈ ℕ 

uعضوی چون   / v    درG    با شرطp | v    وk   لذا عضو ناصفری از    .وجود داردG    مانندm / n  ،(m,n) =1  

kpطوری که وجود دارد به | n.   بنابراین𝑝 ∤ 𝑚   و اگرkn p t=   داریم
k

tmm m
n np

t( ) G= = .   از طرفی چون𝑝 ∤
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𝑚    لذا اعداد𝑟, 𝑠 ∈ ℤ  طوری که    موجودند بهkrm sp= باشد    Gکوچکترین عدد طبیعی در    aحال فرض کنید    .1+

 موجود است(، داریم  G)چنین عددی در 
k

k k k

a(rm sp ) m

p p p
a( ) ar( ) as G

+
= = + 1 

mگروه تولید شده توسط  زیر
m{a / p } 1    را درG  این زیر گروه به وضح با    .گیریمدر نظر میpA  ریخت است و لذا  یک

G  شامل یک زیرگروهp- بنابراین   .پذیر است که با فرض مسئله در تناقض استبخشpb (G) متناهی است. 

( )  کنیم برای هر عدد اوّل  فرض میp  ،pb (G)  اگر    .متناهی باشدH G    وp    یک عدد اوّل باشد باید نشان دهیم

pH H.    اگر𝑏𝑝(𝐻) = pH، داریم  3.10گاه طبق لم  آن   0 H.    فرض کنیدpb (H) 1.   طبق فرض مسئله

pb (H)  بزرگترین عضو مجموعه    .متناهی استpB (H)    راk  بنابراین اگر    .گیریمدر نظر میkm / n p H    آنگاه

p nŒ.  نتیجه می 𝑏𝑝(𝑝دهد که  این 
𝑘𝐻) = لم    0 طبق  مجدداً  لذا  داریم  10.3و   ،k kp(p H) p H.   نتیجه این 

pHدهد  می H. 

pداریم    Xتوجه کنید که برای هر گروه   p pTr(D ,X) T (X) rad (X)=     لذاppnnTr( D ,X) rad (X)  1 .  

Xاز طرفی   D    اگر و تنها اگرnnTr( D ,X) X ppDدهد که  این نشان می   . 1= {X | X rad (X)}: E = =

Xکند که برای هر  بیان می   3.3قضیه    .  D   داریم𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑋, 𝐶)   توان نشان داد برای هر  همچنین میX E    داریم

𝐻𝑜𝑚ℤ(𝑋, 𝐶) = fزیرا اگر {0} : X Y→   گاه  آنp pf (rad (X)) rad (Y) طور طبیعی به سوال زیر   ، بنابراین به

 . انندگان قرار گیرد رسیم که ممکن است مورد توجه خو می 

 یک نظریه تاب است؟  (E,C)آیا    .12  .3سؤال  
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