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Introduction 

Ricci solitons as a generalization of Einstein manifolds introduced by 

Hamilton in mid 1980s. In the last two decades, a lot of researchers have been 

done on Ricci solitons. Currently, Ricci solitons have became a crucial tool in 

studding Riemannian manifolds, especially for manifolds with positive 

urvature. Ricci solitons also serve as similar solutions for the Ricci flow whic

h is an evolutionary equation for the metrics of a Riemannian manifold. 

It is clear that the Ricci flow describes the heat character of the metrics and cu

rvatures of manifolds. 

On the other hand, hyperbolic Ricci flow was first study by Kong and Liu. 

This flow is a system of non-linear evolution partial differential equations of 

second order. 

The short time existence and uniqueness theorem of hyperbolic geometric flo

w has been proved in. It is shown that the hyperbolic Ricci flow carries many i

nteresting properties of both Ricci flow as well as the Einstein equation.  

According to these notions and their applications in both geometry and physics, 

in this paper we introduce a new hyperbolic flow and study its geometric 
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quantities along to this flow. Self-similar solution of this flow may create 

interesting geometries on the underlying manifold. 

Results 

In this paper, we consider the hyperbolic Gradient-Bourguignon flow on a 

compact manifold M and show that this flow has a unique solution on short-

time with imposing on initial conditions. After then, we find evolution 

equations for Riemannian curvature tensor, Ricci curvature tensor and scalar 

curvature of M under this flow. In the final section, we give some examples of 

this flow on some compact manifolds. 
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 4                                                                                                                               یگنون هذلولوی بورگو-شار گرادیان

 مقدمه. ۱

وند. رامروزه، مفهوم شار ریچی و دیگر شارهای هندسی از ابزار کلیدی در هندسه دیفرانسیل و فیزیک نظری به شمار می

[ و به حل مسایل مهمی مانند حدس هندسی سازی تورستن انجامید. 6نخستین بار این مفهوم توسط همیلتون معرفی شد ]

ترهای کانونیک روی منیفلدها را پیدا نمود. اخیراً معاملات تکاملی برای توان مکمک شارهای هندسی میهمچنین به 

ساختارهای هندسی وابسته به متر، تحت شارهای هندسی نیز از موضوعات مورد علاقه پژوهشگران در این حوزه قرار گرفته 

 .]4[ است

[. شار ریچی در واقع یک معادله 8] شد نظر به کاربرد و اهمیت شارهای هندسی، این مفهوم توسط کانگ و لیو تعمیم داده

شبیه گرما برای مترهای ریمانی روی یک منیفلد است و شارهای هندسی هذلولوی که توسط کانگ و لیو معرفی شدند 

کنند. وجود و یکتایی جواب برای زمان کوتاه برای این طبیعت موجی مترهای ریمانی روی یک منیفلد را مطالعه و بررسی می

علاوه، شارهای [. به3کمک قضایای موجود در نظریه معادلات دیفرانسیل بیضوی نشان داده شده است ]سی، بهشارهای هند

عنوان مثال، در حل مسائل مربوط به کیهان شناسی و نسبیت اند. بههندسی هذلولوی کاربردهایی نیز در فیزیک نظری یافته

 .]۹[ توان کاربردهایی از این مفهوم را یافتعام می

[، تعمیمی از شار ریچی هذلولوی را معرفی نموده و وجود و یکتایی جواب آن را بررسی 1یکی از مؤلفان این مقاله در ]

-بورگویگنون ایجاد شد در این مقاله، شار گرادیان-همانطور که با ادغام شار ریچی و شار یامابه، مفهوم شار ریچی .کرده است

پردازیم. سپس معادلات تکاملی را به بررسی وجود جواب یکتایی در زمان کوتاه میبورگویگنون هذلولوی را معرفی کرده و 

هایی از این شارها روی منیفلدهای دهیم. در نهایت مثالبرای برخی از ساختارهای هندسی تحت این شار جدید ارائه می

 .مختلف ارائه خواهد شد

 

 بورگویگنون هذلولوی-شار گرادیان. ۲

را به صورت زیر  𝑀 را روی مترهای ریمانی روی 𝐹 بعدی باشد. تابع 𝑛 فلد ریمانی هموار فشردهیک منی 𝑀 فرض کنید

  .کنیمتعریف می

(1) 
                                     𝐹(𝑔): = ∫𝑀 |𝑅𝑚𝑔|𝑔

2𝑑𝑉𝑔,  
 

)تانسور انحنا از نوع  𝑅𝑚 که
0

4
 .باشدمی (

 توان نوشت:[ می10[ و یا در مرجع ]2در ] ۴0۰4ره با استدلالی شبیه گزا

 (2) 

𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐹) = 𝛿𝑑𝑅𝑐 − 𝑅̆ +
1

4
|𝑅𝑚|2𝑔, 
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           (3)                                       𝑅̆𝑖𝑗 = 𝑔
𝑚𝑛𝑔𝑝𝑞𝑔𝑟𝑠𝑅𝑖𝑚𝑝𝑟𝑅𝑗𝑛𝑞𝑠,  

  

 .باشدمی 𝑑 الحاقی مشتق خارجی𝛿 ،−𝐿2که

 :فرم متقارن باشد. با یک محاسبه ساده داریم-2مشتق خارجی از یک  𝑑 فرض کنید

 

      (4)                                         𝑑𝑅𝑐𝑖𝑗𝑘 = ∇𝑅𝑐𝑖𝑗𝑘 − ∇𝑅𝑐𝑗𝑖𝑘 .  

 

  کنیم.به صورت زیر تعریف می 𝑀 بورگویگنون هذلولوی را روی-شار گرادیان

(5) 

{

𝜕2𝑔

𝜕𝑡2
= −𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 + 2𝜌𝑅𝑔,                   

𝑔(0) = 𝑔0(𝑥),   
𝜕𝑔

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 𝑘(𝑥).           

 

)یک  𝑘(𝑥) که در آن 
0

2
 .باشدیک ثابت حقیقی می 𝜌 و 𝑀 تانسور متقارن روی-(

 .باشدکتا در زمان کوتاه می( دارای یک جواب ی5دهیم که دستگاه )در بخش بعد نشان می

 

 نتایج اصلی. ۳

بورگویگنون هذلولوی را بیان و اثبات -در این بخش قضیه اساسی در خصوص وجود و یکتایی جواب دستگاه شار گرادیان

کنیم. در ادامه قضایایی در خصوص معادلات تکاملی برای تانسور انحنای ریمانی، تانسور انحنای ریچی و انحنای اسکالر می

 .دهیمارائه می

,𝑀) فرض کنید .۳.۱قضیه  𝑔) یک منیفلد 𝑛-بعدی فشرده ریمانی و 𝑘(𝑥)  یک(
0

2
باشد. آنگاه  𝑀 تانسور متقارن روی-(

𝜌 ( به ازای5موجود است به طوریکه دستگاه ) 𝑇>0یک ثابت  <
1

2(𝑛−1)
𝑀 روی 𝑔 یک جواب هموار یکتای  × [0, 𝑇)   

  د.دار

𝜑𝑡:𝑀 بورگویگنون هذلولوی و-شار گرادیان 𝑔̂𝑖𝑗(𝑡) فرض کنیداثبات.  → 𝑀 هاییک خانواده از دیفئومورفیسم 𝑀  .باشند

  برگردان مترها را به صورت زیر

(6) 
𝑔𝑖𝑗 = 𝜑𝑡

∗𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑡), 

 گیریم. فرض کنیددر نظر می 
  

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝜑𝑡(𝑥) = (𝑦
1(𝑥, 𝑡), 𝑦2(𝑥, 𝑡), . . . , 𝑦𝑛(𝑥, 𝑡)),     (۴)  
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,𝑦(𝑥 یک نمایش از 𝑡) گاهدر مختصات موضعی باشد. آن 

 (8) 

𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
.
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝑔̂(𝑦, 𝑡), 

 و 

 (۹) 
𝜕2𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝑑2𝑔𝛼𝛽

𝑑𝑡2
(𝑦(𝑥, 𝑡)), 𝑡) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑡2
)
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝑔𝛼𝛽 

+
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2𝑦𝛽

𝜕𝑡2
)
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝑔𝛼𝛽 + 2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑔𝛼𝛽

𝑑𝑡
 

+2
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑔𝛼𝛽

𝑑𝑡
+ 2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑡
)𝑔𝛼𝛽. 

 

  از طرف دیگر داریم

                            
𝑑𝑔̂𝛼𝛽

𝑑𝑡
(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) =

𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡
+
𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑡
,             (10)  

  

(11) 

𝑑2𝑔𝛼𝛽

𝑑2𝑡
(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) =

𝜕2𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾𝜕𝑦𝜆
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡

𝜕𝑦𝜆

𝜕𝑡
+ 2

𝜕2𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾𝜕𝑡

𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔̂𝛼𝛽

𝜕2𝑡
+
𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕2𝑦𝛾

𝜕2𝑡
, 

 و 

(12) 

𝜕2𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑡2
(𝑦, 𝑡) = −2𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑦, 𝑡) + 2𝜌𝑅̂(𝑦, 𝑡)𝑔𝛼𝛽(𝑦, 𝑡). 

  م:همچنین داری 

(13) 

 
𝜕2𝑔𝑖𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= −2𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
+ 2𝜌𝑅̂(𝑦, 𝑡)𝑔𝛼𝛽(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
              

+
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝜕2𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾𝜕𝑦𝜆
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡

𝜕𝑦𝜆

𝜕𝑡
+ 2

𝜕2𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾𝜕𝑡

𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
 

                                 +
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑔𝛼𝛽

𝜕2𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑡2
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡2
) 

       +[
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝑔𝛼𝛽) −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑖
𝑔𝛼𝛾)]

𝜕2𝑦𝛾

𝜕𝑡2
            

 +2
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡
+
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑡
)                                                     

 +2
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡
+
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑡
) + 2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑡
)𝑔𝛼𝛽 .                                    

  

 



 

  ۱04۱ۀ دوم، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش                                                                                                                                                                                                 7

 

𝑝 حول یک نقطه ثابت مانند {𝑥𝑖} با استفاده از مختصات نرمال ∈ 𝑀 داریم  
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
=   بنابراین .  0

(14) 
𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝑔𝛼𝛽) −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑖
𝑔𝛼𝛽) = 0. 

  

  :( را به صورت زیر نوشت13) ۀتوان رابطپس با استفاده از تساوی بالا می

(15) 

 
𝜕2𝑔𝑖𝑗(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= −2𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
+ 2𝜌𝑅̂(𝑦, 𝑡)𝑔𝛼𝛽(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
 

                  +
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾𝜕𝑦𝜆
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡

𝜕𝑦𝜆

𝜕𝑡
+ 2

𝜕2𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾𝜕𝑡

𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
 

                         +
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑦𝛼
𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑡2
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑦𝛼
𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑡2
) 

 +2
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡
+
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑡
)                                           

  +2
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑡
)
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑦𝛾
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑡
+
𝜕𝑔̂𝛼𝛽

𝜕𝑡
) + 2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑡
)𝑔𝛼𝛽 .  

 

,𝑦(𝑥 اکنون  𝑡) = 𝜙𝑡(𝑥) کنیمرا با مسئله مقدار اولیه زیر تعریف می 

 (16) 

 {

𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑡2
=

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑘
𝑔𝑗𝑙(Γ𝑗𝑙

𝑘 − Γ̅𝑗𝑙
𝑘)                           

𝑦𝛼(𝑥, 0) = 𝑥𝛼 ,
𝜕

𝜕𝑡
𝑦𝛼(𝑥, 0) = 𝑦1

𝛼(𝑥)               
  

 

𝑉𝑖 میدان برداری  = 𝑔𝑖𝑘𝑔
𝑗𝑙(Γ𝑗𝑙

𝑘 − Γ̅𝑗𝑙
𝑘) که Γ𝑗𝑙

𝑘 و Γ̅𝑗𝑙
𝑘 ضرایب التصاق وابسته با مترهای 𝑔(𝑡) و 𝑔0(𝑡) باشند ومی 

𝑦1
𝛼(𝑥) برای 𝛼 = 1, . . . , 𝑛 توابع همواری روی منیفلد 𝑀آیدکنیم. پس رابطه زیر بدست میباشند را تعریف میمی 

 

(1۴) 
𝜕2𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡) = −2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) + 2𝜌𝑅(𝑥, 𝑡)𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) 

+∇𝑖∇𝑗 + ∇𝑗∇𝑖 + 𝐹(𝐷𝑦, 𝐷𝑡𝐷𝑥𝑦), 

 که 

 (18 ) 

𝐷𝑦 = (
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
,
𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑡
),    𝐷𝑡𝐷𝑥𝑦 = (

𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
) ,    𝛼, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛. 
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 می توان به صورت زیر بازنویسی کرد: ( را1۴با توجه به مطالب بالا، رابطه ) 

 (1۹) 
𝜕2𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡) = 𝑔𝑘𝑙

𝜕2𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
(𝑥, 𝑡) − 2𝜌𝑔𝑖𝑗𝑔

𝑝𝑞𝑔𝑘𝑙
𝜕2𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑥𝑞
(𝑥, 𝑡)    

+2𝜌𝑔𝑖𝑗𝑔
𝑝𝑞𝑔𝑘𝑙

𝜕2𝑔𝑞𝑙

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑥𝑘
(𝑥, 𝑡) + 𝐺(𝑔, 𝐷𝑥𝑔) + 𝐹(𝐷𝑦, 𝐷𝑡𝐷𝑥𝑦),   

𝑔 که در آن  = (𝑔𝑖𝑗) و 𝐷𝑥𝑦 =
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑡
. 

 

  از طرفی چون

(20) 

 Γ𝑗𝑙
𝑘 =

𝜕𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑦𝛾
Γ̂𝛼𝛽
𝛾
+

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑦𝛼
𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
,                    

 

 توان به صورت زیر بازنویسی نمود( را می16له مقدار اولیه )أمس 

(21) 
 

 
𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑡2
= 𝑔𝑗𝑙 (

𝜕2𝑦𝛼

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
− Γ̅𝑗𝑙

𝛼 𝜕𝑦
𝛼

𝜕𝑥𝑘
+ Γ̂𝛽𝛾

𝛼 𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝑗
𝜕𝑦𝛾

𝜕𝑥𝑖
),                  

 𝑦𝛼(𝑥, 0) = 𝑥𝛼 ,
𝜕

𝜕𝑡
𝑦𝛼(𝑥, 0) = 𝑦1

𝛼(𝑥).                        
  قرار می دهیم 

(22) 

 𝜇̂ = (𝑔𝑖𝑗 ,
𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
) ,    𝑘, 𝑗, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛,                

  

𝐺 عبارت غیرخطی = 𝐺(𝜇̂) = 𝐺(𝑔, 𝐷𝑥𝑔) در دستگاه فوق هموار و نسبت به 𝐷𝑥𝑔  مربعی است. چون هر دو دستگاه

𝜌( برای21( و )16) <
1

2(𝑛−1)
توان از قضیه استاندارد باشد مییک منیفلد فشرده می 𝑀 های اکیداً هذلولوی بوده و، دستگاه

  هستند. های یکتای هموار برای یک زمان کوتاههای فوق دارای جواب[ نتیجه گرفت که دستگاه۰۴ 5های هذلولوی ]معادله

,𝑀) از 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 (، تانسور انحنای ریمانی5بورگویگنون هذلولوی )-تحت شار گرادیان .۳.۲قضیه 𝑔) معادله تکاملی زیر  در

 د.صدق خواهد کر

 (23) 

 

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = [−𝛻𝑖𝛻𝑙(𝑔𝑎𝑟𝑑𝐹)𝑘𝑗 + 𝛻𝑖𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑖 − 𝛻𝑗𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

−𝑔𝑝𝑞[𝑅𝑖𝑗𝑞𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑙 + 𝑅𝑖𝑗𝑞𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑘 + 2𝑅𝑖𝑙𝑞𝑗(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

+[𝜌(𝛻𝑖𝛻𝑘𝑅𝑔𝑗𝑙 − 𝛻𝑖𝛻𝑙𝑅𝑔𝑗𝑘 − 𝛻𝑗𝛻𝑘𝑅𝑔𝑖𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙𝑅𝑔𝑖𝑘]

+[2𝑔𝑝𝑞(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑘
𝑞
−

𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑘
𝑞
)],
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 م:( داری5تحت شار دستگاه ) 𝑔 برای علائم کریستوفل از متر ریمانی اثبات.

(24) 
  

 Γ𝑗𝑙
ℎ =

1

2
𝑔ℎ𝑚 (

𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗
−
𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚
),                                  

 
𝜕Γ𝑗𝑙

ℎ

𝜕𝑡
=

1

2
𝑔ℎ𝑚(

𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) +

1

2
𝑔ℎ𝑚(

𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚
), 

 
𝜕2Γ𝑗𝑙

ℎ

𝜕𝑡2
=

1

2

𝜕2𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡2
(
𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+ 𝜕𝑔𝑚𝑙𝜕𝑥𝑗 −

𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚
) + 2.

1

2

𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) 

         +
1

2
𝑔ℎ𝑚 (

𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑡2
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑡2
) −

𝜕

𝜕𝑥𝑚
(
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑡2
)).                                     

  

,𝑀) رای تانسور انحنای ریمانیاز طرفی ب 𝑔) داریم:  

(25) 

 𝑅𝑖𝑗𝑙
ℎ =

𝜕Γ𝑗𝑙
ℎ

𝜕𝑥𝑖
−

Γ𝑖𝑙
ℎ

𝜕𝑥𝑗
+ Γ𝑖𝑝

ℎΓ𝑗𝑙
𝑝
− Γ𝑗𝑝

ℎΓ𝑖𝑙
𝑝
,                         

 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑙
ℎ =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕2

𝜕𝑡2
Γ𝑗𝑙
ℎ) −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2

𝜕𝑡2
Γ𝑖𝑙
ℎ) +

𝜕2

𝜕𝑡2
(Γ𝑖𝑝
ℎΓ𝑗𝑙

ℎ − Γ
𝑗𝑝Γ𝑖𝑙

𝑝
ℎ ),  

  
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑔ℎ𝑘𝑅𝑖𝑗𝑙

ℎ ) = 𝑔ℎ𝑘
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑙
ℎ + 𝑅𝑖𝑗𝑙

ℎ 𝜕2𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡2
+ 2

𝜕𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑡
𝑅𝑖𝑗𝑙
ℎ , 

 = 𝑔ℎ𝑘[
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕2

𝜕𝑡2
Γ𝑗𝑙
ℎ) −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2

𝜕𝑡2
Γ𝑖𝑙
ℎ) +

𝜕2

𝜕𝑡2
(Γ𝑖𝑝

ℎΓ𝑗𝑙
𝑝
− Γ𝑗𝑝

ℎΓ𝑖𝑙
𝑝
)     

     +2
𝜕𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡
[
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑙
ℎ) −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑙
ℎ) +

𝜕

𝜕𝑡
(Γ𝑖𝑝

ℎΓ𝑗𝑙
𝑝
− Γ𝑗𝑝

ℎΓ𝑖𝑙
𝑝
)]    

+𝑅𝑖𝑗𝑙
ℎ 𝜕2𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡2
.                                                                                                      (26)  

  

,𝑥1} مختصات نرمال . . . , 𝑥𝑛} را حول نقطه ثابت 𝑝 روی 𝑀 کنیم کهطوری انتخاب می  

(2۴) 

 Γ𝑖𝑗
𝑘(𝑝) = 0,        

𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑝) = 0.                                             

 ه این مختصات داریم:با توجه ب 

  (28) 

 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑔ℎ𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑖
[
1

2

𝜕2𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡2
(
𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚
)                       

+2.
1

2

𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
)]                                                                                             

+𝑔ℎ𝑘
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[
1

2
𝑔ℎ𝑚 (

𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑡2
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑡2

) −
𝜕

𝜕𝑥𝑚
(
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑡2
))]                      

 −𝑔ℎ𝑘
𝜕

𝜕𝑥𝑗
[
1

2

𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡2
(
𝜕𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖
−

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚
) + 2.

1

2

𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
)] 

     −𝑔ℎ𝑘
𝜕

𝜕𝑥𝑗
[
1

2
𝑔ℎ𝑚 (

𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑡2
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑡2
−

𝜕

𝜕𝑥𝑚
(
𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑡2
))]                                 

     +2𝑔ℎ𝑘 (
1

2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
Γ𝑖𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑙
𝑝
−

𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑙
𝑝
)                                                                         
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     +2
𝜕𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡
[
1

2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡
(
𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚
))                                                             

     −
1

2

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡
(
𝜕𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖
−

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚
))]                                                              

     +
2𝜕𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡

1

2
𝑔ℎ𝑚

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑡
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑡
) −

𝜕

𝜕𝑥𝑚
(
𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑡
))                                    

     −
2𝜕𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡

1

2
𝑔ℎ𝑚

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑡
) +

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑡
) −

𝜕

𝜕𝑥𝑚
(
𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑡
)) + 𝑅𝑖𝑗𝑙

𝑘 𝜕2𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡2
.          

  

𝑔ℎ𝑚𝑔𝑚𝑙 از طرفی با توجه به اینکه = 𝛿𝑙
ℎ توان نوشتمی: 

(2۹) 

 
𝜕𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑡
= −𝑔ℎ𝑝𝑔𝑚𝑝

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡
,                                        

  (30) 

 
𝜕2𝑔ℎ𝑚

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡
= −𝑔ℎ𝑝𝑔𝑚𝑝

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡
,                                       

  

 
𝜕2𝑔ℎ𝑚

𝜕2
= −𝑔ℎ𝑝𝑔𝑚𝑝

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡2
+ 2𝑔ℎ𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑚

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠

𝜕𝑡
. (31)  

 

  د:( را می توان به صورت زیر بازنویسی نمو28با استفاده از روابط بالا و با یک محاسبه سرراست معادله ) 

 

(32) 

 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = (−

1

2
𝑔𝑝𝑚

𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑡2
+ 𝑔𝑟𝑞𝑔𝑝𝑚

𝜕𝑔𝑘𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑝

𝜕𝑡
)                                                              

     × [
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚
) −

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖
−

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚
)]                               

     −𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) + 𝑔𝑝𝑚

𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) 

     +
1

2
[

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑘𝑗

𝜕𝑡2
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
(
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑡2
)]                                         

     −
1

2
[

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
(
𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(
𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑡2
)                                             

     +2𝑔ℎ𝑘 (
𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑙
𝑝
−

𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑙
𝑝
) + 𝑅𝑖𝑗𝑙

ℎ 𝜕2𝑔ℎ𝑘

𝜕𝑡
                                                     

     −𝑔ℎ𝑝𝑔𝑚𝑞
𝜕𝑔𝑛𝑘

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡
[
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(
𝜕𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚
) − [

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙
+
𝜕𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖
−

𝜕𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚
)].  
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  و با یک محاسبه سرراست داریم 𝑝 های مختصات نرمال حول نقطهبا استفاده از ویژگی

(33) 
   

              

𝜕2𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝑡2
=

1

2
[

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑘𝑗

𝜕𝑡2
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(
𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
(
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑡2
)]

 −
1

2
[

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
(
𝜕2𝑔𝑘𝑗

𝜕𝑡2
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
(
𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑡2
)]

 −𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
)

 +𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
−

𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
)

 +2𝑔ℎ𝑘(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 −

𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝).

 

 

که از طرفی با توجه به این
𝜕

2
𝑔

𝜕𝑡
= −2𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 + 2𝜌𝑅𝑔 آوریمدست میه ، ب 

 

  (24) 

𝜕2𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜕𝑡2
=
1

2
[
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
(−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑗 + 2𝜌𝑅𝑔𝑘𝑗) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
(−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑗 + 2𝜌𝑅𝑔𝑘𝑗)]

 −
1

2
[
𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
(−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑖 + 2𝜌𝑅𝑔𝑘𝑖) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙 + 2𝜌𝑅𝑔𝑖𝑙)]

 +
1

2
[
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑙 + 2𝜌𝑅𝑔𝑘𝑙) −

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
(−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑙 + 2𝜌𝑅𝑔𝑘𝑙)]

             −𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
)

 +𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖
𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡

+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

)

 +2𝑔ℎ𝑘(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 −

𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝).

 

 

 دانیمهمچنین می 

  

(35) 
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
((𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑘) = 𝛻𝑖𝛻𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑘 − 𝛻𝑖𝛤𝑙𝑘

𝑝
𝑅𝑗𝑝 − 𝛻𝑖𝛤𝑙𝑗

𝑝
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑝, 
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  سر راست داریم ۀبا یک محاسب 

(36) 

 

−𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) + 𝑔𝑝𝑚

𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖
𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡

+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

)    

+2𝑔ℎ𝑘 (
𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑙
𝑝
−
𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑝
ℎ 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑙
𝑝
)                                                                                

= −𝑔𝑝𝑚
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) + 𝑔𝑝𝑚

𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑗𝜕𝑡
(
𝜕2𝑔𝑚𝑖
𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡

+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

) 

+
1

2
𝑔𝑝𝑚 (

𝜕𝑘𝑖
2

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
−
𝜕2𝑔𝑖𝑝

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡
)(
𝜕2𝑔𝑚𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
)                                     

−
1

2
𝑔𝑝𝑚 (

𝜕2𝑔𝑘𝑗

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
−
𝜕2𝑔𝑗𝑝

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡
) (
𝜕2𝑔𝑚𝑖
𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡

+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

)                                      

= 𝑔𝑝𝑚[
1

2
(
𝜕𝑚𝑗
2

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡
) (

𝜕2𝑔𝑘𝑖
𝜕𝑥𝑝𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑖𝑝
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
)                                    

−
1

2
(
𝜕𝑚𝑖
2

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑡
+
𝜕2𝑔𝑚𝑙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡

−
𝜕2𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑡

)(
𝜕2𝑔𝑘𝑗

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑡
−
𝜕2𝑔𝑗𝑝

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡
−
𝜕2𝑔𝑘𝑝

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡
)                                              

= 2𝑔𝑝𝑞 (
𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑘
𝑞
−

𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑗𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
Γ𝑖𝑘
𝑞
).                                                                              

 

  آوریمدست میه ( ب34) ۀ( در رابط36) ۀبا جایگذاری معادل 
 

(3۴) 

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑗 +

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑙 +

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑖 −

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙

−
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑙 +

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑙

+𝜌[
𝜕2𝑅

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
𝑔𝑘𝑗 −

𝜕2𝑅

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑔𝑗𝑙 −

𝜕2𝑅

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑔𝑗𝑙 −

𝜕2𝑅

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
𝑔𝑘𝑖 +

𝜕2

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘
𝑔𝑖𝑙]

+𝜌[
𝜕2𝑔𝑘𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
𝑅 −

𝜕2𝑔𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
𝑅 −

𝜕2𝑔𝑘𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙

𝑅 +
𝜕2𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗

𝑅]

+2𝑔𝑝𝑞(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑘
𝑞
−
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑘
𝑞
.
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𝑗Γ𝑘𝑖∇ ( و تساوی3۴( در معادله )35اکنون، با جایگذاری رابطه )
𝑝 (𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑙 = ∇𝑗Γ𝑖𝑘

𝑝 (𝑔𝑎𝑟𝑑𝑓)𝑝𝑙 به تساوی زیر ،

  رسیممی

(38) 

 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = [−𝛻𝑖𝛻𝑙(𝑔𝑎𝑟𝑑𝐹)𝑘𝑗 + 𝛻𝑖𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑖 − 𝛻𝑗𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

−𝑔𝑝𝑞[𝑅𝑖𝑗𝑞𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑙 + 𝑅𝑖𝑗𝑞𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑘 + 2𝑅𝑖𝑙𝑞𝑗(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

                  +[𝜌(𝛻𝑖𝛻𝑘𝑅𝑔𝑗𝑙 − 𝛻𝑖𝛻𝑙𝑅𝑔𝑗𝑘 − 𝛻𝑗𝛻𝑘𝑅𝑔𝑖𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙𝑅𝑔𝑖𝑘)]

+[2𝑔𝑝𝑞(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑘
𝑞 −

𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑘
𝑞)].

 

 

 :شود( به صورت زیر نوشته می5بورگویگنون هذلولوی )-معادله تکاملی تانسور انحنای ریچی تحت شار گرادیان  .۳.۳قضیه

 

  (3۹) 

𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑅𝑖𝑗) = 𝑔𝑘𝑙[−𝛻𝑖𝛻𝑙(𝑔𝑎𝑟𝑑𝐹)𝑘𝑗 + 𝛻𝑖𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑖 − 𝛻𝑗𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

−𝑔𝑝𝑞𝑔𝑘𝑙[𝑅𝑖𝑗𝑞𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑙 + 𝑅𝑖𝑗𝑞𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑘 + 2𝑅𝑖𝑙𝑞𝑗(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

+𝑔𝑘𝑙[𝜌(𝛻𝑖𝛻𝑘𝑅𝑔𝑗𝑙 − 𝛻𝑖𝛻𝑙𝑅𝑔𝑗𝑘 − 𝛻𝑗𝛻𝑘𝑅𝑔𝑖𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙𝑅𝑔𝑖𝑘)] + 𝑔
𝑘𝑙2𝜌𝑅𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙

+2𝑔𝑘𝑙𝑔𝑝𝑞[(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑘
𝑞
−
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑘
𝑞
)] − 2𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙

𝜕𝑡

−𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞[−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑞 + 2𝜌𝑅𝑔𝑝𝑞]𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 + 2𝑔
𝑘𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑙

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠
𝜕𝑡

𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙.

 

 
 

,𝑥1} مختصات نرمال اثبات. 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} را حول نقطه 𝑝 گیریمدر نظر می:  

 

(40) 
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑅𝑖𝑗) =

𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑔𝑘𝑙𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙) = 𝑔

𝑘𝑙 𝜕
2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 + 2

𝜕𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡

𝜕𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙

𝜕𝑡
+ 𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙

𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
,  

 از طرفی داریم 

  (41) 

 
𝜕𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡
= −𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡
,                                     

 
𝜕2𝑔𝑘𝑙

𝜕𝑡2
= −𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡2
+ 2𝑔𝑘𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑙

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠

𝜕𝑡
.           
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  توان دید( می40) ۀ( در رابط41با جایگذاری ) 

(42) 
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑅𝑖𝑗) = 𝑔𝑘𝑙

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 − 2𝑔

𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞
𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙

𝜕𝑡
− 𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞

𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 

+2𝑔𝑘𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑙
𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠

𝜕𝑡
𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 ,                                               

با استفاده از قضیه قبل و جایگذاری معادله  
𝜕

2
𝑔

𝜕𝑡2
= −2𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 + 2𝜌𝑔  ( می3۹( به معادله )42در معادله )م.رسی  

 

  د:شو(، معادله تکاملی انحنای اسکالر به صورت زیر نوشته می5بورگویگنون هذلولوی )-تحت شار گرادیان .۳.0قضیه  

(43) 

 
𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑅) = 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙[−𝛻𝑖𝛻𝑙(𝑔𝑎𝑟𝑑𝐹)𝑘𝑗 + 𝛻𝑖𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑗𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑘𝑖 − 𝛻𝑗𝛻𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

−𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙𝑔𝑝𝑞[𝑅𝑖𝑗𝑞𝑘(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑙 + 𝑅𝑖𝑗𝑞𝑙(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑘 + 2𝑅𝑖𝑙𝑞𝑗(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑙]

+𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙[𝜌(𝛻𝑖𝛻𝑘𝑅𝑔𝑗𝑙 − 𝛻𝑖𝛻𝑙𝑅𝑔𝑗𝑘 − 𝛻𝑗𝛻𝑘𝑅𝑔𝑖𝑙 + 𝛻𝑗𝛻𝑙𝑅𝑔𝑖𝑘)] + 𝑔
𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙2𝜌𝑅𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙

+2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙𝑔𝑝𝑞[(
𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑘
𝑞 −

𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑗𝑙
𝑝 𝜕

𝜕𝑡
𝛤𝑖𝑘
𝑞)] − 2𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙

𝜕𝑡

−𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑝𝑔𝑙𝑞[−2(𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑝𝑞 + 2𝜌𝑅𝑔𝑝𝑞]𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙 + 2𝑔
𝑖𝑗𝑔𝑘𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑙

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠

𝜕𝑡
𝑅𝑖𝑘𝑗𝑙

−2𝑔𝑖𝑝𝑔𝑗𝑞
𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑅𝑖𝑗

𝜕𝑡
+ 𝑅𝑖𝑗(−𝑔

𝑖𝑝𝑔𝑗𝑞
𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡2
+ 2𝑔𝑖𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑗

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠

𝜕𝑡
).

 

 

  

,𝑥1} مختصات نرمال اثبات. 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} را حول نقطه 𝑝 گیریم. طبق تعریف انحنای اسکالر و استفاده از در نظر می

  :نجام یک محاسبه ساده داریم( و ا41معادلات )

(44) 
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅 =

𝜕2

𝜕𝑡2
(𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗)   = 𝑔

𝑖𝑗 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗 + 2

𝜕

𝜕𝑡
𝑅𝑖𝑗 .

𝜕

𝜕𝑡
𝑔𝑖𝑗 + 𝑅𝑖𝑗

𝜕2𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑡2
                         

= 𝑔𝑖𝑗
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑅𝑖𝑗 − 2𝑔

𝑖𝑝𝑔𝑗𝑞
𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑅𝑖𝑗

𝜕𝑡
+ 𝑅𝑖𝑗(−𝑔

𝑖𝑝𝑔𝑗𝑞
𝜕2𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡2
2𝑔𝑖𝑝𝑔𝑟𝑞𝑔𝑠𝑗

𝜕𝑔𝑝𝑞

𝜕𝑡

𝜕𝑔𝑟𝑠

𝜕𝑡
)  

ۀبا بکارگیری معادله تکاملی انحنای ریچی و جایگذاری معادل 
𝜕

2
𝑔

𝜕𝑡2
= −2𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 + 2𝜌𝑔  ( به معادله 44در معادله )

 .رسیم( می43)

 

 هامثال .0

,𝑀) فرض کنید. 4۰1مثال  𝑔(0)) یک منیفلد ریمانی فشرده دلخواه و متر ابتدایی 𝑔𝑖𝑗(0, 𝑥) ریچی تخت باشد یعنی  

(𝑅𝑖𝑗(0, 𝑥) = 0). 

  :داریم که انحنای ریچی صفر است،بنابراین باتوجه به این

(45) 
 𝑅𝑚 = 𝑑𝑅𝑐 = 𝑅 = 0                                              
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𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹( دارییم:     2) ۀگذاری در معادلو جای (4( و )3با استفاده از روابط )  = 0 . 

 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 کهدر نتیجه با توجه به این + 2𝜌𝑅𝑔 = ,𝑔𝑖𝑗(𝑡 آنگاه 0 𝑥) = 𝑔𝑖𝑗(0, 𝑥), برای معادله شار زیر  یک جواب

 :است

 

 
𝜕2𝑔

𝜕𝑡2
= −𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 + 2𝜌𝑅𝑔,                                       (46)  

  

 .باشدبورگویگنون هذلولوی می-بنابراین هر متر ریچی تخت یک جواب برای شار گرادیان
 

,𝑀) فرض کنید .0.۲مثال  𝑔(0)) یییک منیفلد ریمانی بسته و متر ابتدا 𝑔(0) اینشتینی باشد. یعنی یک ثابت 𝜆  موجود

  است به طوریکه

 𝑅𝑖𝑗 = 𝜆𝑔𝑖𝑗                                                      (4۴)  

  باشد. برای این منظور فرض کنید( دارای جواب می5توان نشان داد که دستگاه )می 

      𝑔
𝑖𝑗
(𝑡, 𝑥) = 𝑐(𝑡)𝑔

𝑖𝑗
(0).                                        (48)  

  

 گاهچون متر ابتدایی اینشتینی است آن

  (4۹) 
𝑅𝑖𝑗(𝑡) = 𝑅𝑖𝑗(0) = 𝜆𝑔𝑖𝑗(0) 

(50) 

𝑅𝑔(𝑡) =
𝑛𝜆

𝑐(𝑡)
 

 :( داریم3( و )2از طرفی با توجه به روابط ) 

(51) 

 (𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑗 = 𝛿𝑑𝑅𝑐 − 𝑔
𝑚𝑛𝑔𝑝𝑞𝑔𝑟𝑠𝑅𝑖𝑚𝑝𝑟𝑅𝑗𝑛𝑞𝑠 +

1

4
|𝑅𝑚|2𝑔𝑖𝑗.  

  با استفاده از روابط زیر 

(52) 

 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 =
𝜆𝑛

𝑐(𝑡)
(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙),                                 

 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝑛𝑐(𝑡)(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙)(0).                            

  :ساده داریم ۀو با یک محاسب 

(53) 
 |𝑅𝑚|2 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝑅

𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝑔
𝑖𝑎𝑔𝑗𝑏𝑔𝑘𝑐𝑔𝑙𝑏𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑                                                

 = 𝜆2𝑛2𝑐2(𝑡)(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 − 𝑔𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙)𝑔
𝑖𝑎𝑔𝑗𝑏𝑔𝑘𝑐𝑔𝑙𝑑(𝑔𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 − 𝑔𝑏𝑐𝑔𝑎𝑑) 

 = 𝜆2𝑛2𝑐2(𝑡)(𝛿𝑎𝑘𝛿𝑙𝑏 − 𝛿𝑘𝑏𝛿𝑎𝑙)(𝛿𝑎𝑘𝛿𝑙𝑏 − 𝛿𝑘𝑏𝛿𝑎𝑙)                            
 = 𝜆2𝑛2𝑐2(𝑡)(𝛿𝑎𝑘𝛿𝑙𝑏 − 𝛿𝑘𝑏𝛿𝑎𝑙)

2 = 2𝜆2𝑛3(𝑛 − 1)𝑐2(𝑡).                   
 

 بنابراین
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  (54) 

 
1

4
|𝑅𝑚|2 =

𝜆2𝑛3(𝑛−1)

2
𝑐(𝑡).                                       

𝑑𝑅𝑐 نکه( و یک محاسبه سرراست و ای54( و )51با استفاده از روابط )  =   داریم 0

(55) 
 

 (𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹)𝑖𝑗 = −2(𝑛 − 1)𝑐(𝑡)
−1𝜆2𝑛2𝑔𝑖𝑗 +

𝑛3(𝑛−1)𝜆2

2
𝑐(𝑡)𝑔𝑖𝑗  

 :شود( به صورت زیر نوشته می5بنابراین معادله ) 

(56) 
 

𝜕2𝑐(𝑡)𝑔𝑖𝑗(0)

𝜕𝑡2
= 2(𝑛 − 1)𝑐(𝑡)−2𝜆2𝑛2𝑔𝑖𝑗(0) −

𝑛3(𝑛−1)𝜆2

2
𝑐2(𝑡)𝑔𝑖𝑗(0)2𝜌𝑛𝜆𝑔𝑖𝑗(0)  

 یعنی 

  

 
𝜕2𝑐(𝑡)

𝜕𝑡2
= 2(𝑛 − 1)𝑐(𝑡)−2𝜆2𝑛2 −

𝑛3(𝑛−1)𝜆2

2
𝑐2(𝑡) + 2𝜌𝑛𝜆. (5۴)  

 

𝑐(0) لذا با شرط اولیه = 𝑐̇(0) =  𝑔 معادله فوق صدق کند آنگاه ( در48در رابطه ) 𝑔 ، اگر ضریب متر تعریف شده1

,𝑆𝑛) بورگویگنون هذلولوی خواهد بود.   فرض کنید-جواب شار گرادیان 𝑔𝑐𝑎𝑛
𝑆𝑛  و 1بعدی با انحنای ثابت کانونی  𝑛 کره ((

𝑁 یک رویه و 𝑔𝑐𝑎𝑛
𝑁 𝑀 باشد. منیفلد ریمانی -1متر کانونی با انحنای ثابت   = 𝑆𝑛 × 𝑁 را با متر 𝑔𝐴𝐵 =

𝐴𝑔𝑐𝑎𝑛
𝑆

2
⊕ 𝐵𝑔𝑐𝑎𝑛

𝑁 ( 5دنبال یافتن جواب برای دستگاه )گیریم. بهتوابعی حقیقی مقدار هستند در نظر می 𝐵 و 𝐴 که 

  :باشیم. با توجه به تعریف متر داریممی

(58) 

 𝑔𝑀 = [
𝐴 0
0 𝐵

],                                                   

  (5۹) 

 𝑅𝑐 = [
1 0
0 −1

],                                                  

  

  با انجام یک محاسبه داریم

(60) 

 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 = [

𝐴2−𝐵2

2𝐴𝐵2
0

0
𝐵2−𝐴2

2𝐴𝐵2

],                                       

  

 𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗 = (
1

𝐴
−

1

𝐵
).                                           (61)  
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  ( داریم5با جایگذاری روابط فوق در دستگاه ) 

(62) 

 [𝐴̈ 0
0 𝐵̈

] = − [

𝐴2−𝐵2

2𝐴𝐵2
0

0
𝐵2−𝐴2

2𝐴𝐵2

] + 2𝜌 (
1

𝐴
−

1

𝐵
) [
𝐴 0
0 𝐵

]                   

  = [

𝐵2−𝐴2

2𝐴𝐵2
+
2𝜌(𝐵−𝐴)

𝐵
0

0 −
𝐵2−𝐴2

2𝐴𝐵2
+
2𝜌(𝐵−𝐴)

𝐴

].                            

 های فوق داریماز تساوی ماتریس 

  (63) 

 

{
 

 𝐴̈ =
𝐵2−𝐴2

2𝐴𝐵2
+ 2𝜌(

𝐵−𝐴

𝐵
),

                                        

𝐵̈ = −
𝐵2−𝐴2

2𝐴𝐵2
+ 2𝜌(

𝐵−𝐴

𝐴
).

  

 

  آید.دست میه به صورت زیر ب 𝐵 و 𝐴 از معادلات بالا رابطه بین ضرایب

(64) 

 𝐴̈ + 𝐵̈ = 2𝜌 (
𝐵−𝐴

𝐵
) + 2𝜌 (

𝐵−𝐴

𝐴
).                                   

باشد می 1توان فرض کرد حجم برابر ادن کلیت میکند. لذا بدون از دست ددانیم شار ریچی حجم را حفظ میهمانطور که می 

𝐴 و بنابراین =
1

𝐵
 :شود( به صورت زیر بازنویسی می63لذا معادله ) .

(65) 

 𝐴̈ =
1

2
(
1

𝐴
− 𝐴3) + 2𝜌(1 − 𝐴2)                                 

𝐴(0) با شرط اولیه 𝐴 لذا اگر ضریب  = 𝐴̇(0) و 1 = -یک جواب شار گرادیان 𝑔 دق کند آنگاه متر، در معادله فوق ص1

  د.بورگویگنون هذلولوی خواهد بو

𝑀 منیفلد ریمانی. 0.0مثال  = 𝑆3 × ℝ با متر  

(66) 

 𝑔𝐴𝐵 = 𝐴𝑔𝑐𝑎𝑛⊕𝐵𝑑𝑡2,                                    

از حاصلضرب دو متر اینشتینی بدست  𝑔𝐴𝐵 یاشد. چون مترمی 1حنای با ان 𝑆3 متر روی کره 𝑔𝑐𝑎𝑛 گیریم. کهرا در نظر می 

  آید، لذامی

 𝛿𝑑𝑅𝑐 = 0.                                                          (۴6)  

  با توجه به تعریف متر ریمانی و با انجام محاسبه سرراست داریم 

 𝑅𝑐 = [
1 0
0 0

],                                                      (86)  

  بنابراین 

 𝑅 =
1

𝐴
 ,                                                                (6۹)  

  پس 

 𝑅𝑔 =
1

𝐴
[
𝐴 0
0 𝐵

].                                                 (0۴)  
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  همچنین 

 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹 = [

1

𝐴
0

0 −
3𝐵

𝐴2

].                                                (۴1)  

  :آید( رابطه زیر بدست می5با جایگذاری روابط فوق در دستگاه ) 

 [𝐴̈ 0
0 𝐵̈

] = − [

1

𝐴
0

0
−3𝐵

𝐴2

] + 2𝜌 (
1

𝐴
) [
𝐴 0
0 𝐵

]                             

 = [

1

𝐴
− 2𝜌 0

0 −
3𝐵

𝐴2
+
2𝜌𝐵

𝐴

]                                          (۴2)  

 در نتیجه 

 

 {
𝐴̈ =

1

𝐴
− 2𝜌,                                        

𝐵̈ = −
3

𝐴2
𝐵 + 2𝜌

𝐵

𝐴
.                             

 (3۴)  

 

𝐴(0) لذا با شرط اولیه  = 𝐴̇(0) = 𝐵(0)و 1 = 𝐵̇(0) = در معادلات فوق صدق  𝑔 اگر ضرایب متر تعریف شده،  1

  بود.بورگویگنون هذلولوی خواهد -، جواب شار گرادیان𝑔کنند آنگاه
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