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Introduction 

Regression analysis is a common method for modeling 

relationships between variables. Usually Ordinary Least Squares 

method is applied to estimate regression model parameters. 

These estimators are unbiased and appropriate when design 

matrix is nonsingular.  

In presence of multicollinearity, design matrix is singular and 

Ordinary Least Squares estimates cannot be obtained. In this 

situation, other methods, such as Lasso, Ridge and Lars may be 

considered. 

Other hand, in many fields such as medicine, number of variables 

is greater than the number of observations and usual methods 

such as Ordinary Least Squares are not proper and shrinkage 

methods, such as Lasso, Ridge and ... have a better performance 

to estimate regression model coefficients. In the shrinkage 

methods, tuning parameter plays an essential role in selecting 

variables and estimating parameters. Bridge shrinkage estimators 

is an estimator that can be obtained by changing its tuning 

parameter. In other words, Bridge method is the extension of 

Ridge and Lasso regression methods. Selecting the appropriate 

amount of tuning parameter is important. There are many 

studies on each of these methods under the assumed conditions. 

In this paper, performance of Bridge shrinkage estimators, such 

as Lasso and Ridge are compared with Lars and Ordinary Least 

Squares estimators in a simulation study. 

 

Material and Methods 

A simulation study is applied to compare performance of the 

regression methods Ridge, Lasso, Lars and Ordinary Least 

Squares. MSE criterion is applied to evaluate the method 

performance. 

Statistical software R is applied for simulation and comparing 

the regression methods. 

 

Results and discussion 

In the presence of collinearity, Bridge regression estimators will 

result in appropriate estimators. These estimators are biased but 
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their performance is better than unbiased estimators such as 

Ordinary Least Squares. Indeed, Bridge estimators have the best 

performance in the class of biased estimators. 

 

Conclusion 

In this article, Ridge and Lasso estimators as special cases of 

Bridge estimators are compared with Lasso and Ordinary Least 

Squares in a simulation study.  

This study shows that under the supposed conditions, Ridge, 

Lasso and Lars have better action than Ordinary Least Squares 

method. 

Lars method has the best performance and Ridge estimators is 

better than Lasso Regression. 
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در رگرسیون دو  سازی روابط بین متغیرهاست. لذادر مدل آماری ای متداولهتحلیل رگرسیون یکی از روش

  گیرد.توجه قرار می مورد حاصلها و تحلیل روابط رتعیین روابط بین متغی موضوع 

 ای معمول مانند رگرسیون کمترینهروشدر مسائل با بعد بالا وقتی تعداد متغیرها بیشتر از تعداد مشاهدات است، 

های انقباضی، ازجمله لاسو، ریج و ... از کارایی بهتری در برآورد روشای دوم عادی کارایی لازم را ندارند و هنتوا

 بیینیهای ترها پارامتر کنترل نقش اساسی در انتخاب متغیرضرایب رگرسیونی برخوردار هستند. در این برآوردگ

انقباضی بریج، برآوردگری است که با تغییر پارامتر کنترل آن  هایکند. برآوردگربازی می ضرایب مدلو برآورد 

ا بدست یافت. در این مقاله برآوردگر انقباضی بریج از جمله لاسو و ریج را  ریج و لاسوتوان به برآوردگرهای می

طا دوم خای هنمیانگین توا با معیاررا  اهنمقایسه کرده و کارایی آ معمولیهای دوم برآوردگر لارس و کمترین توان

 دهیم.مورد ارزیابی قرار می
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 مقدمه .1

تحلیل رگرسیونی تکنیکی آماری برای بررسی و به مدل درآوردن ارتباط بین متغیرهاست. در بسیاری از مسائل از    

کوچک  𝑛بزرگ و   pه الکم است که به مس( n)بسیار زیاد و تعداد مشاهدات  (p) ی تبیینیجمله پزشکی تعداد متغیرها

تا نسبی از متغیرها رفتار رخود. از طرفی بشهای رگرسیون میدر برازش مدل باعث بروز اشکالله سا. این ماستمعروف 

یکسانی با متغیرهای دیگر دارند یا در واقع برخی از متغیرها ترکیب خطی از یک یا چند متغیر دیگر هستند. از این رو 

 ثیر بوده را انتخاب کرده و بهأن تتریمجموعه کوچک از متغیرها که دارای بیشدر رویارویی با این گونه مسائل، یک زیر

 پردازیم. ها میآنضرایب برآورد 

 یابیهای برآوردسازی رگرسیونی است. روشترین بخش در مدلاساسیا هنآ انتخاب متغیر و برآورد کردن ضرایب

با ه ر مواجهد …و  گام به گامصورت به های تبیینی، انتخاب متغیر(𝑂𝐿𝑆) 1م عادیی دوهاناکمترین تو رگرسیون

 های مدلدهند. از آسیبهای متفاوتی برخوردار باشند عملکرد قابل اطمینانی از خود نشان نمیهایی که از ویژگیداده

بینی کم و انتخاب نادرست متغیرها اشاره نمود. توان به عدم پایداری، دقت پیشها میدر هنگام استفاده از این روش

نقباضی های اشوند. روشزیاد باشد تشدید نیز می ی تبیینیهامتغیرهمبستگی بین علاوه این مشکلات زمانی که به

وجه زیاد باشد مورد ت متغیرهای تبیینیهمبستگی بین  وقتیخصوص عنوان راهکاری در جهت کاهش این مشکلات بهبه

 اند. قرار گرفته

را  هابرآوردگربرخی کارایی  دوم خطا، یآنهاتو های انقباضی برای تابع زیانروشکه  نشان دادند [5] 2یناجیمز و است

 کنند. اگرچهبرآورد می آنهاها ضرایب رگرسیونی را با اعمال محدودیت روی دامنه تغییرات دهند. در این روشافزایش می

ان توکه میکند، به طوریدهد ولی مقداری اریبی ایجاد میهایی واریانس برآوردگر را کاهش میوجود چنین محدودیت

 .کاهش یابد (MSE) دوم خطای هاناامیدوار بود در نهایت میانگین تو

 

 یابی ضرایب مدل رگرسیونبرآوردهای شمروری بر رو. 2

 به صورت ماتریسی  یخطرگرسیون مدل    

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝜖 

 𝛽(𝑝×1)  تبیینی،متغیرهای  رماتریس مقادی 𝑋(𝑛×𝑝)بردار مشاهدات متغیر پاسخ،  𝑌(𝑛×1) که در  آنرا در نظر بگیرید، 

𝜖(𝑛×1)بردار ضرایب رگرسیونی و = (ϵ1, … , ϵ𝑛)
𝑇  امیدخطای تصادفی با بردار 𝐸(𝜖) = 𝐶𝑜𝑣(𝜖)   و کوواریانس  0 =

σ2 I  و (𝑛, 𝑝) ≥   .شودمیداده نمایش  𝑥𝑖𝑗با   𝑥𝑗 عنصرامین  i و 𝑥𝑗 با  𝑋ماتریس ستونامین jدر این مدل  است. 1

𝑄 یعنی  های دوم ماندههانابرآوردگری است که مجموع تو  دوم معمولیی هاناکمترین تو برآوردگر =

𝑄(𝛽1, … , 𝛽𝑝) = 𝜖
𝑇𝜖 = ∑ 𝜖𝑖

2𝑛
𝑖=1 بودن ماتریس  تکینا مینیمم نماید. در صورت نار𝑋𝑇𝑋 ، گیری ازبا مشتق  𝑄 

                                                           
1 Ordinary Least Squares Estimator 
2 James and Stein 
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 𝛽̂صورت و برابر صفر قرار دادن مشتق حاصل، برآوردگر ضرایب مدل به  𝛽  هنسبت ب
𝑂𝐿𝑆

= (𝑋𝑇𝑋 )−1𝑋𝑇𝑌   حاصل

 .شودمی

 روش انقباضی بریج 1.2

∑ را تحت قید 𝑄 ۀدوم ماند یهانامجموع تو [3] 1نفرانک و فریدم  |𝛽𝑗|
𝛾 ≤ 𝑡

𝑝
𝑗=1  ،به ازای 𝑡 ≥ 𝛾 و 0 ≥ 0

 چندگانه، برای مقابله با همخطی 4به نام رگرسیون بریج 3لاسو و 2عنوان تعمیمی از رگرسیون ریجم کردند و آن را بهممینی

 صورت سازی  فوق  بهله بهینهاحاصل از حل مس ارائه نمودند. برآوردگر

 𝛽̂𝐵𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛⏟    
𝛽

 ((𝑌 − 𝑋𝛽)𝑇(𝑌 − 𝑋𝛽) + k∑ |𝛽𝑗
𝑝
𝑗=1 |𝛾) 

 لازم به ذکر. کندبوده و میزان انقباض تحمیل شده به ضرایب را کنترل می  5لپارامتر کنتر k که در آن ،شودمیحاصل 

𝛾اگر  در این رابطه  .منجر به افزایش کارایی برآوردگر خواهد شد  𝛾است که انتخاب بهینه   = ، مساله فوق به  2

𝛾اگر  و شودتبدیل میرگرسیون ریج  = رگرسیون بریج بیزی را مورد مطالعه  [8] 6مالیک و یی است. رگرسیون لاسو ،1

 .قرار دادند

𝛾برای   =  𝛽̂ برآوردگر ریج دارای صورت بسته  2
𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒

= (𝑋𝑇𝑋 + 𝑘𝐼 )−1𝑋𝑇𝑌 برخلاف روش ریج، لاسو  .است

نشان داد اگر [ 1] 7اما تیبشیرانی آید،دست میصورت عددی بهبردار ضرایب  به 𝑘ر ای ندارد و برای هر مقداصورت بسته

𝑋𝑇𝑋یعنی ،8ماتریس طرح متعامد = 𝐼   صورت  باشد، ضرایب برآوردگر لاسو به 

𝛽̂ 
𝐿𝑎𝑠𝑠𝑜

= 𝑆𝑔𝑛(𝛽̂ 
𝑂𝐿𝑆) (𝛽̂ 

𝑂𝐿𝑆
−
𝑘

2
𝐼)
+

 

+𝑎تابع علامت و   𝑆𝑔𝑛که در آن ،آیددست می به = max (0, 𝑎) .است 

 نیست. ایبرآوردگر بریج در حالت کلی همانند لاسو دارای صورت بسته 

                                                           
1 Frank and Friedman 
2 Ridge 
3 LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) 
4 Bridge Regression 
5 Tuning Parameter 
6 Mallick and Yi 
7 Tibshirani 
8 Orthogonal 
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𝒑عملکرد رگرسیون بریج در حالت  .1شکل = 𝒕و    𝟒 = 𝟏 

|𝛽1|) تاوان ۀناحی 1شکل 
𝛾 + |𝛽2|

𝛾 ≤ ی دوم هاناکمترین توها با مرکزیت برآورد  دوم مانده و مجموع توان  (1

𝛾دهد. این شکل به وضوح ناتوانی روش بریج  درحالت ی را نشان میعاد ≥ در صفر برآورد کردن ضرایب را نشان  2

𝛾 وقتی ای باشد که در آن یکی از ضرایب صفر است. اماتواند در نقطهداده، که برخورد دو ناحیه نمی ≤ ، برآورد ضرایب 1

غیر صفر برآورد شده و به این ترتیب مت اثر دقیقاًرد که بعضی از ضرایب، مربوط به متغیرهای بیپذیای انجام میبه گونه

، پذیردمربوط به آن ضرایب از مدل خارج خواهد شد. بنابراین در این روش، برآوردیابی و انتخاب متغیر تواماً صورت می
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𝛾که این ویژگی استفاده از روش انقباضی بریج را برای ≤ برای  جمله لاسو( در بعد بالا بسیار محبوب ساخته است.)از   1

 مراجعه کرد. [2] 1فوتوان به یمواریانس برآوردگر بریج  ۀمحاسب

  

 𝒌 و پارامتر کنترل 𝜸 انتخاب پارامتر انقباضی  1.1.2

را به  (GCV 2) تقابل تعمیم یافتهآماره اعتبارسنجی مان تومی 𝑘و پارامتر کنترل  𝛾انقباضی  ربرای انتخاب بهینه پارامت

𝛾ارائه کردند. برای پارامترهای [4] 3 هبان و وایوکراآن را که  کار برد  ≥ 𝑘 و   1 ≥  رتصو ، این معیار به0

(1) 𝐺 𝐶𝑉 =
1

𝑛
∑ (

𝑒𝑖,𝑘

1−
𝑝(𝑘)

𝑛

)𝑛
𝑖=1

2

 

𝑝(𝑘) که در آن  ،شودتعریف می = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑋(𝑋𝑇𝑋 + 𝑘Ω−)−1𝑋𝑇) − 𝑛0،   𝑛0 تعداد 𝛽̂𝑗صفر های، Ω− عکوس م

Ω یافته، تعمیم = 𝑑𝑖𝑎𝑔(
𝛾

2
|𝛽̂𝑗|

𝛾−2
𝑒𝑖,𝑘 و  (  = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖

𝐵𝑟𝑖𝑑𝑔𝑒
 است.  

بدین منظور، با در نظر  .داشته باشدمینیمم مقدار خود را  𝐺𝐶𝑉شوند که آماره چنان انتخاب می 𝑘و  𝛾پارامترهای  

𝛾ی مساوی در ناحیههابا فاصله 𝑘 و  𝛾مقادیری از گرفتن ≥ 𝑘 و   1 ≥ ,𝛾برای هر زوج ) GCVمقدار ، 0 𝑘 ) محاسبه

 [.2] مینیمم شده باشد GCVازای آن ود که بهشیعنوان برآورد این پارامترها انتخاب مبه 𝑘 و  𝛾ود و مقداری ازشیم

  برآوردگر لارس 2.2

 ،ابداع شده است. در این روش 4رگرسیون لارس روش خطی است که براساس الگو گرفتن از روش لاسو و روش پیشرو 

از  شوند و بعدمدل را داشته باشند تک به تک وارد مدل می ورود به لازم برای در صورتی که معیار تبیینی متغیرهای

 .کندلاسو را برطرف می ای کلاسیک و پیچیدگی محاسبات روشهشوهای رصشوند. این روش نقنمی ورود حذف

 الگوریتم لارس 1.2.2

متغیری که بیشترین مقدار همبستگی را با متغیر پاسخ دارد انتخاب د. شویتمام ضرایب مدل برابر صفر فرض مابتدا 

که میزان  ایشود، به گونهداشته میبر(𝑥1)  تبیینیبزرگترین گام ممکن در راستای متغیر  ، سپس(𝑥1)شود می

گام بعدی در  یکسان باشد. (𝑥1) های حاصل از برازش مدل برای با باقیمانده (𝑥2) دیگر تبیینیهمبستگی متغیر 

,𝑥1)راستای نیمساز زاویه بین  𝑥2) همین به ای شود کهسومی وارد مجموعه تبیینیتا اینکه متغیر  شود،برداشته می 

تیب، روند دارد و به همین ترش مبتنی بر دو متغیر تبیینی اول با مانده مدل حاصل از برازبیشترین همبستگی را  ترتیب

 ( به صورت𝜇̂) در این صورت، برآورد حاصل از الگوریتم لارس یابد.یورود متغیرها به مدل ادامه م

  𝜇̂ = 𝑋 𝛽̂ 

ی تبییندر هر مرحله یک متغیر است.  ماتریس مقادیر متغیرهای تبیینی Xیونی و بردار ضرایب رگرس 𝛽̂است، که در آن 

 (.[11]و [9])خواهد بود تا𝑚  ،صفرناهای مرحله، تعداد ضریب 𝑚و پس از شده مورد نظر اضافه   به مدل

                                                           
1 Fu 
2 Generalized Cross Validation 
3 Wahba 
4 Forward Stagewise 
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 سازیشبیه. مطالعه 3

عادی دوم  یهاناعملکرد و مقایسه روش کمترین توسازی  مونت کارلو به ارزیابی در این بخش با استفاده از فرایند شبیه

ه جا ک. از آنه خواهد شدپرداخت مدل رگرسیون چندگانهبر روی برآوردگرهای ریج و لاسو( در و لارس با بریج )با تمرکز 

عه مورد مطالحالت شده را بیشتر در این سازی های شبیهمدل ،های انقباضی برای مقابله با همخطی چندگانه استروش

ا میزان همخطی هایی بهای طرح، متفاوت است. برای داشتن دادهدر ماتریسچندگانه همخطی مقدار  دهیم.قرار می

 صورت ها بهپیشنهاد دادند که داده [6]و گلارنیو مختلف، مک دونالد 

𝑥𝑖𝑗 = (1 − ℎ
2)1/2𝑧𝑖𝑗 + ℎ𝑧𝑖𝑝                      𝑖 = 1,… , 𝑛, 𝑗 = 1,… , 𝑝 

ی بیینهمبستگی بین هر دو متغیر ت h و تصادفی مستقل از توزیع نرمال استاندارداعداد شبه 𝑧𝑖𝑗 که در آن  د شوند،تولی

 است. 

 ها در چند وضعیت انجام شده است.یازسههای رگرسیونی، شبیشدر ادامه به منظور مقایسه رو

باشد و  𝑘و  𝛽 ،𝜎2دوم خطا، تابعی از ی هاناصورتی که میانگین توبیان کردند در  [7] 1منو او وسانیوه  :1 حالت

تحت قید  𝑋𝑇𝑋بردار ویژه نرمال شده متناظر با بزرگترین مقدار ویژه ماتریس  𝛽ی ثابت باشند، اگر بیینمتغیرهای ت

𝛽𝑇𝛽 =  شود. یمم میمین (𝑀𝑆𝐸) ی دوم خطا هاناگاه میانگین کمترین توباشد، آن 1

𝑛 به ازای  𝛽 بردار برای برآورد ضرایب 𝑋𝑇𝑋  از بردار ویژه متناظر با بزرگترین مقدار ویژه ماتریس  لذا = 5,20,50,100 ، 

،ℎ = 0.7,0.9,0.99  𝑝 = 𝜎و   4,20 =  . شودمقادیر متغیر پاسخ استفاده میسازی در شبیه 0.5

انتخاب می شود که  kبر اساس این روش، مقداری از  دست آمده است.ه ب  𝐺𝐶𝑉از روش  𝑘مقدار ، فوق وارددر تمام م

 مینیمم شود. GCVبه ازای آن 

 .اندارائه شده 1ها در جدول سازینتایج حاصل از شبیه MSE در نظر گرفته شده و 1111در همه موارد تعداد تکرار برابر 
 

𝑝))  1سازی حالتنتایج شبیه: 1جدول = 4,20   𝑛 = 5,20,50,100    ℎ = 0.7,0.9,0.99 
 P=20    p=4   MSE h 

100 50 20   5 100 50 20   5 n  
 

0.7 

0.149 0.471 NA NA 0.023 0.043 0.150 3715 OLS 
0.072 0.104 0.284 0.421 0.027 0.040 0.080 0.473 Ridge 
0.159 0.483 1.282 3.617 0.021 0.440 0.144 0.850 Lasso 
0.190 0.430 1.022 3.100 0.021 0.40 0.134 0.800 Lars 

0.465 1.291 NA NA 0.062 0.126 0.407 5135 OLS 

0.9 
0.063 0.092 0.282 0.254 0.045 0.061 0.109 0.371 Ridge 
0.470 1.025 1.942 5.322 0.062 0.125 0.342 1.363 Lasso 
0.247 0.803 0.952 4.220 0.041 0.110 0.320 1.330 Lars 

5.691 15.31 NA NA 0.133 0.274 0.876 4955 OLS  
0.99 0.045 0.072 0.133 0.149 0.044 0.060 0.109 0.351 Ridge 

1.612 2.129 3.451 7.474 0.133 0.255 0.566 1.751 Lasso 
1.352 1.712 2.121 5.124 0.100 0.215 0.327 1.631 Lars 

 

                                                           
1 Newhouse and Oman 
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درستی برآورد کند  تواند ضرایب را بهنمیی م عادی دوهاناکمترین تو ، روشℎبا افزایش  شودطور که ملاحظه میهمان

 هارآوردگرب ین عملکرد نسبت به سایربهتر دارایهمچنین برآوردگر ریج  .کننداما دو برآوردگر  لاسو و لارس بهتر عمل می

، 𝑛شود با افزایش شود نیز صادق است. همچنین مشاهده میخیلی زیاد مین نتیجه زمانی که تعداد متغیرها . ایاست

ها دارای تعداد متغیرها بیش از مشاهدات است یا داده وقتیحالت کلی یابند. بنابراین دربهبود می گرهابرآورد همه

دست آورد و مقدار میانگین  تواند به خوبی ضرایب را بهنمیی دوم آنهاباشند، برآوردگر کمترین توچندگانه همخطی 

 و دارد عادیی دوم آنهااز برآوردگر کمترین تو یبهترعملکرد دوم خطای آن بسیار زیاد بوده اما برآوردگر لاسو  توان

ریج دارای رگرسیون  . در نهایت،همچنین برآوردگر لارس بهتر از دو برآوردگر قبلی است .دارای خطای کمتری است

 هاست.بینی در بین سایر روشبهترین دقت پیش

 

𝛽صورت به 𝛽بردار  در این حالت:  2حالت  = (3,1.5,0,1,0,0,0,0)𝑇 به ترتیب  4و  2ول ادر جد .شوددر نظر می

م ی دوآنهای رگرسیون کمترین توهاشبه رو n=50و   n=20برای سازی برای برآورد ضرایب رگرسیونی شبیه نتایج

 ی، لاسو، ریج و لارس ارائه شده است.عاد

 

 
𝑝) 2حالت  سازیشبیه: نتایج 2جدول = 8, 𝑛 = 20, ℎ = 0.7) 

𝛽 𝛽̂𝑂𝐿𝑆 𝛽̂𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜 𝛽̂𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒  𝛽̂𝐿𝑎𝑟𝑠 

3.00 0.72 1.00 1.70 1.10 
1.50 -8.66 1.10 2.08 1.30 
0.00 -12.40 0.90 2.16 2.61 
1.00 0.90 0.00 0.33 0.15 
0.00 -4.13 0.00 0.40 0.00 
0.00 -7.30 0.00 0.25 -0.67 
0.00 11.33 4.17 0.88 7.45 
0.00 10.96 0.00 0.35 0.00 

 

 
ی آنهابا معیار میانگین تو) 2های رگرسیونی حالت شسازی روهای حاصل از شبیهگربرآوردخطای ، به مقایسه 3در جدول 

 پرداخته شده است. (دوم خطا

 
𝑝) 2سازی حالتی دوم خطا شبیهآنهامیانگین تو :3جدول = 8, 𝑛 = 20, ℎ = 0.7) 

𝛽̂𝐿𝑎𝑟𝑠  𝛽̂𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜  𝛽̂𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒  𝛽̂𝑂𝐿𝑆 

58.98  62.14  40.84                               355.71 

 
𝑛 اندازه نمونه با 2سازی برای حالت ، نتایج شبیه4در جدول  =  :، ارائه شده است 50
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𝑝) 2حالت  سازیشبیه : نتایج0جدول = 8, 𝑛 = 50, ℎ = 0.7) 

𝛽 𝛽̂𝑂𝐿𝑆 𝛽̂𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜 𝛽̂𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒  𝛽̂𝐿𝑎𝑟𝑠 

3.00 
  1.50 

-1.82  
3.55  

2.10 
1.01 

2.81 
1.20 

2.50 
1.85 

0.00 4.26  0.03 0.02  0.01 
1.00 7.25 2.02  1.03  0.92 
0.00 1.19 0.00  0.02  0.00 
0.00 -0.19  0.00 0.01  0.00 
0.00 1.34  0.00  0.02  0.00 
0.00 -5.95  -5.95   0.00 -0.10 

 

 

𝑛برای  2برای مقایسه خطای برآوردگرهای رگرسیونی در حالت  =  ،سازیشبیهخطای نتایج ی دوم هانا، میانگین تو50

 حاصل شده است. 5به صورت جدول 
 

 2 حالت زیسایهشببرای ی دوم خطا آنهامیانگین تو:  5جدول 
𝛽̂𝐿𝑎𝑟𝑠 𝛽̂𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜 𝛽̂𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒 𝛽̂𝑂𝐿𝑆 
22.11 23.93 17.21 93.58 

 

قابل توجه است، برآوردگر چندگانه صفر و میزان همخطی  𝛽مقدار واقعی پارامتر وقتی  دهندمینشان  4و  2 جداول

آن بسیار بالا است. اگرچه برآوردگر ریج  𝑀𝑆𝐸تواند ضرایب را به درستی پیدا کرده و  مقدار ی دوم نمیهاناتوکمترین 

 یخوب عملکرد برآوردگرهای لاسو و لارس در برآورد پارامترهای صفر 4و 2با توجه به جدول  .کمتری است  𝑀𝑆𝐸دارای 

صفر برآورد می شوند و به این ترتیب متغیرهای مربوط به آن ضرایب از  یقاًدارند و برخی از ضرایب متغیرهای بی اثر دق

در روش لارس نسبت به لاسو و امکان برآوردیابی و انتخاب متغیرها  𝑀𝑆𝐸با توجه به مقدار کمتر . شوندیمدل خارج م

 به طور همزمان این روش از مزایای به کارگیری آن است.

های انقباضی ریج، لارس و لاسو عملکرد بهتری نسبت به رگرسیون شدهد که روینشان م زیساشبیهطور کلی نتایج   هب

ی دوم معمولی دارند و در صورت بروز همخطی و در مسائل بعد بالا که تعداد مشاهدات نسبت به تعداد هاکمترین توان

 شود.یهای لارس و ریج توصیه ممتغیرها کم است، به کارگیری روش

 

 ی رشد گندماهداده ای رگرسیونی درهشرو کاربرد 1.3

را با توجه به میزان بارندگی فصل  1962-1931ی اهمیزان رشد گندم برای ایالت آیووا در سال (IOWA)آیووا ای هداده

ی شده برای این پنج ماه را نشان گیرقبل، سه ماه فصل رشد، فصل برداشت و همچنین متوسط درجه حرارت اندازه

 آمده است. (Yield)ی توصیفی متغیر پاسخ اهآماره 7توصیفی از این متغیرها و در جدول  6دولهد. در جدیم
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ی آیووااههتوصیف متغیرهای داد :6جدول  

 متغیرها توصیف  نوع متغیرها 

 متغیر پاسخ

 متغیر تبیینی
"        " 
"        " 
"        " 
"        " 
"        " 
"        " 
"        " 
"        " 

 میزان گندم داده شده سال

 یریگسال اندازه

 بارش فصل قبل

 متوسط دمای اولین ماه رشد

 متوسط بارش اولین ماه رشد

 متوسط دمای دومین ماه رشد

 متوسط بارش دومین ماه رشد

 متوسط دمای سومین ماه رشد

 متوسط بارش سومین ماه رشد

 متوسط دمای ماه برداشت

Yield 

Year 

Rain0 
Temp1 

Rain1 

Temp2 
Rain2 
Temp3 

Rain3 

Temp4 

 
 

 آمده است: 7ی آیووا در جدول اهی توصیفی متغیر پاسخ در دادهاهآماره
 

 ی آیووااهی توصیفی متغیر پاسخ در دادهاهآماره :7جدول
 انحراف معیار میانگین ماکسیمم چارک سوم میانه چارک اول مینیمم

20.0 43.1 52.0 59.0 76.0 50.0 13.18 

 

، لاسو، ریج و OLSبه چهار روش رگرسیون  اهبرآورد ضرایب برآوردگرهای پارامترهای مدل رگرسیونی برای این داده

 ارائه شده است: 8لارس در جدول 
 

 اهآیووا همراه با خطای آن ایهبرآورد پارامترها برای داده :8جدول
 𝛽̂𝑂𝐿𝑆 𝛽̂𝑙𝑎𝑠𝑠𝑜 𝛽̂𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒  𝛽̂𝐿𝑎𝑟𝑠 

          
          

0.00 
0.88  

0.00 
0.76 

0.00 
0.62 

0.66 
0.00 

 0.78  0.28 0.43  0.00 
 -0.46 0.00  -0.29  0.00 
 -0.78 0.00  -0.77  0.00 
 0.48  0.00 0.12  1.69 
 2.56  2.10  2.08  -0.17 
 0.05  -0.01   -0.05 0.00 
 0.41 0.24 0.64 -0.23 
 -0.66 -0.55 -0.51 0.66 

MSE 61.83 50.62 47.49 42.57 

 

 

متغیر تبیینی، روش لارس دارای بهترین عملکرد است و  9دهد که برای برآورد میزان گندم بر اساس نشان می 8جدول 

همچنین تعداد ضرایب صفر برآورد شده آن بیش از سایر روش هاست که موجب سادگی بیشتر مدل می شود. این توانایی 

روش ریج نیز پس از لارس دارای عملکرد بهتری نسبت به سایر روش ازی نیز ملاحظه شد. سهش لارس در نتایج شبیرو

 ای دوم عادی دارای بیشترین خطا بوده است.هنبعد از آن قرار دارد. روش کمترین توا ۀهاست و رگرسیون لاسو در مرتب
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 گیرینتیجه

یون زمینه کاری بسیاری از آماردانان دهه اخیر است. یکی از عوامل که منجر بهبود دادن برآوردگرهای معادلات رگرس 

طور که در این مقاله شود، وجود همخطی در ماتریس طرح است. همانبه تلاش برای یافتن برآوردگرهای بهبودیافته می

ن مورد توجه زیادی قرار شرح آن گذشت، یکی از این برآوردگرهای بهبودیافته که در سال های اخیر از سوی آماردانا

دگر ورآله همخطی مواجه هستیم، برأوقتی با مس است.گرفته است، برآوردگر بریج و حالات خاص آن یعنی ریج و لاسو 

ر کمتعادی های دوم آن از خطای برآوردگر کمترین توانرده برآوردگرهای اریب، بهترین برآوردگر است و خطای  بریج در

 کنند. های مفید و خوبی است که استفاده از این برآوردگر را توجیه مییاست و همچنین دارای ویژگ

 و استفاده ازچندگانه  ه همخطیالضرایب معادلات رگرسیونی چندگانه با در نظر گرفتن مسبه برآورد در این مقاله، 

ا را بمانند ریج و لاسو همچنین برآوردگر بریج پرداخته شده است. خورد، این مشکل به چشم می آنهاهایی که در داده

یار خوب بسچندگانه همخطی  ۀبرآوردگر لارس مورد بررسی قرار داده و دریافتیم که برآوردگر لارس نیز در مقابله با پدید

دگر برآور این پذیرد که این ویژگیکرده است و همچنین در این روش، برآوردیابی و انتخاب متغیر تواماً صورت می عمل

 است. شدهبالا  بعد ر مسائل باسبب محبوبیت آن د

ی برداشت گندم به کار گرفته شد. برازش روش های رگرسیونی مورد نظر اهداده ارائه کاربردی از نتایج حاصل، عنوان هب

 ازی ها را تایید می کند.سها نیز نتایج حاصل از شبیههبه این داد
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