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Introduction 

 The study of the minimal free resolution of homogenous ideals and their 

powers is an interesting and active area of research in commutative algebra. 

Two invariants which measure the complexity of the minimal free resolutions 

are the so-called “projective dimension” and “Castelnuovo-Mumford 

regularity” (or simply, regularity) of the given ideal. Projective dimension 

determines the length of the minimal free resolution, while regularity is defined 

in terms of the degree of the entries of the matrices defining the differentials of 

the resolution. The focus of this paper is on the regularity of powers of ideals. 

One of the main results in this area is obtained by Cutkosky, Herzog, Trung [7], 

and independently Kodiyalam [8]. They proved that for a homogenous ideal 𝐼 

in a polynomial ring, the regularity of powers of 𝐼 is asymptotically linear. In 

other words, there exist integers 𝑎(𝐼) and 𝑏(𝐼) such that reg(𝐼𝑠) = 𝑎(𝐼)𝑠 +

𝑏(𝐼) for every integer 𝑠 ≫ 0. It is known that 𝑎(𝐼) is bounded above by the 

maximum degree of generators of 𝐼. Moreover, if 𝐼 is generated in a single 

degree 𝑑, then 𝑎(𝐼) = 𝑑. But in general, it is not so much known about 𝑏(𝐼) 

even if 𝐼 is monomial ideal. However, when 𝐼 is a quadratic squarefree 

monomial ideal, Alilooee, Banerjee, Beyarslan and Ha [9] conjectured that 

𝑏(𝐼) ≤ reg(𝐼) − 2. In fact, they conjectured that the inequality reg(𝐼𝑠) ≤ 2𝑠 +

reg(𝐼) − 2 holds for any integer 𝑠 ≥ 1, when 𝐼 is quadratic squarefree 

monomial ideal. Recently, Benerjee and Nevo [10] proved this conjecture for 

𝑠 = 2. In this paper, we provide an alternative proof for their result. While the 

proof in [10] is based on topological arguments and using the Hochster’s 

formula, our proof is purely algebraic. 

 Material and methods 

To every simple graph 𝐺 one associates a quadratic squarefree monomial ideal, 

called its edge ideal, whose generators are the quadratic squarefree monomials 
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corresponding to the edges of 𝐺. This association is a strong tool in the study of 

squarefree monomial ideals, as one can use the combinatorial properties of 𝐺 to 

obtain information about the algebraic and homological properties of it, s edge 

ideal. 

One of the main results for bounding the regularity of powers of edge ideals 

is obtained by Benerjee [1]. He proved that the regularity of the 𝑠th power of 

an edge ideal 𝐼(𝐺) has an upper bound which is defined in terms of the 

regularity of its  (𝑠 − 1)th power and the regularity of the edge ideal of some 

graphs which are explicitly determined by the structure of the 𝐺. This result has 

an essential role in our proof.  

Results and discussion 

The main result of this paper states that for every graph 𝐺, with edge ideal 

𝐼(𝐺), we have reg(𝐼(𝐺)2) ≤ reg(𝐼(𝐺)) + 2. In order to prove this inequality, 

using the aforementioned result of Benerjee, we must prove that the regularity 

of certain colon ideals are at most reg(𝐼(𝐺)). To achieve this goal, we use a 

short exact sequence argument which allows us to estimate the regularity of the 

colon ideas in terms of the regularity of edge ideal of some graphs which are 

strictly smaller than 𝐺. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The conjectured inequality of Alilooee, Banerjee, Beyarslan and Ha 

[9] is true for the case of 𝑠 = 2. 

 It is known that for every graph 𝐺 with edge ideal 𝐼(𝐺) and induced 

matching number 𝜈(𝐺), we have 2𝑠 + 𝜈(𝐺) − 1 ≤ reg(𝐼(𝐺)𝑠), for 

every integer 𝑠 ≥ 1. Thus, our result implies that if reg(𝐼(𝐺)) =

𝜈(𝐺) + 1, then reg(𝐼(𝐺)2) = 𝜈(𝐺) + 3. 

 The short exact sequence argument is a common technique in the study 

of regularity of monomial ideals. So, it would be interesting if one can 

prove the above-mentioned conjecture, using this method, even in the 

case of 𝑠 = 3. 
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 مقدمه .1

𝑆فرض کنید  = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ها با ایحلقۀ چندجملهn  متغیر روی میدانK  باشد. هرS- مدول مدرج متناهی مولد

 لیل آزاد مدرج مینیمالی به شکلحدارای ت Mمانند 

0 → ⋯ → ⊕𝑗 𝑆(−𝑗)𝛽1,𝑗(𝑀) → ⊕𝑗 𝑆(−𝑗)𝛽0,𝑗(𝑀) →  𝑀 → 0 

)یا به اختصار عدد نظم(  2مامفورد-شوند. عدد نظم کاستلنوونامیده می Mمدرج مدول 1، اعداد بتی 𝛽𝑖,𝑗(𝑀)اعداد است. 

 ست ازا عبارت Mمدول 

reg(𝑀) = max{𝑗 − 𝑖 |𝛽𝑖,𝑗(𝑀) ≠ 0}. 

 باشد.جایی و هندسه جبری میهعدد نظم ناوردای بسیار مهمی در جبر جاب

خانوادۀ  باشد،جایی میهها که بررسی خواص همولوژیکی آن از موصوعات تحقیقاتی فعال در جبر جابآلخانوادۀ مهمی از ایده

شوند. در این مقاله مطالعۀ خود را های سادکی متناظر میتمعها و مجهایی است که به اشیای ترکیبیاتی مانند گرافآلایده

𝑉(𝐺)یک گراف با مجموعۀ رئوس  Gفرض کنید کنیم. ها محدود میهای یالی گرافآلبررسی ایدهبه  = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}  و

 شود:به شکل زیر تعریف می Gآل یالی گراف باشد. ایده 𝐸(𝐺)های مجموعۀ یال

𝐼(𝐺) = (𝑥𝑖𝑥𝑗|𝑥𝑖𝑥𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)). 

 توانیدمی زیادی مطالعه شده است. به عنوان نمرنه انهای آنها توسط محققو توانها گرافهای یالی آلعدد نظم ایده

 را ببینید.] 1، 2، 3، 4، 5، 6 [مراجع

، 4گرتس، ه3توسط کوتکسکیای است که آلهای همگن، قصیههای ایدهیکی از نتایج مهم در ارتباط با عدد نظم توان

های به اندازۀ کافی بزرگ یک عدد نظم توان ،بر اساس این قضیه ثابت شده است. ]8[ 6و مستقلا توسط کودیالام ]7[ 5چونگ

موجودند  𝑏(𝐼)و 𝑎(𝐼) صحیح  اعداد ،Iتر برای هر ایده آل همگن ایده آل همگن دارای ضابطۀ خطی است. به عبارت دقیق

𝑠ازای هر  که به به طوری ≫ 0، 

reg(𝐼𝑠) = 𝑎(𝐼)𝑠 + 𝑏(𝐼). 

                                                           
1Betti numbers 
2Castelnuovo-Mumford regularity 
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باشند،  dدارای درجۀ برابر مانند  Iمولدهای  که برابر است و در صورتی Iحداکثر با ماکزیمم درجۀ مولدهای  a(I)علاوه ه ب

ل یالی یک گراف آهاید Iوجود ندارد. البته در حالتی که  b(I). اما در حالت کلی اطلاعات زیادی در ارتباط با a(I)=dگاه آن

حدس زیر در این  ،ترق. به عبارت دقی(]9[از مرجع 1حدس است ) reg(I)-2حداکثر  b(I)شود که باشد، حدس زده می

 زمینه مطرح است.

𝑠و هر عدد صحیح  Gبه ازای هر گراف  .1حدس ≥ 1، 

reg(𝐼(𝐺)𝑠) ≤ 2𝑠 + reg(𝐼(𝐺)) − 2. 

ات دیگری برای این مطلب ارائه ب. در این مقاله ما اث]11[ ثابت کردند s=2و نِوواین حدس را برای  ، بنرجی2119در سال 

 باشد.جبری می های توپولوژیکی است، اثبات ما کاملاًو ایده 7مبتنی بر فرمول هاکسترکنیم. در حالی که اثبات بنرجی و نوو می

 نیازهاپیش  .2

شود. نامیده می  xمتصل باشد یک همسایۀ رأس  xکه به  Gباشد. هر رأس از  Gاز  رأسی xیک گراف و  Gفرض کنید 

𝑁𝐺[𝑥]شود و قرار می دهیم نمایش داده می 𝑁𝐺(𝑥)با  xهای رأس مجموعۀ همۀ همسایه = 𝑁𝐺(𝑥) ∪ {𝑥} زیرگراف .H 

𝑥𝑦داشته باشیم  Hاز  yو  xیک زیرگراف القایی نامیده می شود اگر به ازای هر دو رأس  Gاز  ∈ 𝐸(𝐻) تنها  و اگر

𝑥𝑦اگر ∈ 𝐸(𝐺) . به ازای هر زیرمجموعۀA  از رئوسG زیرگراف القایی از ،G  با مجموعۀ رئوس𝑉(𝐺) ∖ 𝐴  را با𝐺 ∖ 𝐴 

 دهیم.نمایش می

,𝑢1}ای با مجموعۀ مولد مینیمال ک جملهتآل یک ایده Iفرض کنید  … , 𝑢𝑚}  باشد. همچنین به ازای هر𝑗 =

1, 2, … , 𝑚  فرض کنید𝑢𝑗 = 𝑥1

𝑎1𝑗 … 𝑥𝑛

𝑎𝑛𝑗. قرار دهید 

𝑏𝑖 = max{𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑚},                  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

 هایایحلقۀ چند جمله

𝑇 = 𝐾[𝑥𝑖𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑏𝑖] 

𝐼polآل ، ایدهIآل سازی ایدهمنظور از قطبی را درنظر بگیرید. = (𝑢1
pol

, … , 𝑢𝑚
pol

 است که در آن (

𝑢𝑗
pol

= 𝑥11 … 𝑥1𝑎1𝑗
𝑥21 … 𝑥2𝑎2𝑗

… 𝑥𝑛1 … 𝑥𝑛𝑎𝑛𝑗
∈ 𝑇,              𝑗 = 1, 2, … , 𝑚. 

بر اساس  وای خالی از مربع می شود جملهکتآل ای تبدیل به یک ایدهجملهکتآل سازی، یک ایدهبنابراین با استفاده از قطبی

 برابر هستند. 𝐼polو𝐼 های آلعدد نظم ایده] 11[از مرجع  1. 6. 3 هنتیج

                                                           
7 Hochster 
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است اگر و  𝐼متعلق به   𝑓ای گاه چندجملهای باشد، آنجملهآل تکدهییک ا 𝐼شود که اگر در پایان این بخش یادآوری می

 را ببینید(. ]11[از مرجع   1 .1. 3نتیجه باشد ) 𝐼متعلق به  𝑓ای جملهتک تنها اگر هر جمع

 های یالیآلتوان دوم ایده .3

 پردازیم. برای این منظور به دو لم زیر نیاز داریم.می 4اصلی این مقاله یعنی قضیۀ ر این بخش به اثبات قضیۀ د

𝐿باشد. قرار دهید Gیالی از  xyیک گراف و  Gفرض کنید .2لم ≔ 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑦)فرض کنید .𝐺′  با مجموعۀ گرافی

𝑉(𝐺′)رئوس = 𝑉(𝐺) ∖ 𝐿 هایو مجموعۀ یال 

𝐸(𝐺′) = 𝐸(𝐺 ∖ 𝐿) ∪ {𝑎𝑏 | 𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥), 𝑏 ∈ 𝑁𝐺(𝑦) 𝑎 ≠ 𝑏} 

 صورت در این باشد.

(𝐼(𝐺): 𝑥) ∩ (𝐼(𝐺): 𝑦) = 𝐼(𝐺′) + (𝐿) 

𝐿)در حالت  است  Lآل تولید شده توسط متغیرهایایده(𝐿) که منظور از  =  آل صفر است(.ایده ،(𝐿)ایده آل ، ∅

در  uای جملهمت چپ است. برای این منظور یک تکآل سآل سمت راست مشمول در ایدهکنیم ایدهابتدا ثابت می اثبات.

𝑢 ست نشان دهیم را در نظر بگیرید. به تقارن کافی راستآل سمت ایده ∈ (𝐼(𝐺): 𝑥).که اگر واضح است𝑢 ∈ 𝐼(𝐺) ،

𝑢گاه آن ∈  (𝐼(𝐺): 𝑥).کنید فرض بنابراین𝑢 ∉ 𝐼(𝐺) از تعریف . L و𝐺′ گیریم که متغیرنتیجه می𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥)  وجود

𝑢𝑥گیریم که است، نتیجه می Gیالی از  axاست و axمضربی از ux چونشمارد. را می uدارد که  ∈ 𝐼(𝐺)  و این بدان

𝑢معناست که  ∈ (𝐼(𝐺): 𝑥). 

:𝐼(𝐺))ای درجملهیک تک vفرض کنید کنیم. اکنون شمول برعکس را ثابت می 𝑥) ∩ (𝐼(𝐺): 𝑦) که مضرب هیچ  باشد

𝑣. باید ثابت کنیم یستن  Lمتغیری در  ∈ 𝐼(𝐺′). اگر𝑣 ∈ 𝐼(𝐺) ادعا ثابت شده است. پس فرض کنید ،𝑣 ∉ 𝐼(𝐺).  چون

𝑣𝑥 ∈ 𝐼(𝐺)که گیریم، نتیجه می𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥)   وجود دارد کهv از رابطۀ  مشابهاًشمارد. را می𝑣𝑦 ∈ 𝐼(𝐺) گیریم نتیجه می

𝑏 ∈ 𝑁𝐺(𝑦)  وجود دارد کهv شمارد. از طرفی را می𝑣 ∉ 𝐿 بنابراین . 𝑎 ≠ 𝑏. لذاab یالی از 𝐺′دهداست که نتیجه می𝑣 ∈

𝐼(𝐺′). 

reg(𝐼(𝐺′))صورت  باشد. در این 2گراف معرفی شده در لم  ′𝐺فرض کنید .3لم ≤ reg(𝐼(𝐺)). 

 نیستند ′𝐺شود که رئوستوسط متغیرهایی تولید می (𝐿)ون چ اثبات.

reg(𝐼(𝐺′)) = reg(𝐼(𝐺′) + (𝐿)). 
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 دقیق کوتاه زیر را درنظر بگیرید. نبالۀد

0 →
𝑆

𝐼(𝐺′) + (𝐿)
→  

𝑆

(𝐼(𝐺): 𝑥)
⊕

𝑆

(𝐼(𝐺): 𝑦)
→

𝑆

(𝐼(𝐺): 𝑥) + (𝐼(𝐺): 𝑦)
→ 0 

 آید.به دست می رنامساوی زیدنبالۀ بالا،  روی ]12[از مرجع  1. 8. 7نتیجۀ  عمالبا ا

reg(𝐼(𝐺′)) ≤ max{reg(𝐼(𝐺): 𝑥), reg(𝐼(𝐺): 𝑦), reg((𝐼(𝐺): 𝑥) + (𝐼(𝐺): 𝑦)) + 1}.  

 های زیر را ثابت کنیم.ست نامساویکافی بنابراین

(i) reg(𝐼(𝐺): 𝑥) ≤ reg(𝐼(𝐺)). 

(ii) reg(𝐼(𝐺): 𝑦) ≤ reg(𝐼(𝐺)). 

(iii) reg((𝐼(𝐺): 𝑥) + (𝐼(𝐺): 𝑦)) ≤ reg(𝐼(𝐺)) − 1. 

 (i)  و(ii)  شوند.نتیجه می ]13[از مرجع  4. 2از لم 

 کنید که توجه (iii)برای اثبات 

(𝐼(𝐺): 𝑥) + (𝐼(𝐺): 𝑦) = 𝐼(𝐺 ∖ (𝑁𝐺[𝑥] ∪ 𝑁𝐺[𝑦])) +  .(متغیرتعدادی)

 بنابراین

reg((𝐼(𝐺): 𝑥) + (𝐼(𝐺): 𝑦)) = reg(𝐼(𝐺 ∖ (𝑁𝐺[𝑥] ∪ 𝑁𝐺[𝑦]))). 

𝐺 جتماع مجزای گراف ا ∖ (𝑁𝐺[𝑥] ∪ 𝑁𝐺[𝑦]) و یالxy  راH  دانیم کهمی ]14[از مرجع  3. 2از لم بنامید. با استفاده 

reg(𝐼(𝐺 ∖ (𝑁𝐺[𝑥] ∪ 𝑁𝐺[𝑦]))) + 1 = reg(𝐼(𝐻)). 

 ، نامساوی]3[از مرجع  3. 1نتیجۀ است، با استفاده از   Gرگراف القایی ازییک ز𝐻 چوناز طرفی 

reg(𝐼(𝐻)) ≤ reg(𝐼(𝐺)) 

 بنابرایندست می آید. ه ب

reg((𝐼(𝐺): 𝑥) + (𝐼(𝐺): 𝑦)) = reg(𝐼(𝐺 ∖ (𝑁𝐺[𝑥] ∪ 𝑁𝐺[𝑦]))) ≤ reg(𝐼(𝐺)) − 1 

 شود.ثابت می(iii) و

 پردازیم.به اثبات قضیۀ اصلی این مقاله میاکنون 
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 نامساوی Gدر هر گراف  .0هقضی

reg(𝐼(𝐺)2) ≤ reg(𝐼(𝐺)) + 2 

 رار است.برق

 ]1[از مرجع  5. 2 ۀقضی با استفاده ازاثبات. 

reg(𝐼(𝐺)2) ≤ max{reg(𝐼(𝐺)2: 𝑥𝑦) + 2, reg(𝐼(𝐺)) ∶ 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺) }. 

 نامساوی ،Gاز   xyبه ازای هر یال نشان دهیم که ست بنابراین کافی

reg(𝐼(𝐺)2: 𝑥𝑦) ≤ reg(𝐼(𝐺)) 

|𝐸(𝐺)|کنیم. اگر استفاده می Gهای ز استقرا روی تعداد یالبرای اثبات نامساوی فوق ا برقرار است. =  Gتنها یال xyگاه ، آن1

 گراف معرفی شده در لم ′𝐺دارای حداقل دو یال باشد. همچنین فرض کنید Gفرض کنید  است و نامساوی بالا واضح است.پس

 باشد. 2

:𝐼(𝐺)2)آل دانیم که ایدهمی ]1[از مرجع   6. 7و  6. 1با استفاده از قضایای  𝑥𝑦) به شکل  2های درجۀ یاجملهتوسط تک

ab شود کهتولید می 

(i) 𝑎𝑏 ∈ 𝐸(𝐺)یا ، 

(ii) 𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥)  و𝑏 ∈ 𝑁𝐺(𝑦)  در این حالت ممکن است(𝑎 = 𝑏.) 

:𝐼(𝐺)2)چون  𝑥𝑦) شود، تولید می 2های درجۀ یاجملهتوسط تک(𝐼(𝐺)2: 𝑥𝑦)pol ت. فرض آل یالی اسیک ایده

𝐼(𝐻)ی باشد که فگرا 𝐻کنید   = (𝐼(𝐺)2: 𝑥𝑦)polتوان فرض کردت میی. بدون کم شدن از کل 

𝑉(𝐻) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑎′|𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑦)} 

 و 

𝐸(𝐻) = 𝐸(𝐺) ∪ {𝑎𝑏 | 𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥), 𝑏 ∈ 𝑁𝐺(𝑦), 𝑎 ≠ 𝑏} ∪ {𝑎𝑎′| 𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑦)}. 

𝑎ه کنید که به ازای هر )توج ∈ 𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑦) ،𝑎2 ∈ (𝐼(𝐺): 𝑥𝑦) ای درجملهو این تک(𝐼(𝐺)2: 𝑥𝑦)pol 

 شود.(جایگزین می ′𝑎𝑎ایجملهبا تک
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 دانیم که می ]11[از مرجع  1. 6. 3 ۀنتیجبا استفاده از 

reg(𝐼(𝐻)) = reg(𝐼(𝐺)2: 𝑥𝑦). 

 کنیمبنابراین ثابت می 

reg(𝐼(𝐻)) ≤ reg(𝐼(𝐺)). 

𝐻همسایۀ مشترکی نداشته باشند، آنگاه  yو  xاگر  = 𝐺′  تی را لحاآید. پس بدست می 3و نامساوی فوق با استفاده از لم

 بدون کم شدن از کلیت فرض کنید دارای همسایۀ مشترک باشند. yو  x در نظر بگیرید که

𝑁𝐺(𝑥) ∩ 𝑁𝐺(𝑦) = {𝑎1, … , 𝑎𝑘} 

𝑘در آن که ≥ 𝑘برای  کنید که توجه .1 ≥ 𝑖به ازای هر  ،2 ≠ 𝑗 رئوس ،𝑎𝑖  و𝑎𝑗  در 𝐻.با استفاده از به هم متصل هستند 

 دانیم کهمی ]2[از مرجع  3. 2لم 

reg(𝐼(𝐻)) ≤ max{reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑁𝐻[𝑎1])) + 1, reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑎1))}. 

 نشان دهیم ستبنابراین برای اثبات قضیه کافی

(i) reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑁𝐻[𝑎1])) ≤ reg(𝐼(𝐺)) −  و 1

(ii) reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑎1)) ≤ reg(𝐼(𝐺)). 

𝑎2رئوس  که توجه کنید (i)ثبات برای ا
′ , … , 𝑎𝑘′   در𝐻 ∖ 𝑁𝐻[𝑎1] اند. فرض کنیدرئوس ایزوله𝐻′  گرافی باشد که با

𝑎2حذف رئوس 
′ , … , 𝑎𝑘′   از𝐻 ∖ 𝑁𝐻[𝑎1] دست آمده است. بنابراینه ب 

reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑁𝐻[𝑎1])) = reg(𝐼(𝐻′)). 

 همچنین 

𝑁𝐺[𝑥] ∪ 𝑁𝐺[𝑦] ⊆ 𝑁𝐺[𝑎]. 

از مرجع  3. 1و نتیجۀ  ]14[از مرجع  3. 2بنا بر لم  و است Gیک زیرگراف القایی از  xyو یال  ′𝐻اجتماع مجزای بنابراین

]3[، 

reg (𝐼 (𝐻′
)) + 1 ≤ reg(𝐼(𝐺)) 

 ثابت می شود. (i)و 
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"𝐺فرار دهید  (ii)برای اثبات  = 𝐺 ∖ 𝑎1 و توجه کنید که 

𝐼(𝐻 ∖ 𝑎1) = (𝐼(𝐺")2: 𝑥𝑦)pol. 

 :آیددست میه و فرض استقرا نامساوی زیر ب ]11[از مرجع  1. 6. 3بنابراین با استفاده از نتیجه 

reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑎1)) ≤ reg(𝐼(𝐺")). 

 گیریمو نامساوی بالا نتیجه می ]3[از مرجع  3. 1است، از نتیجۀ  𝐺یک زیرگراف القایی از  "𝐺که  با توجه به این

reg(𝐼(𝐻 ∖ 𝑎1)) ≤ reg(𝐼(𝐺)) 

 شود.ثابت می(ii) و 
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