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   Introduction 

The notion of weak amenability for commutative Banach algebras was introduced 

and studied for the first time by Bade, Curtis and Dales. Johnson extended this concept 

to the non commutative case and showed that group algebras of all locally compact 

groups are weakly amenable. A Banach algebra 𝐴 is called weakly amenable if every 

continuous derivation 𝐷: 𝐴 → 𝐴∗ is inner. 

It is often useful to restrict one's attention to derivations 𝐷: 𝐴 → 𝐴∗ satisfying the 

property 𝐷(𝑎)(𝑐) + 𝐷(𝑐)(𝑎) = 0 for all 𝑎, 𝑐 ∈ 𝐴. Such derivations are called cyclic. 

Clearly inner derivations are cyclic. A Banach algebra is called cyclic amenable if 

every continuous cyclic derivations 𝐷: 𝐴 → 𝐴∗is inner. This notion was presented by 

Gronbaek. He investigated the hereditary properties of this concept, found some 

relations between cyclic amenability of a Banach algebra and the trace extension 

property of its ideals.  

Ghahramani and Loy introduced several approximate notions of amenability by 

requiring that all bounded derivations from a given Banach algebra 𝐴 into certain 

Banach 𝐴-bimodules to be approximately inner. In the same paper and the subsequent 

one, the authors showed the distinction between each of these concepts and the 

corresponding classical notions and investigated properties of algebras in each of 

these new classes. Motivated by this notions, Esslamzadeh and Shojaee defined the 

concept of approximate cyclic amenability for Banach algebras and investigated the 

hereditary properties for this new notion. 

Periliminaries 

Let 𝐴 be a Banach algebra and let 𝑋 be an 𝐴-bimodule. Then the ℓ1-direct sum 𝐴 ×

𝑋 under the multiplication 

(𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦) = (𝑎𝑏, 𝑎𝑦 + 𝑥𝑏)              (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋), 

is a Banach algebra called the module extension of 𝐴 by 𝑋 and denoted by 𝐴 ⊕ 𝑋. 

The class of module extension Banach algebras contains a wide variety of Banach 
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algebras includes a triangular Banach algebra Tri(𝐴, 𝑋, 𝐵). Every triangular Banach 

algebra Tri(𝐴, 𝑋, 𝐵).can be identified with the module extension Banach algebra (𝐴 ×

𝐵) ⊕ 𝑋. 

On the other hand, for two Banach algebra 𝐴 and 𝐵 with ∆(𝐵) ≠ ∅ and for 𝜃 ∈ ∆(𝐵), 

the set of all non-zero multiplicative linear functionals on 𝐵 , the 𝜃 -Lau product 

𝐴 ×𝜃 𝐵 is a Banach algebra which is defined as the ℓ1-direct sum 𝐴 × 𝐵 equipped 

with the algebra multiplication 

(𝑎1, 𝑏1)(𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1𝑎2 + 𝜃(𝑏2)𝑎1 + 𝜃(𝑏1)𝑎2, 𝑏1𝑏2)                  (𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑏1, 𝑏2

∈ 𝐵). 

This type of product was introduced by Lau for certain class of Banach algebras 

known as Lau algebras and was extended by Sangani Monfared for arbitrary Banach 

algebras. The unitization 𝐴♯ of 𝐴 can be regarded as the 𝜄-Lau product 𝐴 ×𝜄 ℂ, where 

𝜄 ∈ Δ(ℂ) is the identity map. 

This product provides not only new examples of Banach algebras by themselves, but 

it can also serve as a source of (counter) examples for various purposes in functional 

and harmonic analysis. From the homological algebra point of view 𝐴 ×𝜃 𝐵  is a 

strongly splitting Banach algebra extension of 𝐵 by 𝐴. The Lau product of Banach 

algebras enjoys some properties that are not shared in general by arbitrary strongly 

splitting extensions. For instance, commutativity is not preserved by a generally 

strongly splitting extension. However, 𝐴 ×𝜃 𝐵 is commutative if and only if both 𝐴 

and 𝐵 are commutative. 

Results and discussion 

Many basic properties of 𝐴♯, some notions of amenability and some homological 

properties are extended to 𝐴 ×𝜃 𝐵  by many authors. In particular, Ghaderi, Nasr-

Isfahani and Nemati extended some results on (approximate) cyclic amenability of 

𝐴♯, obtained by Esslamzadeh and Shojaee, to 𝐴 ×𝜃 𝐵. They showed that if 𝐴2 is dense 

in 𝐴 then the cyclic amenability 𝐴 ×𝜃 𝐵 is equivalent to the cyclic amenability of both 𝐴 

and 𝐵. 

In this paper, by characterizing of cyclic derivations on Lau product 𝐴 ×𝜃 𝐵  and 

module extension 𝐴 ⊕ 𝑋, we present general necessary and sufficient conditions for 

those to be (approximate) cyclic amenable. This not only provides new results on 

(approximate) cyclic amenability of these type of Banach algebras but also improves 

some main results in this topic. In particular we show that, under mild condition, the 

cyclic amenability of Tri(𝐴, 𝑋, 𝐵) is equivalent to the cyclic amenability of the corner 

algebras 𝐴 and 𝐵.  
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 مقدمه .1

عمال مدولی که برای ا، با  𝑋، فضای دوگان  ∗𝑋دومدول باناخ باشد. در این صورت - 𝐴یک  𝑋جبر باناخ و  𝐴فرض کنید 

𝑎هر  ∈ 𝐴  ،𝑥 ∈ 𝑋  و𝑓 ∈ 𝑋∗  به صورت(𝑎 ⋅ 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥 ⋅ 𝑎)  و(𝑓 ⋅ 𝑎)(𝑥) = 𝑓(𝑎 ⋅ 𝑥)شود یک تعریف می𝐴 -

:𝐷یک نگاشت خطی  𝑋ه توی ب 𝐴از  1دومدول باناخ است.یک اشتقاق 𝐴 → 𝑋 لایب نیتز( است که در خاصیت( 

𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎) ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝐷(𝑏),        (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴), 

:𝐷اشتقاق صدق نماید.  𝐴 → 𝑋  شود هرگاه میدورنی گفته𝑥 ∈ 𝑋که موجود باشد 

𝐷(𝑎) = 𝑑𝑥(𝑎) ≔ 𝑎 ⋅ 𝑥 − 𝑥 ⋅ 𝑎         (𝑎 ∈ 𝐴). 

 حد زیر در نرم برقرار باشد، کهموجود باشد 𝑋در (𝑥𝛼)شود هرگاه تور مینامیده تقریبی این اشتقاق درونی 

𝐷(𝑎) = lim
𝛼

𝑑𝑥𝛼
(𝑎)(𝑎 ∈ 𝐴). 

ضعیفپذیرمیانگینمفهوم  سط دیلز و همکاران جایی اولین بار ه برای جبرهای باناخ جاب 2ی  شد. [1در ]تو  معرفی و مطالعه 

سون سترش ه های ناجاباین مفهوم را به جبر [12 3جان شرده ی هاگروه ةکه جبرهای گروهی هم اثبات کردو داد جایی گ ف

شععود هر گاه هر اشععتقاق میضعععیف نامیده  پذیرمیانگین𝐴جبر باناخ بر این اسععا  ضعععیف هسععتند.  پذیرمیانگین موضعععی

:𝐷پیوسته  𝐴 → 𝐴∗باشد. درونی 

:𝐷ی هااشتقاقبهتر است که خودمان را به  گاهی 𝐴 → 𝐴∗  در شزط که محدود کنیم 𝐷(𝑎)(𝑏) + 𝐷(𝑏)(𝑎) = برای 0 

,𝑎 هر  𝑏 ∈ 𝐴 شتقاقصدق کنند. اینگونه شتقاق دوری هاا شتقاق دوری می4را ا شتقاق درونی، یک ا ضوح هر ا گویند. به و

:𝐷شععود هر گاه هر اشععتقاق دوری پیوسععته مینامیده  5دوری پذیرمیانگین𝐴 اسععت. جبر باناخ  𝐴 → 𝐴∗ ی باشععد. این دورن

دو جبر  جبری آزادضرب نشان داده شد که حاصل ی ضعیف، پذیرمیانگینبر خلاف و [ معرفی 11] 6مفهوم توسط گرونبگ

خواص موروثی این  دوری باشعععند. علاوه بر این پذیرمیانگین𝐵 و  𝐴دوری اسعععت اگر و تنها اگر  پذیرمیانگین𝐵 و  𝐴باناخ 

 نمود. را بررسییش هاالایدهی یک جبر باناخ و خاصیت گسترش اثر پذیرمیانگینمفهوم و روابطی بین 

شتقاقبودن همه  تقریبی درونی توجه بهی با پذیرمیانگین[ چندین مفهوم تقریبی را برای 9] 7قهرمانی و لوی سته ی پهاا یو

نویسعععندگان تفاوت [، 11]عدی مقاله و مقالات ب همان دری باناخ معینی معرفی کردند. هامدول-𝐴به توی  𝐴از جبر باناخ 

ی جدید پرداختند. با ایده هاکلا کلاسععیک را نشععان دادند و به بررسععی خواص جبرها در هر یک از حالت تقریبی و بین 

                                                           
1 Derivation 
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5 Cyclic amenability 
6Gronbaek 
7 Ghahramani and Loy 
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با را ی دوری پذیرمیانگینو تفاوت آن با [ معرفی 6در ] 1تقریبی دوری پذیرمیانگینجبرهای باناخ ، گرفتن از این مفاهیم

مشععابه حالت کلاسععیک  ،برای جبرهای باناخپذیر دوری تقریبی مفهوم میانگین. خواص موروثی نمودندذکر مثال مشعع   

، یکدار #𝐴تنها اگر و است اگر پذیری دوری )تقریبی(میانگین𝐴که جبر باناخ  ه شد. به عنوان نمونه نشان دادنشان داده شد

 باشد. پذیری دوری )تقریبی(میانگین، 𝐴شده 

شان دهنده مجموع Δ(𝐵)یک جبر باناخ و 𝐵 فرض کنید  صفر روی تابعک ةهم ةن ضربی غیر  شد 𝐵های خطی  ضای  .با ف

𝑥𝑦به همراه ضععرب بدیهی  𝐵باناخ  = ,𝑥برای هر  0 𝑦 ∈ 𝐵  یک جبر باناخ اسععت. اگر𝜙  یک تابعک خطی ضععربی روی𝐵 

 باشد در این صورت

𝜙(𝑥)2 = 𝜙(𝑥𝑥) = 𝜙(0) = 0,               (𝑥 ∈ 𝐵) 

𝜙نشان می دهد که  = Δ(𝐵)بنابراین  .0 = تبدیلات  ةهم ة، مجموع𝐵(𝐻). این مثال و مثالهای غیر بدیهی دیگر، مثلا  ∅

 [2.3.1 ة، گزار2]طور که در همان. باشدتهی  Δ(𝐵)نشان می دهد که ممکن است  ،𝐻خطی و پیوسته روی فضای هیلبرت 

غیر تهی خواهد بود. بنابراین دسععته  Δ(𝐵)جایی و یکدار باشععد همواره ه یک جبر باناخ جاب 𝐵نشععان داده شععده اسععت اگر 

 غیر تهی هستند.  ةخیلی بزرگی از جبرهای باناخ وجود دارد که دارای فضای مش ص

𝐴فضای برداری در این صورت باشد. (𝐵)∆ عضوی از 𝜃جبر باناخ و دو 𝐵و  𝐴فرض کنید  × 𝐵  به همراه ضرب جبری 

(𝑎, 𝑏)(𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐 + 𝜃(𝑑)𝑎 + 𝜃(𝑏)𝑐, 𝑏𝑑)        (𝑎, 𝑐 ∈ 𝐴, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵), 

,𝑎)‖و نرم  𝑏)‖ = ‖𝑎‖ + ‖𝑏‖ ناخ اسعععت که با ماد  𝐵و  2𝐴یلائو-𝜃ضعععرب حاصعععل یک جبر  با ن نامیده شعععده و 

 𝐴 ×𝜃 𝐵بنام  خاصععی از جبرهای باناخ نوعبرای [ 15] 3توسععط لائو حاصععل ضععرب اولین بارشععود. این مینمایش داده𝐹-

سنگانی منفردسپس و به خود گرفتند،معرفی  4جبرهای لائوها،که بعدها نام جبر سط   برای جبرهای باناخ دل واه[ 19] 5تو

بلکه  کندمیمعرفی به خودی خود از جبرهای باناخ را  جدیدی یهامثالاین حاصععل ضععرب نه تنها شععد.  گسععترش داده

 در آنالیز تابعی و هارمونیک مجرد به حساب آید. اف م تلف برای اهدی)نقض( هامثالغنی از  یتواند به عنوان منبعمی

𝐴در  ×𝜃 𝐵  معمولا𝐴 × {0}و  𝐴را با  {0} × 𝐵  را با𝐵  گیریم. بنابراین مییکی در نظر𝐴  دو طرفه بسته و  الایدهیک𝐵 

سته  𝐴یک زیر جبر ب ×𝜃 𝐵  سمتی ستند، بعلاوه جبر خارج ق 𝐴)ه ×𝜃 𝐵) 𝐴⁄ پا با به طور طول𝐵  ست. از نقطه یکری ت ا

𝐴نظر همولوژیکی  ×𝜃 𝐵 6ةطور قوی شععکافنده گسععترش جبر باناخی ب𝐵 ةوسععیله ب 𝐴  اسععت. این گسععترش از خواصععی

سط  ست که معمولا تو سترشبرخوردار ا شکافنده منتقل نهاگ صیت جامیی جبر باناخی بطور قوی   شود. به عنوان مثال خا
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سط ه ب شکافنده حفه ی جبر باناخی بهاسترشگجایی در حالت کلی تو 𝐴شود در حالی که مین ظطور قوی  ×𝜃 𝐵 ه جاب

 جایی باشند. ه ب جا 𝐵و  𝐴جایی است اگر و تنها اگر 

در واقع که  شاره کردا𝐴 از  #𝐴 ةیکدار شدتوان به میاز حاصل ضرب لائوی دو جبر باناخ  یک مثال مشهور و جالببه عنوان 

𝐴 همان  ×𝜄 ℂ ،ست 𝜄جایی که ا ∈ ∆(ℂ) ست شت همانی ا سیاری از محقق.نگا شند نابه همین دلیل ب  زتا برخی ا در تلا

𝐴لائوی -𝜃حاصل ضرب  هرا ب #𝐴نتایج در خصوص ×𝜃 𝐵  ی مثل داشتن همانی تقریبی، اپایهتعمیم دهند. برخی از خواص

در  ی ضععععیفپذیرمیانگین-𝑛ی مثل پذیرمیانگینمفاهیم  [، برخی از19]ی)ضععععیف( در پذیرمیانگینمرکز توپولوژیکی و 

[ و 4در ] 2ی داخلیپذیرمیانگینو [ 8در ] 1ی اسعععاسعععیپذیرمیانگین، ی تقریبیپذیرمیانگینی دوری، پذیرمیانگین، [21]

ض [ با فر8[ مورد مطالعه قرار گرفته اسععت. در ]41بودن در ] 4و دو سععطحی 3برخی خواص همولوژیکی مثل دوتصععویری

𝐴 نشان داده شده است که 𝐴در 〈𝐴2〉چگال بودن ×𝜃 𝐵است اگر و تنها اگر  پذیری دوری )تقریبی(میانگین𝐴  و𝐵  هر دو

 لی،در حالت کباشعععند. یکی از اهداف این مقاله بهبود این نتیجه اسعععت. به عبارت دیگر ما پذیری دوری )تقریبی(میانگین

𝐴ذیری دروی )تقریبی(پمیانگینشروط لازم و کافی برای  ×𝜃 𝐵 [ 5.1 ةقضی ،8دهیم ]میو نشان  دست خواهیم آورده را ب

 حالت بسیار خاصی از این نتیجه است.

شد. -𝐴یک  𝑋یک جبر باناخ و  𝐴فرض کنید از طرفی دیگر  ضای برداری دومدول باناخ با صورت ف 𝐴در این  × 𝑋  ضرب به 

 جبری 

(𝑎, 𝑥)(𝑏, 𝑦) = (𝑎𝑏, 𝑎 ⋅ 𝑦 + 𝑥 ⋅ 𝑏),           (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋), 

,𝑎)‖و نرم  𝑥)‖ = ‖𝑎‖ + ‖𝑥‖ سترش مدولی ست که گ سیله  5𝐴یک جبر باناخ ا شده و با نماد  𝑋به و  𝐴⨁1𝑋نامیده 

,6𝑇𝑟𝑖(𝐴توان به جبر باناخ مثلثیمیبه عنوان یک مثال از جبر باناخ گسععترش مدولی شععود.مینمایش داده  𝑋, 𝐵)  اشععاره

,𝑇𝑟𝑖(𝐴توان نشان داد که میدر واقع کرد.  𝑋, 𝐵) ≅ (𝐴 × 𝐵)⨁1𝑋. 

ضعیف پذیرمیانگین-𝑛 ة[ به مطالع7در ] ,𝑇𝑟𝑖(𝐴ی  𝑋, 𝐵) شده وپرداخت شان داد ه  ستن یک  𝑋یکدار و  𝐵و  𝐴هرگاه  ه ا

2𝑛)گاهآنمدول یکانی باشععد  + ,𝑇𝑟𝑖(𝐴ی ضعععیف پذیرمیانگین-(1 𝑋, 𝐵)  2)با𝑛 +  𝐵و  𝐴ی ضعععیف پذیرنمیانگی-(1

از آن برای [، 7و تعمیم نتایج ] 𝐴⨁1𝑋گسترش مدولی ی ضعیف پذیرمیانگین-𝑛 ة[ ضمن مطالع23]در 7ژانگمعادل است. 

ساله باز ] سخ به چندین م صوص 3پا ست. برخی دیگر از پذیرمیانگین-𝑛[، در خ ستفاده نموده ا ضعیف جبرهای باناخ ا ی 

صویری بودن و دوسطحی بودن در ]4ی داخلی در ]پذیرمیانگینانندخواص این جبر باناخ، م ست. 17[ و دوت شده ا [ بررسی 

                                                           
1 Essential amenability 
2 Inner amenability 
3Biprojectivity 
4Biflatness 
5 Module extension 
6 Triangular Banach algebra 
7 Zhang 
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گسععترش مدولی تعمیم  فوق به جبرهای پذیری ضعععیف جبرهایمیانگین-𝑛نتایج تعمیم  ةخواننده می تواند برای مشععاهد

  [ مراجعه نماید.21] و[ 22به ] (2حاصل ضرب نیمه مستقیم تعمیم یافته)1یافته

شععروط لازم و  ی دوری این جبر باناخ اسععت. برای این منظور در حالت کلیپذیرمیانگین ةهدف دیگر ما در این مقاله مطالع

دهیم میو به عنوان یک حالت خاص نشعععان  دسعععت خواهیم آورده را ب 𝐴⨁1𝑋پذیری دروی )تقریبی(میانگینکافی برای 

,𝑇𝑟𝑖(𝐴جبر باناخ مثلثی  پذیری دروی )تقریبی(میانگینتحت شعععرایطی،  𝑋, 𝐵)  پذیری دروی )تقریبی(میانگینبا𝐴   و𝐵 

 معادل است.

 حاصل ضرب لائوی جبرهای باناخ .۲

ضوی از 𝜃باناخ و  دو جبر𝐵 و  𝐴کنیممیفرض  شد.(𝐵)∆ ع صورت  با ضای باناخ در این  𝐴)ف ×𝜃 𝐵)∗ ضای باناخ با ف

𝐴∗ × 𝐵∗ به نرم ,𝑓)‖ماکزیمم مجهز  𝑔)‖ = max{‖𝑓‖, ‖𝑔‖} اعمال  توان نشعععان داد کهمی .[5] ،یکری ت اسعععت

𝐴)مدولی ×𝜃 𝐵)∗   به عنوان(𝐴 ×𝜃 𝐵) -هر برای مدول  دو(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵  و هر(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐴∗ × 𝐵∗ از طریق روابط

 :شودمیمش   زیر 

(𝑓, 𝑔) ⋅ (𝑎, 𝑏) = (𝑓 ⋅ 𝑎 + 𝜃(𝑏)𝑓, 𝑔 ⋅ 𝑏 + 𝑓(𝑎)𝜃), 

(𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑓, 𝑔) = (𝑎 ⋅ 𝑓 + 𝜃(𝑏)𝑓, 𝑏 ⋅ 𝑔 + 𝑓(𝑎)𝜃). 

𝐴ی دوری پذیرمیانگینروابط میان  مشععع   کردنبه منظور  ×𝜃 𝐵 ناخو هر یک ا با یافتن  ،𝐵و  𝐴ز جبرهای  یازمند  ن

𝐴نمایش اشتقاق های دوری روی  ×𝜃 𝐵  .های ادامه مقاله خواهد داشت به نمایش اشتقاقکلیدی در  لم زیر که نقشهستیم

𝐴 ری روی دو ×𝜃 𝐵.اختصاص دارد 

ید  .۲.1لم  ناخ و  𝐵و   𝐴فرض کن با ته  در این صعععورت باشعععد.  (𝐵)∆عضعععوی از  𝜃دو جبر  قاق دوری پیوسععع اشعععت

 𝐷: 𝐴 ×𝜃 𝐵 → (𝐴 ×𝜃 𝐵)∗ هر برای(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵 ةدر ضابط  

𝐷(𝑎, 𝑏) = (𝐷1(𝑎) + 𝑆(𝑏), 𝐷2(𝑏) − 𝑆∗(𝑎)), 

 آنکه در ، کندمیصدق 

(a) 𝐷1: 𝐴 → 𝐴∗  و𝐷2: 𝐵 → 𝐵∗ پیوسته هستند.دوری  اشتقاق های 

(b)  𝑆: 𝐵 → 𝐴∗روابط زیر صدق می کند در است که دارکرانخطی و  نگاشتی، 

𝑎 ⋅ 𝑆(𝑏) = 𝑆(𝑏) ⋅ 𝑎 = 0,    𝑆(𝑏𝑑) = 𝜃(𝑏)𝑆(𝑑) + 𝜃(𝑑)𝑆(𝑏)(𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵). 

𝑆گر و تنها اگرات اس درونی )تقریبی(𝐷 علاوه بر این، اشتقاق =  باشند. درونی )تقریبی(هردو  𝐷2و  𝐷1و  0

                                                           
1 Generalized module extension 
2 Generalized semidirect product 
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:𝐷هر نگاشت خطی و پیوسته [ 2.1 ة، گزار5طبق ]اثبات.  𝐴 ×𝜃 𝐵 → (𝐴 ×𝜃 𝐵)∗ دارای نمایشی به صورت 

𝐷(𝑎, 𝑏) = (𝐷1(𝑎) + 𝑆(𝑏), 𝐷2(𝑏) + 𝑇(𝑎)) 

:𝐷1اسععت که در آن  𝐴 → 𝐴∗،𝐷2: 𝐵 → 𝐵∗،𝑆: 𝐵 → 𝐴∗  و 𝑇: 𝐴 → 𝐵∗ یی خطی و پیوسععته هسععتند. هانگاشععتهمگی

صدق کند  (b)در شرایط ذکر شده در  𝑆هر دو اشتقاق بوده، 𝐷2و  𝐷1یک اشتقاق است اگر و فقط اگر  𝐷نگاشت همچنین 

,𝑎 برای هر  𝑇نگاشت  و 𝑐 ∈ 𝐴 و𝑏 ∈ 𝐵[2.1، گزاره 5]، شرایط زیر صدق نماید در . 

(1)                       𝑏 ⋅ 𝑇(𝑎) = 𝑇(𝑎) ⋅ 𝑏, 

(2)                       𝜃(𝑏)𝑇(𝑎) = 𝑏 ⋅ 𝑇(𝑎) + 𝑆(𝑏)(𝑎)𝜃, 

(3)   𝑇(𝑎𝑐) = (𝐷1(𝑎)(𝑐) + 𝐷1(𝑐)(𝑎))𝜃.                                                                                           

 جا که از آن

𝐷(𝑎, 𝑏)((𝑐, 𝑑)) + 𝐷(𝑐, 𝑑)((𝑎, 𝑏)) = (𝐷1(𝑎) + 𝑆(𝑏), 𝐷2(𝑎) + 𝑇(𝑏))((𝑐, 𝑑)) 

+(𝐷1(𝑐) + 𝑆(𝑑), 𝐷2(𝑐) + 𝑇(𝑑))((𝑎, 𝑏)) 

= (𝐷1(𝑎) + 𝑆(𝑏))(𝑐) + (𝐷2(𝑎) + 𝑇(𝑏))(𝑑) 

+(𝐷1(𝑐) + 𝑆(𝑑))(𝑎) + (𝐷2(𝑐) + 𝑇(𝑑))(𝑏) 

= 𝐷1(𝑎)(𝑐) + 𝑆(𝑏)(𝑐) + 𝐷2(𝑎)(𝑑) + 𝑇(𝑏)(𝑑) 

+𝐷1(𝑐)(𝑎) + 𝑆(𝑑)(𝑎) + 𝐷2(𝑐)(𝑏) + 𝑇(𝑑)(𝑏) 

𝑏 با انت اب  = 𝑑 = 𝑎 و0 = 𝑐 = 𝑎و 0 = 𝑑 = 𝑐و  0 = 𝑏 = شتقاق میدر  0 ست اگر و تنها اگر  𝐷یابیم که ا دوری ا

𝑇هر دو دوری بوده و 𝐷2و  𝐷1ی هااشتقاق = −𝑆∗. 

𝐷سرانجام  = 𝑑(𝑓,𝑔)  برای برخی(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐴∗ × 𝐵∗  اگر و تنها اگر 

(𝐷1(𝑎) + 𝑆(𝑏), 𝐷2(𝑏) − 𝑆∗(𝑎)) = 𝐷(𝑎, 𝑏) 

= (𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑓, 𝑔) − (𝑓, 𝑔) ⋅ (𝑎, 𝑏) 

= (𝑎 ⋅ 𝑓 − 𝑓 ⋅ 𝑎, 𝑏 ⋅ 𝑔 − 𝑔 ⋅ 𝑏) 

𝑆اگر و تنها اگرت اس درونی )تقریبی(𝐷 رسیم که میبه این نتیجه  𝑏و  𝑎دوباره با انت اب مقادیر مناسب برای  =  𝐷1و  0

 ∎باشند. درونی )تقریبی(هردو  𝐷2و 

شرایطی روی  ةدر گزار سی  𝐴زیر  شرایط  ی کهعملگرتنها کنیم که میرا برر شد صدق کند2.1لم  (𝑏)در  صفر با  .عملگر 

𝜃و عضععو 𝐵جبر باناخ  کنیم که برایمیقبل از آن یادآوری  ∈ ∆(𝐵) بعک خطیتا𝐷: 𝐵 → ℂ  در  اینقطهیک اشععتقاق𝜃 

 است هرگاه 
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𝐷(𝑏𝑑) = 𝜃(𝑏)𝐷(𝑑) + 𝜃(𝑑)𝐷(𝑏)(𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵). 

ید . ۲.۲ ۀگزار ناخ و  𝐵و   𝐴فرض کن با گاشععععت  (𝐵)∆عضعععوی از  𝜃دو جبر  خطی  باشععععد. در این صعععورت هی  ن

:𝑆نععاصعععفردارکران 𝐵 → 𝐴∗  روابط در کععه𝑆(𝑏𝑑) = 𝜃(𝑏)𝑆(𝑑) + 𝜃(𝑑)𝑆(𝑏)   و 𝑎𝑆(𝑏) = 𝑆(𝑏)𝑎 = هر  برای0

𝑎 ∈ 𝐴 و 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵 وجود ندارد اگر و تنها اگر صدق کند〈𝐴2〉 = 𝐴 پیوسته در اینقطههر اشتقاق  یا𝜃 .صفر باشد 

بات.  ید اث :𝑆فرض کن 𝐵 → 𝐴∗  گاشعععتی 𝑎هر به ازای که باشععععد دارکرانخطی  ن ∈ 𝐴   و هر𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵روابط  ، در 

𝑆(𝑏𝑑) = 𝜃(𝑏)𝑆(𝑑) + 𝜃(𝑑)𝑆(𝑏),   𝑎 ⋅ 𝑆(𝑏) = 𝑆(𝑏) ⋅ 𝑎 = 0 

𝑆به وضوح گاهآنچگال باشد  𝐴در  〈𝐴2〉. اگر صدق کند = به  گاهآنصفر باشد  𝜃پیوسته در  اینقطه. اگر هر اشتقاق   0

𝑓ازای هر ∈ 𝐴∗∗ ،نگاشععت𝑓 ∘ 𝑆  پیوسععته در اینقطهیک اشععتقاق𝜃 بنابراینو  اسععت𝑓 ∘ 𝑆 = دهد میاین خود نتیجه . 0

𝑆که = 0. 

𝑓برعکس، فرض کنید  ∈ 𝐴∗  و ناصععفر𝑓|𝐴2 = :𝐷و نگاشععت  0 𝐵 → ℂ  وسععته درپی اینقطهیک اشععتقاق𝜃 .اگر باشععد 

:𝑆نگاشععت 𝐵 → 𝐴∗ را به صععورت𝑆(𝑏) = 𝐷(𝑏)𝑓 گاهآن، کنیم تعریف𝑆  هر به ازای نگاشععتی خطی و پیوسععته اسععت که

𝑎 ∈ 𝐴 و هر𝑏, 𝑑 ∈ 𝐵 ،در 

𝑆(𝑏𝑑) = 𝜃(𝑏)𝑆(𝑑) + 𝜃(𝑑)𝑆(𝑏),   𝑎 ⋅ 𝑆(𝑏) = 𝑆(𝑏) ⋅ 𝑎 = 0 

𝑆بنابراین . کندمیصدق  = 𝐷که هدمینتیجه  . این0 = 0 .∎ 

𝐴 نشان داده شده است که 𝐴 در 〈𝐴2〉چگال بودن [ با فرض 8در ] ×𝜃 𝐵دوری است اگر و تنها اگر  پذیرمیانگین𝐴  و𝐵  هر

شعععرایط لازم و کافی برای [، در حالت کلی 5.1 ةقضعععی، 8ضعععمن بهبود ]در قضعععیه بعد، دوری باشعععند. پذیرمیانگیندو 

𝐴 پذیری دروی )تقریبی(میانگین ×𝜃 𝐵 دهیم.می هئارارا 

𝐴 در این صععورتباشععد. (𝐵)∆عضععوی از 𝜃دو جبر باناخ و 𝐵و  𝐴فرض کنید . ۲.۲ ةقضی  ×𝜃 𝐵پذیری دوری میانگین

 است اگر و تنها اگر  )تقریبی(

(1.) 𝐴  و 𝐵 باشند. پذیری دوری )تقریبی(میانگینهر دو 

(2.) 〈𝐴2〉 = 𝐴  پیوسته در اینقطهیا هر اشتقاق𝜃 د.صفر باش 

 د.شومیمشابه اثبات  طوربه  تقریبی دوری پذیرمیانگیندهیم، می هئی دوری اراپذیرمیانگیناثباتی برای اثبات. 

𝐴 ، فرض کنید لزومبرای اثبات  ×𝜃 𝐵شد. اگر  پذیرمیانگین شتدوری با :𝑑نگا 𝐴 → 𝐴∗  .شد سته با شتقاق دوری پیو یک ا

:𝐷گاهآن 𝐴 ×𝜃 𝐵 → (𝐴 ×𝜃 𝐵)∗ ضابطه ,𝐷(𝑎با  𝑏) = (𝑑(𝑎),0)  ست یک سته ا شتقاق دوری پیو طبق فرض باید  کها

به  𝐵ی دوریپذیرمیانگیندوری است.  پذیرمیانگین𝐴است. بنابراین  درونینیز 𝑑 شود که مینتیجه  2.1. از لم باشد درونی

 .کندمیاثبات را  (1این )شود. میطور مشابه اثبات 
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:𝑆 کنید  (، فرض2برای اثبات ) 𝐵 → 𝐴∗قسمت شرایط باشد که در نگاشتی خطی و پیوسته(𝑏)  با . کندمیصدق  2.1لم

ستفاده از لم  :𝐷گیریم می، نتیجه  2.1ا 𝐴 ×𝜃 𝐵 → (𝐴 ×𝜃 𝐵)∗ ضابط ,𝐷(𝑎ةبا  𝑏) = (𝑆(𝑏), −𝑆∗(𝑎))  شتقاق یک ا

𝑆ین . بنابراباشد درونیطبق فرض باید پس  .دوری پیوسته است =  . کندمیرا کامل  لزوماثبات  2.2 ة. این به همراه گزار0

:𝐷، فرض کنید اثبات کفایتبرای  𝐴 ×𝜃 𝐵 → (𝐴 ×𝜃 𝐵)∗  .گاهآنیک اشتقاق دوری پیوسته باشد 

𝐷(𝑎, 𝑏) = (𝐷1(𝑎) + 𝑆(𝑏), 𝐷2(𝑏) − 𝑆∗(𝑎));        (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵), 

,𝐷1به طوری که  𝐷2  و𝑆  در شرایط(a)  و(b)  بودن  درونی( 1از شرط )کنند. میصدق  2.1لم𝐷1  و𝐷2  و ( 2از شرط )و

𝐴 و لذا درونی𝐷. بنابراین شودمینتیجه  𝑆صفر بودن  2.2گزاره  ×𝜃 𝐵دوری است. پذیرمیانگین∎ 

〈𝐴2〉راست یا چپ باشد در این صورت  دارکراندارای یک همانی تقریبی  𝐴فرض کنید = 𝐴 . بنابراین به عنوان یک نتیجه

 بعد را خواهیم داشت. ةگزار 2.3 ةفوری از قضی

ضوی از 𝜃دو جبر باناخ و 𝐵و  𝐴فرض کنید .  ۲.0 ةنت ج شد. (𝐵)∆ع ست یا  دارکرانیک همانی تقریبی دارای  𝐴اگر  با را

𝐴گاهآنچپ باشععد  ×𝜃 𝐵تقریبی(میانگین( و فقط اگراسععت اگر  پذیری دوری 𝐴 و𝐵 میانگینهر دو)پذیری دوری )تقریبی 

 باشند.

〈𝐴2〉[، 2طبق ] گاهآنضعیف باشد  پذیرمیانگین𝐴اگر  = 𝐴 . است. 2.3 ةزیر نتیجه دیگری از قضی ةگزاربنابراین 

 گاهآنشعععد باضععععیف  پذیرمیانگین𝐴 اگر  باشعععد. (𝐵)∆عضعععوی از 𝜃دو جبر باناخ و 𝐵و  𝐴فرض کنید .  ۲.۲ ةنت ج

𝐴پذیری دروی )تقریبی(میانگین ×𝜃 𝐵  پذیری دروی )تقریبی(میانگینبا𝐴  و𝐵 .معادل است 

𝜃یک جبر باناخ و  𝐵کنیم که اگر می[ یادآوری 19بعدی از ] ةقبل از ذکر گزار ∈ ∆(𝐵) گاهنآ𝐵  ،𝜃-چپ  پذیرمیانگین

 که𝑋 دومدول باناخ -𝐵شود هرگاه برای هر مینامیده 

𝑏 ⋅ 𝑥 = 𝜃(𝑏)𝑥          (𝑏 ∈ 𝐵, 𝑥 ∈ 𝑋), 

شعود. این مفهوم تعمیم میی راسعت به طور مشعابه تعریف پذیریانگینمدرونی باشعد ∗𝑋به توی  𝐵هر اشعتقاق پیوسعته از 

وریه پذیر و جبر فجبرهای باناخ میانگین [ مورد مطالعه قرار گرفته اسعت.15سعت که در ]ا لائو ی چپ جبرهایپذیرمیانگین

𝐴(𝐺)  وقتی𝐺 هایی از جبرهای باناخ یک گروه فشرده موضعی است مثال𝜃-[. 19پذیر چپ هستند، ]میانگین 

پیوسععته  اینقطه[، هی  اشععتقاق 2.4، توجه 13طبق ] در این صععورتچپ یا راسععت باشععد پذیرمیانگین -𝐵 ،𝜃فرض کنید 

 داریم.  2.3 ةدیگر از قضی ةوجود ندارد. بنابراین به عنوان نتیج 𝜃ناصفری در 

ید .  ۲.۲ ةنت ج ناخ و 𝐵و  𝐴فرض کن با یانگین -𝐵 ،𝜃اگر  باشعععد (𝐵)∆عضعععوی از 𝜃دو جبر  یا راسعععت  پذیرم چپ 

𝐴 گاهآنباشد ×𝜃 𝐵تقریبی(میانگین( است اگر و فقط اگر پذیری دروی 𝐴  و 𝐵میانگین)باشند.پذیری دروی )تقریبی 
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بنابراین وجود ندارد. 𝜃پیوسته ناصفری در  اینقطههی  اشتقاق [، 1.3گزاره ، 2طبق ] گاهآنباشد  ضعیف پذیرمیانگین𝐵اگر 

 است. 2.3 ةدیگری از قضی ةزیر نتیج ةگزار

 گاهآنباشعععد ضععععیف  پذیرمیانگین𝐵 اگر  باشعععد. (𝐵)∆عضعععوی از 𝜃دو جبر باناخ و 𝐵و  𝐴فرض کنید .  ۲.۷ ةنت ج

𝐴بی(پذیری دروی )تقریمیانگین ×𝜃 𝐵  پذیری دروی )تقریبی(میانگینبا𝐴  و𝐵 .معادل است 

 را مشاهده کنید.[ 11]اثبات شده است. همچنین  [6]زیر را داریم که در  ةقضی، 2.3 ةاز قضی دیگر مهم ةبه عنوان نتیج

اسععت اگر و تنها اگر  پذیری دوری )تقریبی(میانگین#𝐴 یک جبر باناخ باشععد. در این صععورت 𝐴فرض کنید . ۲.۲ ةقضیی 

𝐴باشد. پذیری دوری )تقریبی(میانگین 

 رش مدولی جبرهای باناخگست. ۲

 دهیم. به عنوانمی هئی دوری گسععترش مدولی یک جبر باناخ را اراپذیرمیانگیندر این ب ش شععرایط لازم و کافی برای 

 دست خواهیم آورد. هی دوری جبرهای باناخ مثلثی بپذیرمیانگینیک نتیجه این شرایط را برای 

شد.دو -𝐴یک𝑋و یک جبر باناخ𝐴 فرض کنید ضای باناخ مدول باناخ با صورت ف ضای باناخ  ∗(𝐴⨁1𝑋)در این  ∗𝐴با ف × 𝑋∗ 

,𝑓)‖مجهز به نرم ماکزیمم  𝑔)‖ = max{‖𝑓‖, ‖𝑔‖} .توان نشان داد که اعمال مدولی مییکری ت است(𝐴 ⊕1 𝑋)∗  به

𝐴)عنوان  ⊕1 𝑋)-  برای هر  دو مدول(𝑎, 𝑥) ∈ 𝐴 × 𝑋 و هر(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐴∗ × 𝑋∗    شودمیاز طریق روابط زیر مش: 

(𝑓, 𝑔) ⋅ (𝑎, 𝑥) = (𝑓 ⋅ 𝑎 + 𝑔 ∗ 𝑥, 𝑔 ⋅ 𝑎), 

(𝑎, 𝑥) ⋅ (𝑓, 𝑔) = (𝑎 ⋅ 𝑓 + 𝑥 ∗ 𝑔, 𝑎 ⋅ 𝑔). 

𝑔 که  ∗ 𝑥 ∈ 𝐴∗ و 𝑥 ∗ 𝑔 ∈ 𝐴∗ یب طبه ترت 𝑔)ةبا ضععععاب ∗ 𝑥)(𝑎) = 𝑔(𝑥 ⋅ 𝑎) و (𝑥 ∗ 𝑔)(𝑎) = 𝑔(𝑎 ⋅ 𝑥) تعریف

 شوند.می

 .کندمیرا مش    بر باناخجگسترش مدولی یک ی دوری روی هااشتقاقکه نمایش کنیم میشروع زیر  لمبا 

ید .۲.1 لم ناخ و𝐴 فرض کن با ناخ مدولدو - 𝐴یک𝑋 یک جبر  ته  در این صعععورت باشعععد. با گاشعععت خطی و پیوسععع ن

 𝐷: 𝐴 ⊕1 𝑋 → (𝐴 ⊕1 𝑋)∗ اگر دوری است اگر و تنها اشتقاقیک 

𝐷(𝑎, 𝑥) = (𝐷𝐴(𝑎) − 𝐷𝑋
∗(𝑥), 𝐷𝑋(𝑎) + 𝑆(𝑥))((𝑎, 𝑥) ∈ 𝐴 × 𝑋), 

 در آن که

(a)  𝐷𝐴: 𝐴 → 𝐴∗ است اشتقاق دوری پیوستهیک. 

(b)  𝐷𝑋: 𝐴 → 𝑋∗ است اشتقاق پیوستهیک. 

(c) 𝑆: 𝑋 → 𝑋∗یعععک همری تعععی𝐴- در کعععه اسعععت  پیوسعععته ی معععدولدو 𝑆(𝑥)(𝑦) + 𝑆(𝑦)(𝑥) = هعععر بعععرای 0
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 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 کندمیصدق. 

𝑆بوده و  درونی )تقریبی(𝐷𝑋 و  𝐷𝐴هر دو اشتقاق  گر و تنها اگرااست  درونی )تقریبی(𝐷اشتقاقهمچنین  = 0. 

:𝐷 [ نگاشت 4.2 ةگزار، 16با توجه به ].اثبات 𝐴 ⊕1 𝑋 → (𝐴 ⊕1 𝑋)∗است اگر و فقط اگر  یک اشتقاق 

𝐷(𝑎, 𝑥) = (𝐷𝐴(𝑎) + 𝑇(𝑥), 𝐷𝑋(𝑎) + 𝑆(𝑥))((𝑎, 𝑥) ∈ 𝐴 × 𝑋), 

:𝐷𝐴 که در آن  𝐴 → 𝐴∗  و 𝐷𝑋: 𝐴 → 𝑋∗ شتقاق هر دو ستندا :𝑇،ه 𝑋 → 𝐴∗ شتی ست کهخطی نگا 𝑎برای هر  ا ∈ 𝐴  و

𝑥 ∈ 𝑋 

𝑇(𝑥 ⋅ 𝑎) = 𝑇(𝑥) ⋅ 𝑎 + 𝑥 ∗ 𝐷𝑋(𝑎)  ,   𝑇(𝑎 ⋅ 𝑥) = 𝑎 ⋅ 𝑇(𝑥) + 𝐷𝑋(𝑎) ∗ 𝑥 

:𝑆 و 𝑋 → 𝑋∗ همری تی یک𝐴-برای هر  است که یمدولدو𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

𝑆(𝑥) ∗ 𝑦 + 𝑥 ∗ 𝑆(𝑦) = 0. 

 جا که از آن

𝐷(𝑎, 𝑥)((𝑏, 𝑦)) + 𝐷(𝑏, 𝑦)((𝑎, 𝑥)) = (𝐷𝐴(𝑎 + 𝑇(𝑥), 𝐷𝑋(𝑎) + 𝑆(𝑥))((𝑏, 𝑦)) 

+(𝐷𝐴(𝑏) + 𝑇(𝑦), 𝐷𝑋(𝑏) + 𝑆(𝑦))((𝑎, 𝑥)) 

= (𝐷𝐴(𝑎) + 𝑇(𝑥))(𝑏) + (𝐷𝑋(𝑎) + 𝑆(𝑥))(𝑦) 

+(𝐷𝐴(𝑏) + 𝑇(𝑦))(𝑎) + (𝐷𝑋(𝑏) + 𝑆(𝑦))(𝑥) 

= 𝐷𝐴(𝑎)(𝑏) + 𝑇(𝑥)(𝑏) + 𝐷𝑋(𝑎)(𝑦) + 𝑆(𝑥)(𝑦) 

+𝐷𝐴(𝑏)(𝑎) + 𝑇(𝑦)(𝑎) + 𝐷𝑋(𝑏)(𝑥) + 𝑆(𝑦)(𝑥) 

ناسعععب برای متهیرهای  قادیر م ,𝑥با انت اب م 𝑏, 𝑎  و𝑦 که میدر قاق دوری اسعععت اگر و 𝐷یابیم  ها اگر  یک اشعععت تن

𝑇(𝑥)باشد، دوری 𝐷𝐴 اشتقاق = −𝐷𝑋
∗(𝑥)و 𝑆(𝑥)(𝑦) + 𝑆(𝑦)(𝑥) = ,𝑥برای هر 0 𝑦 ∈ 𝑋. 

𝐷سرانجام  = 𝑑(𝑓,𝑔)  برای برخی(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐴∗ × 𝑋∗  اگر و تنها اگر 

(𝐷𝐴(𝑎) − 𝐷𝑋
∗(𝑥), 𝐷𝑋(𝑎) + 𝑆(𝑥)) = 𝐷(𝑎, 𝑥) 

= (𝑎, 𝑥) ⋅ (𝑓, 𝑔) − (𝑓, 𝑔) ⋅ (𝑎, 𝑥) 

= (𝑎 ⋅ 𝑓 − 𝑓 ⋅ 𝑎 + 𝑥 ∗ 𝑔 − 𝑔 ∗ 𝑥, 𝑎 ⋅ 𝑔 − 𝑔 ⋅ 𝑎) 

𝑆اگر و تنها اگرت اس درونی )تقریبی(𝐷 رسیم که میبه این نتیجه  𝑥و  𝑎دوباره با انت اب مقادیر مناسب برای  =  𝐷1و  0

 ∎باشند. درونی )تقریبی(هردو  𝐷2و 
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[، 3باز ] ةاز آن برای پاسخ به چندین مسال 𝐴⨁1𝑋لی ی ضعیف گسترش مدوپذیرمیانگین-𝑛 ة[ ضمن مطالع23]ژانگ در 

ست. پذیرمیانگین-𝑛در خصوص  ستفاده نموده ا ضعیف جبرهای باناخ ا ضیی   شرایط لازم و کافیدر حالت کلی بعد،  ةدر ق

𝐴ی دوری پذیرمیانگینبرای  ⊕1 𝑋  یم و سعاده برای دو توان اثباتی مسعتقمیزیر  ةبا الهام از اثبات قضعی دهیم.میرا ارایه

 ارایه نمود.نیز [ 23]اساسی  ةقضی

𝐴 در این صورت مدول باناخ باشد.دو-𝐴یک𝑋یک جبر باناخ و𝐴فرض کنید. ۲.۲ةقض  ⊕1 𝑋 اگر است  دوری پذیریانگینم

 .شرایط زیر برقرار باشند و تنها اگر

(1.)  𝐴باشد دوریپذیرمیانگین. 

(2.) 𝐻1(𝐴, 𝑋∗) = {0}. 

:𝑆 ولی غیر صعععفرمددو- 𝐴ری تی هی  هم (.3) 𝑋 → 𝑋∗کهم باشعععد  𝑆(𝑥)(𝑦) در وجود ن + 𝑆(𝑦)(𝑥) = برای 0

,𝑥 هر 𝑦 ∈ 𝑋صدق کند. 

:𝐷 برقرار است و (3)تا ( 1)فرض کنیم شرایط . اثبات 𝐴 ⊕1 𝑋 → (𝐴 ⊕1 𝑋)∗ لذا طبق  .باشد پیوسته دوری اشتقاقیک

 3.1لم 

𝐷(𝑎, 𝑥) = (𝐷𝐴(𝑎) − 𝐷𝑋
∗(𝑥̂), 𝐷𝑋(𝑎) + 𝑆(𝑥)),                  ((𝑎, 𝑥) ∈ 𝐴 × 𝑋). 

:𝐷𝐴 چون 𝐴 → 𝐴∗عضععو ،(1)شععرط طبق اسععت پس پیوسععته دوری اشععتقاقک ی 𝑓 ∈ 𝐴∗موجود اسععت که𝐷𝐴 = 𝑑𝑓 .

𝑔 عضو (2) شرط طبقهمچنین  ∈ 𝑋∗که موجود است𝐷𝑋 = 𝑑𝑔 .دهد که مینتیجه  (3) شرط سرانجام𝑆 = بنابراین  .0

 𝐷است. ونیدر 

:𝑑 بر عکس فرض کنیم 𝐴 → 𝐴∗ شتقاقیک سته  دوری ا شدپیو شتبا :𝐷 . نگا 𝐴 ⊕1 𝑋 → (𝐴 ⊕1 𝑋)∗ شده با تعریف 

,𝐷(𝑎  ةضابط 𝑥) = (𝑑(𝑎),0) 3.1لم بنا به  باشد. درونیباید طبق فرض که است پیوسته دوری اشتقاقیک، 𝑑 درونینیز 

 . کندمی( را اثبات 1این ) .است

:𝑑 ( فرض کنید 2ت )برای اثبا 𝐴 → 𝑋∗نگاشعععت دهد که مینشعععان  3.1 لمدر این صعععورت .باشعععد پیوسعععته یاشعععتقاق

 𝐷: 𝐴 ⊕1 𝑋 → (𝐴 ⊕1 𝑋)∗ةبا ضابط 

𝐷(𝑎, 𝑥) = (−𝑑∗(𝑥̂), 𝑑(𝑎)) 

قاقیک  ته  دوری اشعععت ید 𝐷اسعععت. طبق فرضپیوسععع قاقپس باشعععد.  درونیبا نابراین  اسعععت و درونینیز 𝑑اشعععت ب

𝐻1(𝐴, 𝑋∗) = {0}. 

شتبالاخره فرض کنید  :𝑆 نگا 𝑋 → 𝑋∗ ری تی همیک𝐴-شد که به ازای هر یمدولود ,𝑥 با 𝑦 ∈ 𝑋ر رابظهد 𝑆(𝑥)(𝑦) +

𝑆(𝑦)(𝑥) = شت 3.1 لمظبق . کندمیصدق 0 :𝐷نگا 𝐴 ⊕1 𝑋 → (𝐴 ⊕1 𝑋)∗ ضابط ,𝐷(𝑎 ةبا  𝑥) = (0, 𝑆(𝑥)) ک ی
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𝑆بنابراینباشد. رونیدباید طبق فرض  کهاست  پیوسته دوری اشتقاق = 0 .∎ 
 

,𝐴)یک  𝑋دو جبر باناخ و  𝐵و  𝐴فرض کنید  𝐵)-شد ست که یک  𝑋یعنی ؛ دومدول باناخ با ضای باناخی ا مدول -𝐴یک ف

𝑎مدول راست باشد که برای هر -𝐵چپ و یک  ∈ 𝐴 ،𝑏 ∈ 𝐵  و𝑥 ∈ 𝑋 

(𝑎 ⋅ 𝑥) ⋅ 𝑏 = 𝑎 ⋅ (𝑥 ⋅ 𝑏),        ‖𝑎 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑏‖ ≤ ‖𝑎‖‖𝑥‖‖𝑏‖, 

  ةت مجموعدر این صور

𝑇𝑟𝑖(𝐴, 𝑋, 𝐵) = {[
𝑎 𝑥
0 𝑏

] |  𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑥 ∈ 𝑋} 

 و نرم  و ضرب ماتریسها ، جمعبه همراه اعمال ضرب اسکالر

‖[
𝑎 𝑥
0 𝑏

]‖ = ‖𝑎‖ + ‖𝑏‖ + ‖𝑥‖ 

 رکنیم که هر جبر باناخ مثلثی یک جبمییادآوری شعععود.میشعععود که جبر باناخ مثلثی نامیده میتبدیل به یک جبر باناخ 

,𝑇𝑟𝑖(𝐴گسترش مدولی است. در واقع  𝑋, 𝐵)  با گسترش مدولی(𝐴 × 𝐵)⨁1𝑋 به طور طولپا یکری ت جبری است، جایی 

𝐴که  × 𝐵  حاصل ضرب مستقیم دو جبر باناخ𝐴  و𝐵  و𝑋  با اعمال 

(𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑥,      𝑥 ⋅ (𝑎, 𝑏) = 𝑥 ⋅ 𝑏;         ((𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 × 𝐵, 𝑥 ∈ 𝑋), 

𝐴)به عنوان یک  × 𝐵)-.دومدول در نظر گرفته شده است 

ضعیف پذیرمیانگین-𝑛 ة[ به مطالع7در ] ,𝑇𝑟𝑖(𝐴ی  𝑋, 𝐵) شده و پرداخت شان داده  ست ن شده ا  𝑋یکدار و  𝐵و  𝐴هرگاه ه 

شد  2𝑛)گاهآنیک مدول یکانی با + ضعیف پذیرمیانگین-(1 ,𝑇𝑟𝑖(𝐴ی  𝑋, 𝐵)  2)با𝑛 + ضعیف پذیرمیانگین-(1 و  𝐴ی 

𝐵  .ست ضیمعادل ا ضدر ، 3.2 ةبه عنوان نتیجه ای از ق ,𝑇𝑟𝑖(𝐴ی دوری پذیرمیانگینایای زیر ق 𝑋, 𝐵)  سی خواهیم را برر

 . هستندجدید و جالب  ایجینت به نوبه خودکه کرد 

,𝐴)-جبرهای باناخ و𝐵 و𝐴فرض کنید .۲.۲ ةقضیی  𝐵) یک 𝑋همچنین فرض کنید  باشعععد. باناخ مدولدو𝐴  دارای همانی

𝐴〉قریبی چپ باشععد و ت ⋅ 𝑋〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑋 .مثلثی باناخ جبر ر این صععورتد 𝑇𝑟𝑖(𝐴, 𝑋, 𝐵)اسععت اگر و تنها دوریپذیر میانگین 

 .ندباش دوری پذیرمیانگین𝐵 و  𝐴اگر

,𝑇𝑟𝑖(𝐴 فرض کنیم اثبات. 𝑋, 𝐵)که  شععودمینتیجه  3.2 ةباشععد در این صععورت با اسععتفاده از قضععی دوریپذیر میانگین

𝐴 × 𝐵ی دوری پذیرمیانگیندهد که این با میساده نشان  ةیک محاسب است. دوری پذیرینمیانگ𝐴  و𝐵 .معادل است 

,𝑇𝑟𝑖(𝐴ی دوری پذیرمیانگیند. برای اثبات نباشدوری  پذیرمیانگین𝐵و 𝐴 کنیم میعکس فرض بر 𝑋, 𝐵) ست نشان ا کافی

( فرض کنید 2( برقرار اسعععت. برای اثبات شعععرط )1)برقرارند. طبق فرض شعععرط  3.2 ة( قضعععی3( تا )1دهیم شعععرایط )

 𝐷𝑋: 𝐴 × 𝐵 →  𝑋∗ باشععد. در این صععورت یک اشععتقاق پیوسععته𝐷𝑋(𝑎, 𝑏) = 𝑓𝐴(𝑎) + 𝑓𝐵(𝑏).  که𝑓𝐴: 𝐴 → 𝑋∗  و

𝑓𝐵: 𝐵 → 𝑋∗  ری تی  همبه ترتیب𝐴- مدولی راسعت و𝐵- های با ضعابطههسعتند که مدولی چپ𝑓𝐴(𝑎) = 𝐷𝑋(𝑎, و  (0

𝑓𝐵(𝑏) = 𝐷𝑋(0, 𝑏) چون شععوند.میتعریف𝐴 عضععو [2.2، لم 18طبق ]اسععت  دارای همانی تقریبی چپ 𝑔 ∈ 𝑋∗ موجود

𝑓𝐴(𝑎)است که = −𝑔 ⋅ 𝑎 . کهاز ایناز طرفی 𝐷برای هر  است یک اشتقاق𝑎 ∈ 𝐴  و 𝑏 ∈ 𝐵داریم. 
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𝑓𝐵(𝑏) ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑓𝐴(𝑎) = 0. 

 بنابراین

𝑓𝐵(𝑏) ⋅ 𝑎 = −𝑏 ⋅ 𝑓𝐴(𝑎) = −𝑏 ⋅ (−𝑔 ⋅ 𝑎) = (𝑏 ⋅ 𝑔) ⋅ 𝑎 

𝑓𝐵(𝑏))به عبارت دیگر − 𝑏 ⋅ 𝑔) ⋅ 𝑎 = 𝐴〉حال چون.0 ⋅ 𝑋〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑋پس𝑓𝐵(𝑏) = 𝑏 ⋅ 𝑔در نتیجه . 

𝐷𝑋(𝑎, 𝑏) = −𝑔 ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑔 = (𝑎, 𝑏) ⋅ 𝑔 − 𝑔 ⋅ (𝑎, 𝑏) = 𝑑𝑔(𝑎, 𝑏). 

:𝑆فرض کنید (3)شرط  برای اثبات 𝑋 → 𝑋∗ ی ری ت یک هم(𝐴 × 𝐵)-در این صورتمدولی باشد دو 

𝑆(𝑎 ⋅ 𝑥)(𝑦) = 𝑆((𝑎, 0) ⋅ 𝑥)(𝑦) = ((𝑎, 0) ⋅ 𝑆(𝑥))(𝑦) = 𝑆(𝑥)(𝑦 ⋅ (𝑎, 0)) = 𝑆(𝑥)(0) = 0. 

𝐴〉 فرض از ⋅ 𝑋〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑋یابیم کهدر می𝑆 = ,𝑇𝑟𝑖(𝐴 بنابراین . 0 𝑋, 𝐵)است. دوریپذیر میانگین∎ 

 بعدی به طور مشابه اثبات خواهد شد. ةقضی

,𝐴)-جبرهای باناخ و𝐵 و𝐴 ض کنیدفر .۲.0 ةقضیی  𝐵) یک 𝑋همچنین فرض کنید  باناخ باشععد. مدولدو𝐵  دارای همانی

𝑋〉باشععد و  راسععتتقریبی  ⋅ 𝐵〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑋 .مثلثی باناخ جبر ر این صععورتد 𝑇𝑟𝑖(𝐴, 𝑋, 𝐵)اسععت اگر و تنها دوریپذیر میانگین 

 .ندباش دوری پذیرمیانگین𝐵 و  𝐴اگر

 ی از قضیه فوق خواهیم داشت.سرانجام به عنوان نتیجه ا

ض  ,𝐴)-و یکدار جبرهای باناخ𝐵 و𝐴 فرض کنید .۲.0 ةق 𝐵) یک 𝑋باناخ جبر ر این صععورتد. باشععد یکانی باناخ مدولدو 

,𝑇𝑟𝑖(𝐴 مثلثی 𝑋, 𝐵)اگر است اگر و تنها دوریپذیر میانگین𝐴  و 𝐵ندباش دوری پذیرمیانگین. 
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