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   Introduction 

Since linear and multilinear algebra has many applications in different 

branches of sciences, the attention of many mathematicians has been attracted 

to it in recent decades. The determinant and the permanent are the most 

important functions in linear algebra and so a generalized matrix function, 

which is a generalization of the determinant and the permanent, becomes 

significant. Generalized matrix functions connect some branches of 

mathematics such as theory of finite groups, representation theory of groups, 

graph theory and combinatorics, and linear and multilinear algebra.  

   Let nS  be the symmetric group of degree n , G be a subgroup of nS , and 

:G be a function. The function  

: ( )G
nd M  

given by 

( )
( ) ( )

n
G

i i
G i

d A a
1

 

is called the generalized matrix function associated to G  and . Note that if 

nG S and 1
G

, the principal character of G , then perGd is the 

permanent and  if nG S and , the alternating character of G , then 

detGd is the determinant. 

Results 
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    In this paper, using permutation matrices or symmetric matrices, necessary 

and sufficient conditions are given for a generalized matrix function to be the 

determinant or the permanent. We prove that a generalized matrix function is 

the determinant or the permanent if and only if it preserves the product of 

symmetric permutation matrices. Also we show that a generalized matrix 

function is the determinant if and only if it preserves the product of symmetric 

matrices. To be precise, we show that:  

If nG S and :G is a nonzero function, then the following are 

equivalent: 

1) detGd  or perGd ; 

2) , , ( ) ( ) ( )G G G
n d A A d A d AS ; 

3) , , ( ) ( ) ( )G G G
n d A A d A d AT ; 

where A is the permutation matrix induced by nS and 

{ | }n nT S
2 1 . 

Also if nG S and :G is a nonzero function, then detGd  if 

and only if for all symmetric matrices 

, ( ), ( ) ( ) ( )G G G
nA B M d AB d Ad B . 
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 مقدمه .1

های اخیر باشند، در دهههای مختلف علوم میجبر خطی و جبر چندخطی دارای کاربردهای فراوانی در شاخه با توجه به اینکه     

و کتب و مقالات با ارزشی در این زمینه چاپ شده است.  ها به این شاخه از ریاضیات جلب شده استتوجه بسیاری از ریاضیدان

ای برخوردار است، بنابراین بررسی خواص توابع ماتریسی خطی از اهمیت ویژهاز آنجا که تابع دترمینان و پرمننت در جبر

ای برخوردار العادهاهمیت فوقیافته که تابع دترمینان و تابع پرمننت حالت خاصی از این گونه توابع هستند به همان اندازه از تعمیم

هایی شاخه ،دهدیافته این است که چند شاخه از ریاضیات را به هم پیوند میخواهد بود. مهمترین ویژگی توابع ماتریسی تعمیم

، مقاله اینصلی امانند نظریۀ گروههای متناهی، نظریۀ نمایش، نظریۀ گراف، نظریۀ ترکیبیات، جبر خطی و جبر چندخطی. هدف 

گشتی جایهای ضرب ماتریسیا های متقارن ماتریسضرب باشد که می یافتهتوابع ماتریسی تعمیمو بررسی آن دسته از  همطالع

این مقاله در دو بخش تنظیم شده است. بخش اول شامل تعاریف و مفاهیم اولیه است. بخش دوم نیز به نتایج  کنند.را حفظ می

سازی توابع ماتریسی های متقارن به مشخصههای جایگشتی یا ماتریساصلی اختصاص دارد که در آن با استفاده از ماتریس

     شود. یافته با یک ویژگی خاص پرداخته میتعمیم

 تعاریف و پیش نیازها.2

 nو  nبه ترتیب با نمادهای  nها متناهی هستند و گروه متقارن و گروه متناوب از درجۀ همۀ گروه در سراسر این مقاله     

)همچنین شوند.نشان داده می )nM  هایماتریسمجموعۀ نمایانگرn nو  روی( )nGL  نیز نشان دهندۀ

nپذیروارون هایمجموعۀ ماتریس n است.  روی 

، ماتریسnبرای جایگشت تعریف:   
( )

( ) ( )ni j
A M نامندمی را ماتریس جایگشتی متناظر با. 

nAجایگشت همانی باشد آنگاه 1بدیهی است که اگر     I های جایگشتی . همچنین تعداد ماتریسو برعکس

n n  و برابر بابوده متناهی!n باشد. می 

 کند.های جایگشتی را بیان میقضیۀ سادۀ زیر برخی خواص ماتریس  

,فرض کنید .1 قضیه   nS در این صورت . 
Aالف(  A A. 

detب(  sgn( )A.  

)پذیر است و وارون Aج(  ) ( )tA A A1
1. 

2متقارن است اگر و فقط اگر Aد(  1. 

 .7رجوع شود به فصل چهارم از مرجع .اثبات

nهای جایگشتیبا توجه به قضیۀ فوق، مجموعۀ همۀ ماتریس    n زیرگروهی از( )nGL یکریخت باnS .است  

 شود. ارجاع داده می 2شود که برای جزئیات بیشتر، خواننده به مرجعدر ادامه، مطالبی از نظریۀ نمایش گروهها بیان می   

: مانند ریختیهمیک  G گروه نمایش از کیالف(  تعریف:    ( )nG GLX باشد.یم  

)با ضابطۀ  G:تابع  ب( ) tr ( )g gX  کاراکتررا G  نمایش شده توسطپیشنهادXعدد طبیعی و نامندیم

( ) tr ( ) nX1  شود. یده مینام یطخ کاراکتر ،1 ۀدرج از کاراکترهر  نامند. همچنینمی کاراکتر ۀرا درج 1



 5                                                                                                        پرمننت و نانیدترم افته،یمیتعم یسیماتر توابع  

از گروه  صفر نیستند و بنابراین کاراکتر آن گروه در هیچ عضوی ازیک گروه  توان دید که کاراکترهای خطیبه آسانی می   

G خطی است اگر و فقط اگر*:G 1تابع ،در حالت خاص .است گروه ضربی *که باشد ریختیهم
G

که هر  

mGنامند. همچنین اگریم یاست که آن را کاراکتر اصل ینگارد، یک کاراکتر خطیم 1را به Gعضو  S که آنگاه تابع

. نامندیآن را کاراکتر متناوب م کهاست  ینگارد، یک کاراکتر خطیم 1 فرد را به یهاو جایگشت 1زوج را به  یهاجایگشت

)داریم،  Gدر حقیقت برای هر  ) sgn( ) .  

مایش Gدو کاراکتر از  وفرض کنیدحال  به ترتیب توسنننط ن ند و پیشننننهاد شنننده Yو Xیهاباشنننند که  ا

( ) ( )n 1 :تابع . در این صورت1 ( )nG GLZ ۀبا ضابط  

( ) o
( )

o ( )

g
g

g

X
Z

Y
 

 است که یاست. بدیه Gیک نمایش از 

.( )( ) ( ) ( ) tr ( )g g g gZ 

کاراکتر  یکنیز  هامجموع کاراکتر دهد که. این نتیجه میباشدیمZپیشنهاد شده توسط نمایش Gی از کاراکتربنابراین

 یخط هر کاراکتربدیهی است که را بصورت مجموع دو کاراکتر نوشت.  ناپذیر گویند هرگاه نتوان آنرا تحویل کاراکتراست. یک 

  ناپذیر است.تحویل

 دهد.قضیۀ زیر اطلاعاتی در مورد کاراکترهای یک گروه ارائه می   

 کاراکتری از آن باشد. در این صورتیک گروه و  Gفرض کنید   .2 قضیه

 .دارد یمقدار ثابت Gتزویج  کلاسهر  یرو ، یعنییک تابع کلاسی استالف(

gبرای هر (ب G، ( ) ( )g )و  1 ) ( )g g 1. 

 .Gتزویج  یهابرابر است با تعداد کلاس Gناپذیرتحویل ی( تعداد کاراکترهاج

 باشد. یخطGناپذیر است اگر و فقط اگر هر کاراکتر تحویل یآبل Gگروه د( 

|برابر است باGخطی  یتعداد کاراکترها (اه : |G Gکه در آن ،G زیرگروه مشتق G .است 

 .2مرجع رجوع شود به فصل دوم از .اثبات

 شود. حاصل می قبلاست لذا نتیجۀ زیر از قضیۀ nAبرابر زیرگروه متناوب nSچون زیرگروه مشتق گروه متقارن 

 باشند.می nSکاراکتر اصلی و کاراکتر متناوب تنها کاراکترهای خطی گروه  .3نتیجه      

 کاراکترهای غیرخطی به صورت زیر وجود دارد. در مورد 1منسوب به برنسایدای قضیه    

 ناپذیر غیرخطی در یک عضو از گروه صفر است.هر کاراکتر تحویل .0 قضیه 

 . 2مرجع ازفصل سوم  رجوع شود به اثبات.

 تعمیمی از تابع دترمینان هستند.کنیم که می معرفیدر ادامۀ این بخش توابعی را    

nGفرض کنید تعریف:    S و:G یک تابع باشد. تابع 

: ( )G
nd M 

  با ضابطۀ 

                                                      
1 Burnside 
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( )
( ) ( )

n
G

i i
G i

d A a
1

 

)نامند کهمی و Gیافته نسبت به را تابع ماتریسی تعمیم )
ij

A a . 

G آنگاه باشند و Gدو تابع مختلط روی و بدیهی است که اگر    G Gd d d همچنین برای  .

ˆ، تابع G:هر تابع  : nS با ضابطۀ 

( )
ˆ( )

n

g g G
g

g GS0
 

صفر است. بدیهی است که Gباشد که خارج می nSبه  توسیعی از 
ˆ
nGd dS و برای هر ماتریس جایگشتیA  ،داریم

ˆ( ) ( )Gd Aطور  ههای جایگشتی بیافته با استفاده از ماتریس. این بدین معنی است که یک تابع ماتریسی تعمیم

 شود.  کامل مشخص می

nG فرض کنید مثال:   S. 

1الف( اگر
G

 باشد. پرمننت می همان تابع معروف perGdباشد آنگاه Gکاراکتر اصلی 

 باشد. همان تابع معروف دترمینان می detGdباشد آنگاه Gکاراکتر متناوب ب( اگر

nG، کهباشننند Gکاراکتر خطی ثابت کرد که اگر6مرجعدر  1مارکوس     S ،  وGd ناپذیر های وارونروی ماتریس

nGصفر شود آنگاه  S  به عبارت دیگر، و .detGdلۀ مارکوس توجه کرد. انیز به حالت دوگان مس 2. مریس

پذیر غیرصنننفر های وارونروی ماتریس Gdباشننند و Gناپذیری از کاراکتر تحویلثابت کرد که اگر 8و 7مراجع او در

nGباشد آنگاه S  در نتیجه .وdetGd که توسط نویسندگان مقالۀ حاضر با دو روش متفاوت  بعدی،. قضیۀ

دهد مضارب دترمینان تنها توابع باشد که نشان میثابت شده است، تعمیمی از نتایج مارکوس و مریس می 4و 3در مراجع

مجموعۀ  ،4و 3برای تطبیق با نمادهای مراجع  کنند. در ادامهیافته هسننتند که شننبیه دترمینان رفتار میماتریسننی تعمیم

)ناپذیر از های وارونپذیر و مجموعۀ ماتریسهای وارونماتریس )nMرا به ترتیب باNوS دهیم.نشان می 

nGفرض کنید .5 قضیه    S و :G های زیر معادلند:یک تابع غیرصفر باشد. در این صورت گزاره 

,الف(   ( )GA d AN 0 . 

,ب(    ( )GA d AS 0. 

nGج(     S و( )1. 

1.رجوع شود به قضیۀ اثبات. 1.یا قضیۀ 3از مرجع 2  .4از مرجع 2

به عنوان کاربردی از قضیۀ فوق، نویسندگان حاضر علاوه بر نتایج دیگر، یک شرط معادل برای تساوی دو تابع ماتریسی    

 به صورت زیر بدست آوردند. Sیا روی Nیافته رویتعمیم

,فرض کنید .6 قضیه   nH K Sاگر .:H و:K شرایط زیر معادلند: آنگاه دو تابع باشند 

,الف( ( ) ( )H KA d A d AN . 

,ب( ( ) ( )H KA d A d AS  و( ) ( )1 1. 

Hروی و ج( توابع K برابر و خارجH K .صفر هستند 

                                                      
1 Marcus 
2 Merris 
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2.رجوع شود به قضیۀ  اثبات.  .3از مرجع  2

در مرجع 2و رادتس 1سانگوانگ اند. همچنینبه صورت دیگر تعمیم داده شده 5در مرجع 6و  5لازم به ذکر است که قضایای    

های متقارن دست یافته روی ماتریسبرای تساوی دو تابع ماتریسی تعمیم یک شرط معادلبه ، 4 و 3با تاثیر از مراجع 9

 یافتند.

ابع دهند که تنها تونشان می است. قضیۀ زیر و دو نتیجۀ آن هاتشابه ماتریس و هادانیم که دترمینان حافظ ضرب ماتریسمی   

 باشند مضاربی از دترمینان هستند.   ها میها و تشابه ماتریسیافته که حافظ ضرب ماتریسماتریسی تعمیم

nGفرض کنید .7 قضیه    S و :Gهای زیر معادلند:یک تابع غیرصفر باشد. در این صورت گزاره 

, الف( , ( ) ( )G GA B d AB d BAS . 

, ب( , ( ) ( )G GA B d AB d BAN. 

, ج( , ( ) ( )G GA B d AB d BAS N. 

,د(  , ( ) ( )G GA B d B AB d AN 1. 

,( اه , ( ) ( )G GA B d B AB d AS N 1. 

nGو(  S و( )1. 

2. رجوع شود به قضیۀ اثبات.  .4از مرجع 2

nGفرض کنید .8 نتیجه    S و :Gهای زیر معادلند: یک تابع غیرصفر باشد. در این صورت گزاره 

, الف(   , ( ) ( ) ( )G G GA B d AB d Ad BS . 

, ب(    , ( ) ( ) ( )G G GA B d AB d Ad BS N. 

nGج(     S و( )1. 

3.نتیجۀرجوع شود به  اثبات.  .4از مرجع  2

nGفرض کنید .9 نتیجه    S و :Gهای زیر معادلند:یک تابع غیرصفر باشد. در این صورت گزاره 

, الف(   , ( ) ( ) ( )G G GA B d AB d Ad BN . 

nGب(    S و. 

4.نتیجۀرجوع شود به  اثبات.  .     4از مرجع  2

 نتایج اصلی .3

قرار  ررسیبیافته مورد های متقارن رفتارهای توابع ماتریسی تعمیمهای جایگشتی و ماتریسدر این بخش با استفاده از ماتریس   

ده های متقارن مورد مطالعه قرار داهای جایگشتی یا ماتریسگیرند. در حقیقت برخی از نتایج بخش قبل را نسبت به ماتریسمی

 آوریم.  و نتایج جدیدی را بدست می

 دهد.کنیم که یک معیار برای تابع کلاسی بودن ارائه میابتدا با قضیۀ زیر شروع می   

nGفرض کنید .14 قضیه     S در این صورت تابع .:Gیک تابع کلاسی است اگر و فقط اگر 

                                                      
1 Sanguanwong 
2 Rodtes 
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, , ( ) ( )G GG d A A d A A 

,یک تابع کلاسی و ابتدا فرض کنیم   اثبات.  G  داریم، 1از قضیۀ  باشند. در این صورتدلخواه 

( ) ( )

( )

( ( ) )

( )

( )

( ).

G G

G

G

d A A d A

d A

d A A

1

 

,تابع کلاسی است. پس اگر دهیمبرعکس نشان می   G داریم، 1و قضیۀ  دلخواه باشند آنگاه از فرض 

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ).

G

G

G

G

G

d A

d A

d A A

d A A

d A

1

1

1

1

1

 

n5،nGفرض کنید. 11 نتیجه  S1  و:G تابعی باشد به طوری که به ازای برخیG1، 

( )   . در این صورت اگر0

, , ( ) ( )G G
n d A A d A AS 

nGآنگاه  S  یاnG a. 

,برای هر  از فرض اثبات. nS داریم
ˆ ˆ
( ) ( )n nd A A d A AS S زیرا

ˆ
nGd dS 14. بنابراین از قضیۀ ،

، غیرصفر است زیرا nSدر ، کلاس تزویج nSرویˆ که دهداست و این نتیجه می nSیک تابع کلاسیˆ

ˆ( ) ( n. پس0( GS لذا  وnN GS اما .N یک زیرگروه نرمال و غیربدیهی ازnS 

nNبنابراین  n5است و چون  S  یاnN a آید.و حکم بدست می 

 هایهرا به صورت زیر در مورد گرو لمییافته، نیاز داریم که برای بدست آوردن نتایج جالب دیگر در مورد توابع ماتریسی تعمیم   

 متقارن بیان و اثبات کنیم.

,های ترانهش باشد. در این صورت جایگشت همانی و غیر یک جایگشت غیر nSفرض کنید .12 لم    nS  وجود

 دارند به طوری که

 های مجزا هستند.ترانهش ضربحاصلهر دو به صورت  و الف(

 است. نقاط متحرک زیرمجموعۀ و ب( نقاط متحرک

 .ج(

)ابتدا فرض کنیم اثبات. )
k

aa a1  . k3دور باشد که - kیک 2

kاگر l2 هایزوج باشد آنگاه جایگشت 
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( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
k k l l l l

k k l l l l

aa a a a a a a

a a a a a a a a

1 2 1 1 2 1

2 3 1 1 3 2

 

 .های مجزا هستند و داریمترانهش ضربحاصلهر دو به صورت 

kهمچنین اگر  l2  هایفرد باشد آنگاه جایگشت 1
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
k k l l l l

k k l l l l

aa a a a a a a

a a a a a a a a

1 2 1 1 3 2

2 3 1 1 4 3

 

 . های مجزا هستند و داریمترانهش ضربحاصلهر دو به صورت 

 شود بنابراین اگردورهای مجزا نوشته می ضربحاصلدانیم که هر جایگشت به صورت اما می

r s1 12 2 

به دورهای مجزا باشد که در آن تجزیۀ
i

ها ترانهش و
i

iهستند آنگاه برای هر  3ها دورهای به طول حداقل s1

های جایگشت ،
i

و  
i

وجود دارند به طوری که  
i

و  
i

نقاط  ،های مجزا هستندترانهش ضربحاصلهر دو به صورت  

 متحرک
i

و  
i

نقاط متحرک زیرمجموعۀ 
i

 و است 
i i i

 های. حال جایگشت

r s

s

1 12 2

1 2
 

 .است و نقاط متحرک زیرمجموعۀ و  نقاط متحرک ،های مجزا هستندترانهش ضربحاصلبه صورت 

 .شودمیاثبات  بنابراین حکم

}در ادامه فرض کنیم    | }n n
2 1T S. واضح است کهnT ضربحاصلبه صورت  اگر و فقط اگر 

متقارن باشد. با این نمادگذاری،  Aماتریس جایگشتی اگر و فقط اگر nT به عبارت دیگر،های مجزا نوشته شود. ترانهش

 است.   nTدو عضو از ضربحاصلبه صورت  nSکند که هر عضو ازقضیۀ فوق بیان می

14.قضیۀاز قضیۀ زیر به عنوان یک مساله بیان شده است. )ج(  و بندهای )الف(معادل بودن  ،7و 6در مراجع     مرجع از 3

از آن جهت حائز اهمیت است که یک شرط معادل دیگر  . قضیۀ زیرمعادلندبندهای )الف(، )ج( و )د( کند که نیز بیان می 9

 1ای منسوب به فروبنیوس)الف(، قضیه  برای اثبات حالت )د( 9مرجع همچنین دربه آن اضافه شده است. ( ا)ه یعنی بند

دو ماتریس متقارن نوشت. لازم به ذکر  ضربحاصلتوان به صورت مربعی را می کند هر ماتریسبکار برده شده است که بیان می

ای از قضیۀ داده است. در اثبات قضیۀ زیر، هیچ استفاده 1اثباتی مقدماتی برای قضیۀ فروبنیوس در مرجع  2است که بوش

 فروبنیوس نخواهد شد.  

nGفرض کنید .13 قضیه    S و :Gهای زیر معادلند:یک تابع باشد. در این صورت گزاره 

,الف( ( ) ( )G 1 

,ب( ( ) ( )G GG d A d A 1 

)ج( ), ( ) ( )G G t
nA M d A d A 

,د( برای هر دو ماتریس متقارن ( )nA B M،( ) ( )G Gd AB d BA. 

                                                      
1 Frobenius 
2 Bosch 



 

  1041ۀ دوم، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش                                                                                                                                                                                              01

 
,(اه , ( ) ( )G G

n d A A d A AT 

)، Gواضح است که )الف( و )ب( معادلند زیرا برای هر اثبات. ) ( )Gd A . 

)ج: اگر الف )
ij

A a  و( )t
ij

A b،آنگاه از فرض داریم 

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

n
G

i i
G i

n

i i
G i

n

j jG j

n

j jG j

n

j j
G j

G t

d A a

a

a

b

b

d A

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

 

 از فرض داریم، Bو  Aد: برای هر دو ماتریس متقارن  ج

( ) (( ) ) ( ) ( )G G t G t t Gd AB d AB d B A d BA 

 : بدیهی است.اه د

2دلخواه باشد. اگر  Gالف: فرض کنیماه 2آنگاه حکم بدیهی است. پس فرض کنیم  1 . بنابراین از 1

,های، جایگشت12 لم nTداریم، 1و قضیۀ  از فرض. لذا وجود دارند به طوری که 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ).

G

G

G

G

G

d A

d A A

d A A

d A

d A 1

1

 

) ،G، برای هر 2کاراکتر باشد آنگاه بنابه قضیۀ اگر تذکر:    ) ( معادل  11و لذا بند )الف( از قضیۀ  1(

 حقیقی مقدار باشد.  با این است که 

دیدیم که مضارب دترمینان تنها توابعی ماتریسی هم  5 در قضیۀ هستند. پذیرهای جایگشتی وارونماتریسدانیم که می   

پذیر فقط از های وارونبه جای ماتریس 5در قضیۀ  اگرحال غیرصفرند.  پذیروارونهای یافته هستند که روی ماتریستعمیم

 قضیۀ زیر را خواهیم داشت. آنگاه استفاده کنیم های جایگشتیماتریس

nGفرض کنید .10 قضیه      S ناپذیر یک کاراکتر تحویل  وG  باشد. در این صورتdetGd یاperGd 

)، nSاگر و فقط اگر برای هر  )Gd A 0 . 

)detداریم،   nSچون برای هر اثبات. ) ( )A )perو  1 )A  آید.حکم بدست می پس 1
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)ˆآنگاه بنابه فرض داریم،  nSاگر   ) ( )Gd A )ˆو  G . بنابراین0 ) ( ) 0 .

nGکند این ایجاب می S  ناپذیر یک کاراکتر تحویل وnS  است که در هیچ عضوی ازnS 4 صفر نیست. از قضیۀ 

1و چون ، 1بنابه نتیجۀ  و کاراکتر خطی است شود کهنتیجه می
nS

یا هستند پس  nSتنها کاراکترهای خطی 

= 1
nS

   . perGdیا  detGd به عبارت دیگر،.  

 ناپذیری کاراکتر در قضیۀ فوق ضروری است.که تحویل یمدهمثال زیر نشان میدر    

1چون مجموع کاراکترها، کاراکتر است پس مثال:   
S2

ناپذیر نیست و برای هراست که تحویل 2Sکاراکتری از  2

2S ،داریم 

( ) ( ) ( )d A2 1 2
S

0 

 داریم، 1همچنین برای جایگشت 

1

( ) ( )

per( ) ( )

det( ) ( )
G

d A

A

A

2 3

1

1

S

 

detdبنابراین  2S  وperd 2S. 

هد دها است. قضیۀ زیر نشان مییافته است که حافظ ضرب ماتریس، دترمینان تنها تابع ماتریسی تعمیم9با توجه به نتیجۀ    

 های جایگشتی هستند.یافته هستند که حافظ ضرب ماتریسکه دترمینان و پرمننت تنها توابع ماتریسی تعمیم

nGفرض کنید .15 قضیه    S و :G یک تابع غیرصفر باشد. در این صورتdetGd یاperGd 

 اگر و فقط اگر 

, , ( ) ( ) ( )G G G
n d A A d A d AS. 

 برای هر 1از قضیۀ  ها است پس حکم برای دترمینان برقرار است. همچنینچون دترمینان حافظ ضرب ماتریس  اثبات.

, nS    ،داریم 

1 1 1per( ) per( ) ( ) ( ) ( ) per( )per( )
G G G

A A A A A1 

 بنابراین حکم برای پرمننت نیز برقرار است.

,برعکس برای هر   nS داریم، 1و قضیۀ  فرض از 

( ) ( ) ( ) ( ).G G G Gd A d A A d A d A. 

 آنگاه 1اگر 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G Gd I d I d I 21 1 

)بنابراین  )1 )یا0 )1 ). اگر 1 )1  داریم، Gآنگاه برای هر 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G Gd A d A I d A d I 1 0 

)ˆیک تابع غیرصفر است. پس و این تناقض است زیرا  ) ( )1 1 ,. همچنین از فرض برای هر1 nS ،داریم 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G Gd A d A d A 

)ˆدر حالت خاص داریم  )  ، زیرا0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )11 1 
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nGپس S  که دهند. روابط فوق نشان میˆو*: nS است و لذا یک کاراکتر خطی از  ریختییک هم

nS 1و  ،1بنابه نتیجۀ  باشد. چونمی
nS

=یا هستند پس  nSتنها کاراکترهای خطی  1
nS

. به عبارت دیگر، 

detGd  یاperGd. 

کند دترمینان و پرمننت تنها توابع ماتریسی تعمیم یافته هستند که حافظ باشد که بیان میمی15قضیۀ زیر تعمیمی از قضیۀ    

 های جایگشتی متقارن هستند.ضرب ماتریس

nGفرض کنید .16 قضیه   S و :G یک تابع غیرصفر باشد. در این صورتdetGd  یاperGd 

 اگر و فقط اگر 

, , ( ) ( ) ( )G G G
n d A A d A d AT 

 آنگاه از فرض داریم،   nTکافی است عکس قضیه را اثبات کنیم. اگر  اثبات.

   ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G Gd I d A A d A d A 21 1 

)شودنتیجه می 1در حالت خاص با فرض  ) ( )21 )و لذا  1 )1 )یا0 )1 1. 

nهمچنین اگر  nS T  12 لمآنگاه بنابه، , nT با استفادۀ مجدد از وجود دارند به طوری که .

 فرض داریم،  

   ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G G Gd A d A A d A d A 2 

,در حالت خاص اگر  , , s1 )های مجزا باشند آنگاه ازترانهش 2  شود،به استقرا نتیجه می 2(

   ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s1 12 2 3 

)اگر )1 )آنگاه از دو رابطۀ  0 )و 1( )ˆ، nSشود که برای هر نتیجه می 2( ) تابع صفر  و این یعنی 0

) لذا است که تناقض است. )1 )ˆ، nSو برای هر  1 ) nGدهد . این نتیجه می1 S و ˆ  . 
nاگر  )دوباره از رابطۀ. n3آنگاه حکم بدیهی است. پس فرض کنیم  2  داریم،  و برای هر دو ترانهش 2(

( ) ( ) ( ) 
 پس از رابطۀ

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )aa a aa aa a a aa aa a a1 1 1 1 12 3 2 3 2 3 2 3 2 3 

 داریم،

(( )) (( )) (( )) (( )) (( )) (( ))aa aa a a aa aa a a1 1 1 12 3 2 3 2 3 2 3 

 و لذا

(( )) (( )) (( ))aa a a aa1 12 2 3 3 

)آنگاه با بکاربردن رابطۀ فوق برای جایگشت  n4همچنین اگر )a a a42  داریم، 3

(( )) (( )) (( ))a a a a a a4 42 3 3 2 

 ها برابر است. روی همۀ ترانهش د که مقدارندهدو رابطۀ اخیر نشان می

)در نهایت از روابط )و 2( 1باشد آنگاه 1ها برابر با روی ترانهش شود که اگر مقدارنتیجه می 3(
G

 perGdو  

 . detGd و باشد آنگاه 1ها برابر با روی ترانهش و  اگر مقدار

]در مرجع      Gdاگر و فقط اگر  detGd باشد آنگاه Gکاراکتری از اگر کندبیان می ثابت شده است کهای قضیه 9[

 حذف شده است. شرط کاراکتر بودندر آن که قضیۀ مذکور است های متقارن باشد. نتیجۀ زیر تعمیمی از حافظ ضرب ماتریس
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nGفرض کنید .17 نتیجه     S و :G  یک تابع غیرصفر باشد. در این صورتdetGd  اگر و فقط اگر

)، Bو  Aبرای هر دو ماتریس متقارن  ) ( ) ( )G G Gd AB d Ad B. 

n. اگر perGdیا  detGdداریم،  11کافی است عکس نتیجه را اثبات کنیم. طبق قضیۀ  اثبات. آنگاه  1

det per و حکم بدیهی است. پس فرض کنیم n2  وperGd در این صورت با فرض . 

 
 داریم،

                                                       

 و 

( ) per( ) per( )per( ) ( ) ( )G G Gd AB AB A B d Ad B8 4 

 و حکم ثابت است. detGdکه یک تناقض است. پس   
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