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Introduction 

Fixed point theory has fascinated many researchers since 1922 with the 

celebrated Banach fixed point theorem. There exists a vast literature on the 

topic field and this is a very active field of research at present. Fixed point 

theorems are very important tools for proving the existence and uniqueness of 

the solutions to various mathematical models (integral and partial equations, 

variational inequalities, etc). Its core subject is concerned with the conditions 

for the existence of one or more fixed points of a mapping or multi-valued 

mapping T from a topological space X into itself that is, we can find x ∈  X 

such that Tx = x (for mapping) or x ∈  Tx (for multi-valued mapping). 

In a wide range of mathematical, computational, economic, modeling, and 

engineering problems, the existence of a solution to a theoretical or real-world 

problem is equivalent to the existence of a fixed point for a suitable map or 

operator. Fixed points are therefore of paramount importance in many areas of 

mathematics, sciences, and engineering. 

In 1922 Stefan Banach proved a famous theorem which under suitable 

conditions stated the existence and uniqueness of a mapping. The result of the 

fixed point theorem or Banach contraction principle was obtained by Stefan 

Banach.  

In 1985, V. Popa proved common fixed point theorems for multi-valued 

mappings that verify rational inequalities, which contain the Hausdorff metric 

in their expressions.  

In 2010, A. Petcu proved other common fixed point theorems for two or more 

multi-valued mappings without using the Hausdorff metric.  
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In this paper, by using some completely different conditions, we study the 

existence of common fixed points for multi-valued mappings with applying 

inequalities on binomials and trinomials. 

 

Material and methods 

The content of this paper is organized as follows. First, we present some 

definitions, lemmas, and basic results that will be used in the proofs of our 

theorems. Then, we study the existence of common fixed points for multi-

valued mappings by applying inequalities on binomials and trinomials. 

Results and discussion 

Let 𝐹 be all multi-valued mappings of  𝑋 into 𝑃𝑏, 𝑐𝑙(𝑋). First, we define 

an equivalence relation for the elements of 𝐹 as follows; 

𝐹 ∼  𝐺   if and only if   fix𝐹 = fix𝐺,   (𝐹, 𝐺 ∈  𝐹). 

Where fix𝐹 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥 ∈ 𝐹𝑥}. 

Denote the equivalence class of 𝐹 by 𝐹̃, and define it as follows: 

𝐹̃ =
𝐹

~
= {𝐹̃: 𝐹 ∈ ℱ}. Also define  𝑑̃ on 𝐹̃ with 𝑑̃(𝐹̃, 𝐺̃) = 𝐻(𝑓𝑖𝑥𝐹, 𝑓𝑖𝑥𝐺). 

(𝐹̃, 𝑑̃) is a metric space. In this article, by considering some conditions on the 

maps 𝐹 and 𝐺 in complete metric space we conclude that 𝐹̃ = 𝐺̃. 

Conclusion 

The well known Banach contraction principle ensures the existence and 

uniqueness of the fixed point of a contraction on a complete metric space. After 

this interesting principle, several authors generalized this principle by 

introducing the various contractions on metric spaces. Thereafter, Popa and 

Petcu obtained some results in about common fixed points of multi-valued 

mappings. This paper studies the existence of common fixed points for multi-

valued mappings by applying inequalities on binomials and trinomials and 

using different conditions. 
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 مقدمه. 1

ثابت یکی از ابزارهای جدید و قدرتمند در آنالیز غیرخطی است. موضوع اصلی این نظریه بررسی شرایطی  ۀنقط ۀنظری

 𝑋از فضای توپولوژیک مانند  𝑇مقداری(  جهت اثبات وجود یک یا تعداد بیشتری از نقاط ثابت برای یک نگاشت )چند

𝑥در واقع هدف یافتن  استبه داخل خودش  ∈ 𝑋  است به طوری که𝑇𝑥 = 𝑥  برای یک نگاشت معمولی(، و یا(𝑥 ∈

𝑇𝑥 مقداری( برقرار باشد. )برای یک نگاشت چند 

 به منحصر و وجود مناسب، شرایط تحت که کرد اثبات را ایقضیه ،[4] باناخ استفان لهستانی، ریاضیدان ،2211 سال در

 انقباض اصل یا باناخ ثابت نقطه قضیه را باناخ توسط آمده دست بهۀ نتیج این. دادمی ارائه را تابع یک ثابت نقطه بودن فرد

 .شودمی اعمال هاحل راه فردی به منحصر و وجود دادن نشان برای همچنین قضیه ین. انامندمی باناخ

 شوند.می حل باناخ ثابت نقطه کمک به کاربردی ریاضیات مسائل از دیگر بسیاری و انتگرال معادلات دیفرانسیل، معادلات

 2292 سال در مذکور،  ۀقضی همچنین .اندداده بهبود و تعمیم را مذکور ثابت ۀقضی [225312] نویسندگان از بسیاری

 چند توابع برای را ثابت نقطه از قضایایی [21] پوپا 2291 سال در .شد داده تعمیم مقداری چند توابع به [9] نادلر توسط

 نقاط از قضایایی [291] پتکو .کرد ثابت هاسدورف متر از استفاده با کنندمی صدق کسری های نامساوی در که مقداری

 هایینامساوی گرفتن نظر در با مولفان مقاله این در. کرد ثابت هاسدورف متر از استفاده بدون زمینه این در را مشترك ثابت

 ثابت نقاط وجود سوم و دوم ۀدرج معادلات هایجواب بحث و حل از گیریبهره با و هاایجملهسه و هاایدوجمله روی

 .کنندمی بررسی را تابعی چند دو برای مشترك

 

 مقدماتی تعاریف و مفاهیم. 2

یک تابع چند مقداری از  𝑋 ،𝑇های غیرتهی مجموعه تمامی زیرمجموعه 𝑃(𝑋)ای غیرتهی، مجموعه 𝑋فرض کنید 

𝑋  به𝑃(𝑋)  باشند، در این صورت𝐹(𝑇)  مجموعه نقاط ثابت𝑇 به صورت 𝐹(𝑇) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥 ∈ 𝑇𝑥} تعریف 

، و هرگاه 𝑃𝑐𝑙(𝑋)را با  𝑋های بسته مجموعه تمامی زیرمجموعه 𝑋شود. در این مقاله، برای یک فضای توپولوژیک می

𝑋 های بسته و کراندار تمامی زیرمجموعه ۀیک فضای متری باشد، مجموع𝑋  را با𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) .نشان خواهیم داد 

,𝑋)فرض کنید  .1 تعریف 𝑑)  یک فضای متری باشد، که به ازای هر𝑥 ∈ 𝑋  و𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 داریم ،     

𝐷(𝑥, 𝐴)= 𝑖𝑛𝑓
𝑦∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝑦)        و𝐻(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐴

𝐷(𝑥, 𝐵) , 𝑠𝑢𝑝
𝑦∈𝐵

𝐷(𝑦, 𝐴)}  . 

,𝛿(𝐴همچنین، قرار دهید:    𝐵) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑎, 𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}. 

 نامند.باشد، که آن را متر هاسدورف میمی 𝑋های بسته و کراندار یک متر روی زیرمجموعه 𝐻صورت  این در
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-یاجملههایی روی چندکاربردن نامساویمقداری با به های چندنقاط ثابت مشترک برای نگاشت. 3

 های درجه سوم

 مانند   ℱهم ارزی برای اعضای  ۀباشد. رابط 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋)به  𝑋های چند مقداری از تمام نگاشت ۀمجموع ℱقرار دهید 

 𝐹 و𝐺  شود:صورت زیر تعریف می به 

𝐹~𝐺     اگر و تنها اگر𝑓𝑖𝑥𝐹 = 𝑓𝑖𝑥𝐺. 

 کنیم:نشان داده و به صورت زیر تعریف می ℱ̃را با  ℱکلاس هم ارزی روی 

ℱ̃ =
ℱ

~
= {𝐹̃: 𝐹 ∈ ℱ}. 

 را به صورت زیر در نظر گرفت: ℱ̃روی  𝑑̃توان به همین ترتیب می

𝑑̃(𝐹̃, 𝐺̃) = 𝐻(𝑓𝑖𝑥𝐹, 𝑓𝑖𝑥𝐺). 

,ℱ̃)توان مشاهده کرد که به سادگی می 𝑑̃) .یک فضای متری است 

,𝑋)فرض کنید  .1لم  𝑑)  یک فضای متری و𝑆, 𝑇: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) اشند، به طوری که به مقداری ب دو نگاشت چند

𝑥ازای هر  ∈ 𝑋  و هر𝑦 ∈ 𝑆𝑥  یا(𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ،)𝑧 ∈ 𝑇𝑦  یا به ترتیب(𝑧 ∈ 𝑆𝑦طوری که:ه ( وجود دارد ب 

(312 )  .𝑑3𝑚(𝑥, 𝑦) −
3

4 √4
3 𝑐2𝑑2𝑚(𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦) −

𝑐3

8
𝑑3𝑚(𝑦, 𝑧) ≥ 0 

𝑚که در آن  ≥ 1 ،𝑐 > 𝐹(𝑆)و  1 ≠ 𝐹(𝑇). در این صورت ∅ ≠ 𝑆̃و  ∅ = 𝑇̃. 

𝑢فرض کنید  اثبات: ∈ 𝐹(𝑆) در نتیجه ،𝑢 ∈ 𝑆𝑢 بنابراین .𝑧 ∈ 𝑇𝑢 ( 312وجود دارد و) آید:به صورت زیر در می 

𝑑3(𝑢, 𝑢) −
3

4√4
3 𝑐2𝑑2(𝑢, 𝑧)𝑑(𝑢, 𝑢) −

𝑐3

8
𝑑3(𝑢, 𝑧) ≥ 0 

−از آنجا که 
𝑐3

8
𝑑3(𝑢, 𝑧) ≥ 𝑐و  0 > ,𝑑(𝑢، داریم 1 𝑧) = 𝑧. بنابراین 0 = 𝑢 لذا و 𝑢 ∈ 𝑇𝑢 دهد که نتیجه می

𝐹(𝑇) ⊂ 𝐹(𝑆). 

𝐹(𝑆)توان نشان داد به طور مشابه می ⊂ 𝐹(𝑇) در نتیجه ،𝐹(𝑇) = 𝐹(𝑆)  و𝑆̃ = 𝑇̃. 

:𝑉قرار دهید  𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋)  و(𝑋, 𝑑) .فضای متری باشد. خاصیت زیر در ادامه استفاده خواهد شد 

𝑙𝑖𝑚، به صورت 𝑋از  𝑛≥0(𝑥𝑛)ای هر دنباله همگرای بر .1خاصیت 
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 که ،𝑥2𝑛−1 ∈ 𝑉𝑥2𝑛−2  

𝑥2𝑛)یا  ∈ 𝑉𝑥2𝑛−1شود (، نتیجه می𝑥 ∈ 𝑉𝑥 . 
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,𝑋)فرض کنید  :1 ۀقضی 𝑑)   یک فضای متری کامل باشد، و𝑆, 𝑇: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) باشند  مقداری دو نگاشت چند

𝑥به طوری که به ازای هر  ∈ 𝑋  و𝑦 ∈ 𝑆𝑥  یا(𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ،)𝑧 ∈ 𝑇𝑦  به ترتیب(𝑧 ∈ 𝑆𝑦طوریه ( وجود داشته باشد ب 

𝑚( به ازای 312که نامساوی ) ≥ 𝑐و  1 > در شرایط  𝑇و  𝑆مقداری  های چندبرقرار است. اگر یکی از نگاشت 1

𝑆̃( صدق کنند، آنگاه 2خاصیت ) = 𝑇̃. 

𝑥0ر دهید قرا اثبات: ∈ 𝑋  نقطه دلخواهی باشد و𝑥1 ∈ 𝑆𝑥0 در این صورت ،𝑥2 ∈ 𝑇𝑥1 به طوری که 

𝑑3𝑚(𝑥0, 𝑥1) −
3

4 √4
3 𝑐2𝑑2𝑚(𝑥1, 𝑥2)𝑑(𝑥0, 𝑥1) −

𝑐3

8
𝑑3𝑚(𝑥1, 𝑥2) ≥ 0. 

𝑢 نتیجهدر کند ( صدق می2در شرایط خاصیت ) 𝑆 چون ∈ 𝑆𝑢 یریم که گمینتیجه  2. از لم𝑢 ∈ 𝑇𝑢  و𝐹(𝑆) =

𝐹(𝑇) و بنابراین ،𝑆̃ = 𝑇̃. 

 پردازیم.می 1ا به اثبات قضیه هشود، که با استفاده از آنارائه می 3و لم  1در ادامه لم 

,𝐴اگر  [.7] 2لم  𝐵 ∈ 𝐵(𝑋)  و𝑘 ∈ ℝ ،𝑘 > 𝑎، آنگاه به ازای هر 1 ∈ 𝐴 ،𝑏 ∈ 𝐵 ی که وجود دارد به طور

𝑑(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑘𝐻(𝐴, 𝐵). 

 را به صورت زیر نتیجه گرفت. 3توان لم می 1با استفاده از لم 

𝑘. فرض کنید 3 لم > ,𝑆های چند مقداری و نگاشت 1 𝑇: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋)  هر ازای  بهداده شده باشند. آنگاه𝑦 ∈

𝑆𝑥  یا(𝑦 ∈ 𝑇𝑥  ،)𝑧 ∈ 𝑇𝑦  به ترتیب(𝑧 ∈ 𝑆𝑦که  ( موجود است به طوری 

𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑘𝐻(𝑆𝑥, 𝑇𝑦). 

,𝑋)فرض کنید  .2 ۀقضی  𝑑)  یک فضای متری کامل و𝑇1, 𝑇2: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) 

 مقداری باشند به طوری که دو نگاشت چند 

(311 )  𝐻𝑚(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦) ≤
8𝑑3𝑚(𝑥,𝑇1𝑥)

𝑐2𝛿2𝑚(𝑦,𝑇2𝑦)+6𝑐𝛿𝑚(𝑦,𝑇2𝑦)𝛿𝑚(𝑥,𝑇1𝑥)+8𝛿2𝑚(𝑥,𝑇1𝑥)
  

 𝑋از  𝑦و  𝑥و به ازای هر 

𝑐2𝛿2𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 6𝑐𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦)𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) + 8𝛿2𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) ≠ 0 

𝑚که در آن  ≥ 𝑐و  1 > 𝑇̃1. آنگاه 1 = 𝑇̃2. 

 

 در مخرج کسر داریم( 311با ضرب طرفین نامساوی ) اثبات.
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𝐻𝑚(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦) × (𝑐2𝛿2𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 6𝑐𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦)𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) + 8𝛿2𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥))   

(313)       ≤ 8𝑑3𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)    

,𝑥( برای هر 313نامساوی ) 𝑦 ∈ 𝑋  و به ویژه𝑦 ∈ 𝑇1𝑥 1 برقرار است. فرض کنید < 𝑐 < 𝑘𝑚 برای .𝑥 ∈ 𝑋  و

𝑦 ∈ 𝑇1𝑥  شود که نتیجه می 3با استفاده از لم𝑧 ∈ 𝑇2𝑦 وجود دارد به طوری که 

 𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑘𝐻(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦):و در نتیجه داریم ، 

𝑐𝑑𝑚(𝑦, 𝑧) (𝑐2𝑑2𝑚(𝑦, 𝑧) +
6𝑐

√4
3 𝑑𝑚(𝑦, 𝑧)𝑑𝑚(𝑥, 𝑦)) ≤ 8𝑑3(𝑥, 𝑦). 

𝑥بنابراین به ازای هر  ∈ 𝑋  و هر𝑦 ∈ 𝑇1𝑥 ،𝑧 ∈ 𝑇2𝑦 وجود دارد به طوری که 

𝑑3𝑚(𝑥, 𝑦) −
3

4 √4
3 𝑐𝑑2𝑚(𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦) −

𝑐3

8
𝑑3𝑚(𝑦, 𝑧) ≥ 0  

𝑚که در آن  ≥ 1و  1 < 𝑐 < 𝑘𝑚 .کنیم که ثابت می . حالاست( 312به شکل نامساوی ) نامساوی فوق𝑇1  در شرایط

𝑙𝑖𝑚 کهطوریه باشد ب 𝑋ای همگرا از دنباله 𝑛≥0(𝑥𝑛)کند. فرض کنید ( صدق می2خاصیت )
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ∈ 𝑋 و 

𝑥2𝑛−1 ∈ 𝑇1𝑥2𝑛−2  و𝑥2𝑛 ∈ 𝑇2𝑥2𝑛−1. 

 داریم

𝑑(𝑇1𝑥, 𝑥2𝑛) ≤ 𝐻(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑥2𝑛−1)، 

 توانیم بنویسیم( می313از ) به طور مشابه

𝑑𝑚(𝑇1𝑥, 𝑥2𝑛)(𝑐2𝑑2𝑚(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛) + 6𝑐𝑑𝑚(𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛)𝑑𝑚(𝑥2𝑛, 𝑇1𝑥) +

8𝑑(𝑥2𝑛, 𝑇1𝑥)) ≤ 8𝑑3𝑚(𝑥2𝑛, 𝑇1𝑥)  

𝑛جا وقتی از آن →  شود، نتیجه می∞

𝑑(𝑥, 𝑇1𝑥) ≤
1

𝑐
𝑑(𝑥, 𝑇1𝑥). 

 

,𝑑(𝑥بنابراین  𝑇1𝑥) = 𝑥گیریم یک مجموعه بسته است نتیجه می 𝑇1𝑥. چون 0 ∈ 𝑇1𝑥  نتیجه  3و لم  1و از قضیه

𝐹(𝑇1)گیریم که می = 𝐹(𝑇2) و ،𝑇̃1 = 𝑇̃2. 
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-یایی روی چندجملههاکاربردن نامساوی مقداری با به های چندنقاط ثابت مشترک برای نگاشت. 0

 های درجه دوم

,𝑋)فرض کنید  .0لم  𝑑)  یک فضای متری و𝑆, 𝑇: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) مقداری باشند، به طوری که به  دو نگاشت چند

𝑥ازای هر  ∈ 𝑋  و هر𝑦 ∈ 𝑆𝑥  یا(𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ،)𝑧 ∈ 𝑇𝑦  یا به ترتیب(𝑧 ∈ 𝑆𝑦طوری که:ه ( وجود دارد ب 

(412 )  (1 − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑦, 𝑧) + 𝑑𝑚(𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑐𝑑2𝑚(𝑥, 𝑦) ≤ 0. 

𝑚که در آن  ≥ 1 ،𝑐 > 𝐹(𝑆)و  1 ≠ 𝐹(𝑇). در این صورت ∅ ≠ 𝑆̃و  ∅ = 𝑇̃. 

𝑢فرض کنید  اثبات: ∈ 𝐹(𝑆) در نتیجه ،𝑢 ∈ 𝑆𝑢 بنابراین .𝑧 ∈ 𝑇𝑢 ( به صورت زیر در می412وجود دارد و ):آید 

(1 − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑢, 𝑧) + 𝑑𝑚(𝑢, 𝑧)𝑑(𝑢, 𝑢) − 𝑐𝑑2𝑚(𝑢, 𝑢) ≤ 0. 

1)جا که از آن − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑢, 𝑧) ≤ 𝑐و  0 > ,𝑑(𝑢، داریم 1 𝑧) = 𝑧. بنابراین 0 = 𝑢 لذا ،𝑢 ∈ 𝑇𝑢  که نتیجه

𝐹(𝑇)دهد می ⊂ 𝐹(𝑆). 

𝐹(𝑆)توان نشان داد به طور مشابه می ⊂ 𝐹(𝑇) در نتیجه ،𝐹(𝑇) = 𝐹(𝑆)  و𝑆̃ = 𝑇̃. 

,𝑋)فرض کنید  :3 ۀقضی 𝑑)   یک فضای متری کامل باشد، و𝑆, 𝑇: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) مقداری باشند  دو نگاشت چند

𝑥به طوری که به ازای هر  ∈ 𝑋  و𝑦 ∈ 𝑆𝑥  یا(𝑦 ∈ 𝑇𝑥 ،)𝑧 ∈ 𝑇𝑦  به ترتیب(𝑧 ∈ 𝑆𝑦 که ( وجود داشته باشد

𝑚( به ازای 412نامساوی ) ≥ 𝑐و  1 > در شرایط خاصیت  𝑇و  𝑆مقداری  های چندبرقرار است. اگر یکی از نگاشت 1

𝑆̃گاه ( صدق کنند، آن2) = 𝑇̃. 

𝑥0قرار دهید  اثبات: ∈ 𝑋  نقطه دلخواهی باشد و𝑥1 ∈ 𝑆𝑥0 در این صورت ،𝑥2 ∈ 𝑇𝑥1 به طوری که 

(1 − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑥1, 𝑥2) + 𝑑𝑚(𝑥0, 𝑥1)𝑑𝑚(𝑥1, 𝑥2) − 𝑐𝑑2𝑚(𝑥0, 𝑥1) ≤ 0. 

𝑥3 رونیازا ∈ 𝑆𝑥2  که  طوریه وجود دارد ب 

(1 − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑥2, 𝑥3) + 𝑑𝑚(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑚(𝑥2, 𝑥3) − 𝑐𝑑2𝑚(𝑥1, 𝑥2) ≤ 0 . 

,𝑥2با ادامه این روند دنباله  𝑥3, … 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−2, … 𝑥0, 𝑥1, که  یطور آید بهدست می به 

𝑥2𝑛−1 ∈ 𝑆𝑥2𝑛−2  و𝑥2𝑛 ∈ 𝑇𝑥2𝑛−1  و به ازای هر𝑛 ≥  رابطه زیر برقرار است: 1

(411       )(1 − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)𝑑𝑚(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) − 𝑐𝑑2𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ 0 

,𝑑𝑚(𝑥𝑛عادله درجه دوم با متغیر یک م (411) عبارت سمت چپ نامساوی 𝑥𝑛+1) :و با  مبین زیر است 
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∆= 𝑑2𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 4(1 − 𝑐)𝑑2𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (1 + 4𝑐 − 4𝑐2)𝑑2𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) > 0. 

,𝑑𝑚(𝑥𝑛زمانی برقرار است که  (411)بنابراین نامساوی  𝑥𝑛+1)  رو داریم: این دو ریشه قرار گیرد. ازبین 

−1−√1+4𝑐−4𝑐2

2(1−𝑐)
𝑑𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑𝑚(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤

−1−√1+4𝑐−4𝑐2

2(1−𝑐)
𝑑𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛). 

𝑘شود که به آسانی دیده می =
−1−√1+4𝑐−4𝑐2

2(1−𝑐)
< ,𝑑(𝑥𝑛و چون  1 𝑥𝑛+1) ≥  لذا داریم 0

0 ≤ 𝑑𝑚(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝑘𝑚𝑑𝑚(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛). 

𝑛در نتیجه به ازای هر  ≥ 1  ،0 ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝑘𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)، دهد:که رابطه زیر را نتیجه می 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝑘𝑛𝑑(𝑥0, 𝑥1). 

 رابطه زیر برقرار است: 𝑝و  𝑛ازای اعداد طبیعی دلخواه  هدهد که بمی ای ساده نشانمحاسبه

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ≤
𝑘𝑛

1−𝑘
𝑑(𝑥0, 𝑥1)  

 𝑛≥0(𝑥𝑛)کامل است لذا دنباله  𝑋یک دنباله کشی است، چون فضای    𝑛≥0(𝑥𝑛)ۀدهد که رابطو این نشان می

𝑢همگراست. اگر  = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛  آنگاه𝑥2𝑛−1 ∈ 𝑆𝑥2𝑛−2  و با فرض اینکه𝑆 ( صدق می2در خاصیت ) ،نتیجه کند

𝑢گیریم که می ∈ 𝑆𝑢 شود که ملاحظه می 4. با استفاده از لم𝑢 ∈ 𝑇𝑢رواین، از 𝐹(𝑆) = 𝐹(𝑇) و بنابراین ،𝑆̃ = 𝑇̃. 

,𝑋)فرض کنید  .0قضیه  𝑑)  و یک فضای متری کامل𝑇1, 𝑇2: 𝑋 → 𝑃𝑏,𝑐𝑙(𝑋) 

 مقداری باشند به طوری که دو نگاشت چند

(413 )               𝐻𝑚(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦) ≤
𝑑2𝑚(𝑥,𝑇1𝑥)+𝑑2𝑚(𝑦,𝑇2𝑦)

𝛿𝑚(𝑦,𝑇2𝑦)+𝛿𝑚(𝑥,𝑇1𝑥)
  

,𝑋 ، 𝛿𝑚(𝑦از  𝑦و  𝑥و به ازای هر  𝑇2𝑦) + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) ≠ 𝑚که در آن  0 ≥ 0و  1 < 𝑐 < 𝑇̃1گاه . آن1 = 𝑇̃2. 

 ( در مخرج کسر داریم413با ضرب طرفین نامساوی ) اثبات.

(414 )𝐻𝑚(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦) × (𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)) ≤ 𝑐(𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)). اوی فوق نامس

,𝑥به ازای هر  𝑦  از𝑋  بالاخص برای هر𝑦 ∈ 𝑇1𝑥 .برقرار است 

>0دهیم قرار می 𝑘 < 𝑐
−1

𝑚 به ازای هر  1. طبق لم𝑥 ∈ 𝑋  و هر𝑦 ∈ 𝑇1𝑥 ،𝑧 ∈ 𝑇2𝑦  به طوری کهوجود دارد 

𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑘𝐻(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦). 

𝑛هرگاه  →  شودمیزیر حاصل ، نتیجه ∞

𝑑(𝑥, 𝑇1𝑥) ≤
1

𝑐
𝑑(𝑥, 𝑇1𝑥). 
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,𝑑(𝑥بنابراین  𝑇1𝑥) = 𝑥 داریمیک مجموعه بسته است  𝑇1𝑥. چون 0 ∈ 𝑇1𝑥  گیریم نتیجه می 4و لم  4و از قضیه

𝐹(𝑇1)که  = 𝐹(𝑇2) و ،𝑇̃1 = 𝑇̃2. 

 داریم جااز این

𝑑𝑚(𝑦, 𝑧) × (𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)) 

≤ 𝑘𝑚𝐻𝑚(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑦)(𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)) 

 آید. دست می زیر به ۀ( رابط414با توجه به )

𝑑𝑚(𝑦, 𝑧) × (𝛿𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)) ≤ 𝑐𝑘𝑚(𝑑𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝑑𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥))  

 جاو از آن

𝑑𝑚(𝑦, 𝑧) × (𝑑𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝑑𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)) ≤ 𝑐𝑘𝑚(𝑑𝑚(𝑦, 𝑇2𝑦) + 𝑑𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥)). 

𝑥نتیجه به ازای هر در  ∈ 𝑋  و هر𝑦 ∈ 𝑇1𝑥 ،𝑧 ∈ 𝑇2𝑦 وجود دارد به طوری که 

(1 − 𝑐𝑘𝑚)𝑑2𝑚(𝑦, 𝑧) + 𝑑𝑚(𝑥, 𝑦)𝑑𝑚(𝑦, 𝑧) − 𝑐𝑘𝑚𝑑2𝑚(𝑥, 𝑦) ≤ 0. 

𝑚که در آن  ≥ >و  1 1 0 < 𝑐𝑘𝑚. 

=𝑥  با𝑋  همگرا در یک دنباله    𝑛≥0(𝑥𝑛) کند. فرض کنیم( صدق می2در خاصیت ) 𝑇1دهیم نشان می 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 

𝑥2𝑛−1 همچنین وباشد،  ∈ 𝑇1 𝑥2𝑛−2  و𝑥2𝑛 ∈ 𝑇2𝑥2𝑛−1. مداری 

𝑑(𝑇1𝑥, 𝑥2𝑛) ≤ 𝑘𝐻(𝑇1𝑥, 𝑇2𝑥2𝑛−1). 

 دست آوریمتوانیم رابطه زیر را به( می414) ۀبا استفاده از رابط

𝑑𝑚(𝑇1𝑥, 𝑥2𝑛) × (𝛿𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) + 𝛿𝑚(𝑥2𝑛−1, 𝑇1𝑥2𝑛−1)) 

≤ 𝑐(𝑑2𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) + 𝑑2𝑚(𝑥2𝑛−1, 𝑇1𝑥2𝑛−1)) 

 و در نتیجه

𝑑𝑚(𝑇1𝑥, 𝑥2𝑛) × (𝑑𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) + 𝑑𝑚(𝑥2𝑛−1, 𝑇1𝑥2𝑛)) 

≤ 𝑐(𝑑2𝑚(𝑥, 𝑇1𝑥) + 𝑑2𝑚(𝑥2𝑛−1, 𝑇1𝑥2𝑛)) 

𝑛جا وقتی از آن → ,𝑑(𝑇1𝑥 شود، نتیجه می∞ 𝑥) ≤ 𝑐𝑑(𝑥, 𝑇1𝑥) لذا ،.𝑑(𝑇1𝑥, 𝑥) = بسته  𝑇1𝑥و چون  0

𝑥است پس  ∈ 𝑇1𝑥 . شود.حکم قضیه ثابت می 3و قضیه  4لم  به کار بردنحال با 
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