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 Introduction 

Let 𝐺 be a group. For 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, we denote [𝑥, 𝑦] = xyx−1y−1  and 

𝑥 = 𝑦𝑥𝑦−1
 

𝑦 . Also let    𝐺⨂𝐺 be the group generated by the symbols 𝑥⨂𝑦  

with the following properties 

𝑥⨂𝑦𝑧 = (𝑥⨂𝑦) (𝑥⨂𝑧) = (𝑥⨂𝑦)( 𝑥 
𝑦 ⨂ 𝑧 

𝑦 ),    
𝑦  

(𝑥𝑧⨂𝑦) = (𝑧⨂𝑦)(𝑥⨂𝑦) = ( 𝑧 
𝑥 ⨂ 𝑦 

𝑥 )(𝑥⨂𝑦) 
𝑥 , 

where, 𝑥, 𝑦, and 𝑧 are elements of 𝐺. Now let ∇(𝐺) denotes the subgroup of 

𝐺⨂𝐺 which is generated by {(𝑔⨂𝑔)|𝑔 ∈ 𝐺}, and 𝐺˄𝐺, exterior square, 

represents the quotient group G⨂G ∇(𝐺)⁄  = 〈𝑥⨂𝑦∇(𝐺)| 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺〉, if we 

denote 𝑥⨂𝑦∇(𝐺) by 𝑥˄𝑦 then 𝐺˄𝐺 = ⟨𝑥˄𝑦|𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺⟩. As usual, 𝐶𝐺
˄(𝑥) =

{𝑔 ∈ 𝐺|𝑥˄𝑔 = 1˄} is the exterior centralizer of x in 𝐺 and 𝑍˄(𝐺) =

{𝑔 ∈ 𝐺| 𝑥˄𝑔 = 1˄, ∀ 𝑥 ∈ 𝐺} is the exterior center of 𝐺. As 𝐹𝐶(𝐺) consists of 

all elements of 𝐺 that their centralizers have finite index in 𝐺, 𝐹𝐶˄(𝐺) is the 

set of all elements of 𝐺 that the index of their exterior centralizers in 𝐺 are 

finite. 𝐹𝐶˄(𝐺) is a normal subgroup of 𝐺. The group 𝐺 is an 𝐹𝐶-group 

(similarly, 𝐹𝐶˄-group) whether 𝐺 = 𝐹𝐶(𝐺) (similarly, 𝐹𝐶˄(𝐺) = 𝐺). 

In 1972 Paul Erd𝑜̈s posed a question: If every infinite subset of group 𝐺 has 

two different elements which mutually commute, is there then a finite bound 

on the cardinality of each such set of elements? B.H. Neumann proved in [8] 

that the class of these groups are coincides with the class of center-by-finite 

groups. Since that, problems with similar object have been studied by many 
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people (see [1-8]). What is remarkable in all of them is  that the answers are 

under conditions like finitely generated, for example Lennox and 

Wiegold [6] for finitely generated soluble group 𝐺 proved that every 

infinite subset of 𝐺 has two different elements which generate a 

nilpotent subgroup if and only if 𝐺 is finite-by-nilpotent.  In this paper we 

will answer the question of Erd𝑜̈s with this aspect that every infinite 

subset of 𝐺 has two different elements 𝑥 and 𝑦 such that 𝑥˄𝑦 = 1˄.  

    Material and methods 

The outline of our argument follows Neumann’s paper.  First we 

introduce  𝑃𝐸˄-group  and 𝐹𝐼𝑍˄-group and then we prove that the class 

of 𝐹𝐶˄-groups includes the both classes 𝑃𝐸˄-groups  and 𝐹𝐼𝑍˄-groups. 

Results and discussion  

Group 𝐺 is called 𝑃𝐸˄-group if every infinite subset 𝑋 of 𝐺 has tow 

elements 𝑥 and 𝑦 such  

that 𝑥˄𝑦 = 1˄. Also if the exterior center of a group has finite index then 

it is called 𝐹𝐼𝑍˄-group. We prove that every 𝐹𝐼𝑍˄-group is an 𝐹𝐶˄-group, 

and every 𝑃𝐸˄-group is an 𝐹𝐶˄-group, and if 𝐺 is an 𝐹𝐶˄-group which is 

not 𝐹𝐼𝑍˄-group then it is not 𝑃𝐸˄-group.  

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

The answer of the question of Erd𝑜̈s is positive  with this aspect that 

every infinite subset of 𝐺 has two different elements 𝑥 and 𝑦 such that 

𝑥˄𝑦 = 1˄, that is: 𝐺 is a 𝑃𝐸˄-group if and only if 𝐺 is an 𝐹𝐼𝑍˄-group. 
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   ، له پل اردوش أ مس 

 ، ینامتناه  یهاگروه

−𝐹𝐶˄گروه، 

 ،یمتناه - بواسطه-مرکز

 ، یخارج یآبل

   .گروه ی مرکز خارج

 

 

نویمن در پاسخ به سوالی که پل اردوش مطرح کرده بود نشان داد   یک گروه باشد.   𝐺 فرض کنید

شوند اگر و فقط  جا میههست که با هم جاب دارای دو عضو متمایز  𝐺که هر زیرمجموعه نامتناهی از  

متناهی باشد. در این مقاله، ما نیز سوال اردوش را از جهتی دیگر    –هواسط ه  ب   –، مرکز𝐺اگر گروه  

 𝑥  دارای دو عضو  𝐺از گروه   𝑋 مجموعه نامتناهی  دهیم که هر زیراده و نشان میمورد مطالعه قرار د

𝑥˄𝑦است که   𝑦و  =  . متناهی باشد 𝐺در    𝑍˄(𝐺)اگر شاخص    فقط واگر  1
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 مقدمه  . 1

𝑥قرار دهید    𝐺 از  𝑦و    𝑥یک گروه باشد. برای اعضای    𝐺رض کنید  ف = 𝑦𝑥𝑦−1
 

𝑦    و[𝑥, 𝑦] = xyx−1y−1  .حال  𝐺⨂𝐺 

 نظر بگیرید  با روابط زیر در 𝑥⨂𝑦را گروهی تولید شده توسط نمادهای  

𝑥⨂𝑦𝑧 = (𝑥⨂𝑦) (𝑥⨂𝑧) = (𝑥⨂𝑦)( 𝑥 
𝑦 ⨂ 𝑧 

𝑦 ),    
𝑦  

(𝑥𝑧⨂𝑦) = (𝑧⨂𝑦)(𝑥⨂𝑦) = ( 𝑧 
𝑥 ⨂ 𝑦 

𝑥 )(𝑥⨂𝑦) 
𝑥  

𝑔|(𝑔⨂𝑔)}زیرگروه تولید شده توسط   هستند.  𝐺اعضای   zو   x  ،yکه   ∈ 𝐺}   را با نماد∇(𝐺)      نشان داده و مربع خارجی

𝐺˄𝐺 قسمتی  را گروه خارج 

G⨂G ∇(𝐺) = 〈𝑥⨂𝑦∇(𝐺)| 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺〉⁄  

𝐺˄𝐺خواهیم داشت    𝑥˄𝑦با     𝑥⨂𝑦∇(𝐺)کنیم، که با نشان دادن  می تعریف = ⟨𝑥˄𝑦|𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺⟩. 

𝐶𝐺(𝑥)   ۀ مجموع  ،  𝐺از گروه    𝑥برای عضو   = {𝑔 ∈ 𝐺|[𝑥, 𝑔] =    ۀ ، و به طور مشابه مجموع Gدر    xرا مرکزساز  {1

𝐶𝐺
˄(𝑥) = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑥˄𝑔 =   را به صورت  𝐺مرکز خارجی گروه   نامیم. همچنین می   𝐺در    x  را مرکزساز خارجی   {˄1

𝑍˄(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺| 𝑥˄𝑔 = 1˄, ∀ 𝑥 ∈ 𝐺}  کنیم. تعریف می  𝐹𝐶(𝐺)    نشان دهنده تمام عناصری از𝐺    است که شاخص

است،   𝐺ای از گروه مشخصه های آنها متناهی است( که زیر تعداد مزدوجی است )یا به طور معادل  متناه  𝐺مرکزساز  آنها در  

متناهی است.    𝐺آنها در    1کنیم که شاخص مرکزساز خارجی تعریف می  𝐺را مجموعه تمام عناصری از   𝐹𝐶˄(𝐺)به طور مشابه

𝐹𝐶˄(𝐺)  گروه نرمال از  یک زیر𝐺  .گروه    است𝐺    را یک−𝐹𝐶  به طور مشابه یک ( گروه−𝐹𝐶˄   گوییم هرگاه )گروه𝐺 =

𝐹𝐶(𝐺)   به طور مشابه(𝐺 = 𝐹𝐶˄(𝐺)) شودتوصیه می [7]بیشتر در این زمینه مرجع  ۀبه منظور مطالع . 

 مطرح کرد:سوالی را به مضمون زیر پل اردُش  1972در سال 

های  جا شوند آیا کرانی برای زیرمجموعه همجموعه نامتناهی از یک گروه دو عضو وجود داشته باشد که با هم جاباگر در هر زیر 

 شوند وجود دارد؟جا نمیهضوی از آنها با هم جابمتناهی آن گروه که هیچ دو ع 

 نشان داد که:    [8]در پاسخ به سوال فوق نویمن 

متناهی  –واسطهه  ب–اگر و فقط اگر گروه مرکز  شوندمیجا  ه، شامل دو عضو است که با هم جاب𝐺نامتناهی گروه    ۀهر زیرمجموع 

𝐺|)یا به عبارتی دیگر   باشد 𝑍(𝐺)⁄ مورد تحقیق و بررسی مقالات    ، متناهی باشد(. بعد از این مقاله، مسائلی با ساختار مشابه  |

چه در همه این مقالات توجه خواننده را جلب اشاره کرد. آن  [9][ تا  1توان برای مثال به مراجع  ]زیادی قرار گرفت که می

طی نظیر با تولید متناهی بودن صادق است، برای مثال:  در تمام آنها پاسخ به سوال مطرح شده تحت شرایکه  کند آن است  می

 
1 Exterior center 
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دو عضو وجود    𝐺نامتناهی از   ۀنشان دادند که در هر زیرمجموع   𝐺پذیر با تولید متناهی [ برای گروه حل6لینوکس و وایگلد ] 

نیکترا   -همچنین دلیزیا باشد. توان پوچ-واسطهه ب- تناهیم 𝐺کنند اگر و فقط اگر گروه  توان تولید میدارد که زیرگروهی پوچ

  دادندرا مورد تحقیق خود قرار داده و نشان  طور موضعی مدرج با تولید متناهی های بهگروه[ 5] پزنده -[ و فرامرزی ثالث3]

 ها موارد زیر معادل هستند: که برای این گروه

,𝑥〉دارد که  𝑦و    𝑥نامتناهی دو عضو   ۀهر زیرمجموع  • 𝑦〉 است؛ 2حداکثر  ۀاز ردتوان زیرگروهی پوچ 

,𝑥〉دارد که  𝑦و     𝑥نامتناهی دو عضو  ۀمجموع هر زیر • 𝑦〉  انگل است؛ -2زیرگروهی 

𝑥نامتناهی سه عضو   ۀمجموع هر زیر • ≠ 𝑦  و   𝑧    دارد که[𝑥, 𝑦, 𝑧] = [𝑦, 𝑧, 𝑥] = [𝑧, 𝑥, 𝑦] =  ؛  1

• 𝐺 𝑍2(𝐺)⁄   متناهی است که در آن𝑍2(𝐺)    دومین مرکز گروه𝐺   است یعنی𝑍2(𝐺)

Z(G)
= 𝑍(

𝐺

𝑍(𝐺)
). 

,𝑥]یعنی    𝑦و    𝑥جایی دو عضو  هما در این مقاله شرط جاب 𝑦] = 𝑥˄𝑦را با شرط    1 = مشابه نویمن  جایگزین نموده و    ˄1

 دهیم که:نشان می

وجود دارندد کده   𝑦و    𝑥دو عنصدددر    𝐺از    𝑋ندامتنداهی    ۀمجموعدیدک گروه بداشدددد. در هر زیر  𝐺فرض کنیدد    اصیی.ی.  ۀقضیییی 

𝑥˄𝑦 =  متناهی باشد.  𝐺در  𝑍˄(𝐺)اگر و فقط اگر شاخص  ˄1

در واقع در این مقاله بدون هیچ یک از شدرایطی که محققین برای مسدائل مشدابه در نظر گرفته بودند، از منظری دیگر پاسدخ  

 سوال اردوش داده شده است.مثبتی به  

 نتایج  . 2

کنند. برای  رسدانیم که حصدول قضدیه اصدلی را برای ما آسدان میبرخی نتایج مقدماتی را به اثبات میابتدا در این بخش  

 گیریم.های زیر نیز بهره میهای معمول و رایج قبل، از نمادتسهیل در نوشتن و فهمیدن علاوه بر نمادگذاری

𝑥˄𝑦داشدته باشدد که  𝑦و   𝑥دو عنصدر   𝐺ازگروه  𝑋مجموعه نامتناهی  هر زیر  اگر = ,𝑥]) به طور مشدابه   ˄1 𝑦] = 1  ،) 

گروهگروه ) به طور مشابه˄𝑃𝐸−را یک  𝐺گروه   − 𝑃𝐸نامیم.( می 

𝐶𝐺[.  2.1، لم 9]  1مل
˄(𝑥)  زیرگروهی از𝐺   است. بعلاوه𝐶𝐺

˄(𝑥)  در𝐶𝐺(𝑥)  .نرمال است 

 در این صورت  یک گروه باشد.  G. فرض کنید  2لم  

𝐹𝐶˄(𝐺)الف(   ≤ 𝐹𝐶(𝐺) 

 . گروه است 𝑃𝐸−گروه یک  ˄𝑃𝐸−ب( هر  

:𝒦ریختی گروهی  ، و همدشونتیجه می  1لم  قسمت )الف( به آسانی از  اثبات:   𝐺˄𝐺 → 𝐺    با ضابطه𝑥˄𝑦 → [𝑥, 𝑦]    قسمت

 دهد.      )ب( را نتیجه می
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–یک گروه را یک   𝐹𝐼𝑍اگر شاخص مرکز    گوییم هرگاه شاخص مرکز در آن گروه متناهی باشد و به طور مشابهگروه می

 نامیم. گروه می˄𝐹𝐼𝑍−خارجی در یک گروه متناهی باشد، آن گروه را یک  

 گروه است.˄𝐹𝐶−  یک 𝐺در این صورت گروه باشد ˄𝐹𝐼𝑍−  یک 𝐺.  فرض کنید  ۳لم  

 ،𝐺از گروه   𝑔چون برای هر عضو  اثبات:  

𝑍˄(𝐺) ≤ 𝐶𝐺
˄(𝑔) ≤ 𝐺 

𝐺|پس   ∶  𝐶𝐺
˄(𝑔)|   .متناهی است 

 گروه است.˄𝐹𝐶−  یک Gگروه باشد،    ˄𝑃𝐸−یک  𝐺. اگر  4لم  

 Gاز    𝑔در این صورت عضو  گروه نباشد،˄𝐹𝐶−گروه بوده و  𝐹𝐶−یک    𝐺کنیم که  فرض می.  2[ و لم  1، لم8بنا به ]اثبات: 

𝐶𝐺(𝑔)/𝐶𝐺 وجود دارد به طوری که  
˄(𝑔)   یک گروه آبلی نامتناهی است. حال𝑇   را یک قاطع از𝐶𝐺

˄(𝑔)     در 𝐶𝐺(𝑔)    درنظر

از آن    𝑣 و    𝑢وجود دارد که برای هر دو عضو    𝑇از    𝑈مجموعه نامتناهی  در این صورت بنا به قضیه رمزی یک زیر بگیرید،

𝑢˄𝑣 = 𝑢˄𝑣از آن    𝑣 و    𝑢وجود دارد که برای هر دو عضو    𝑇از    𝑉مجموعه نامتناهی  یا یک زیر   1 ≠ گروه  ˄𝑃𝐸−بنا به    .1

 گیریم.  استفاده دوباره از قضیه رمزی دو حالت در نظر میدهد. حال با ،  حالت اول رخ می𝐺بودن 

𝑋  ،𝑔˄𝑥از 𝑦 و  𝑥وجود دارد که برای هر دو عضو  𝑈از 𝑋ی نامتناهی حالت اول: زیرمجموعه  = 𝑔˄𝑦 در این حالت . 

𝑔˄𝑥−1𝑦 = (𝑔˄𝑥−1) (𝑔˄𝑦) 
𝑥−1

= (𝑔˄𝑥−1) (𝑔˄𝑥) 
𝑥−1

= (𝑔˄𝑥−1𝑥) = 1 

𝑥𝐶𝐺پس داریم  
˄(𝑔) = 𝑦𝐶𝐺

˄(𝑔)  تناقض است.که یک 

𝑌  ،𝑔˄𝑥از    𝑦و    𝑥وجود دارد که برای هر دو عضو    𝑈از  𝑌ی نامتناهی  حالت دوم: زیرمجموعه ≠ 𝑔˄𝑦،  در این صورت برای

 داریم [ 1.2.17، گزاره 7با استفاده از ] 𝑔𝑌مجموعه نامتناهی از زیر 𝑔𝑦 و 𝑔𝑥هر دو عضو 

𝑔𝑥˄𝑔𝑦 = (𝑔𝑥˄𝑔) (𝑔𝑥˄𝑦) 
𝑔  

= (𝑥˄𝑔)(𝑔˄𝑔) (𝑥˄𝑦) (𝑔˄𝑦) 
𝑔

 
𝑔2

 
𝑔  

= (𝑥˄𝑔)(𝑔˄𝑦) ≠ 1 

       در تناقض است. 𝐺  گروه بودن˄𝑃𝐸−که با فرض  

𝐺اگر  .  ۵لم   = 〈𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛〉   یک−𝐹𝐶˄،گروه باشد  𝐺   یک𝐹𝐼𝑍˄-.گروه است 

𝑍˄(𝐺) با توجه به اثبات:  = ⋂ 𝐶 (𝑥𝑖𝐺
˄𝑛

𝑖=1      پوانکاره اثبات تمام است. ۀو استفاده از قضی (
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𝑢˄𝑣از آن     𝑣و    𝑢گوییم هرگاه برای هر دو عضو    2را آبلی خارجی  Gگروه   = 𝐺، یا به عبارتی دیگر  1 = 𝑍˄(𝐺) برای .

𝐶𝐺را به صورت آن مرکز ساز خارجی  𝐺از    𝑋مجموعه زیر 
˄(𝑋) = ⋂ 𝐶 (𝑥)𝐺

˄ 
𝑥∈𝑋  کنیم. تعریف می  

دارای زیرگروه   𝐺گروه است اگر و فقط اگر گروه -˄𝐹𝐼𝑍یک   𝐺در این صورت    گروه باشد.˄𝐹𝐶−یک    𝐺فرض کنید    .۶لم  

 با شاخص متناهی باشد.  𝐴آبلی خارجی  

𝑍˄(𝐺)قسمت فقط اگر با قرار دادن اثبات:  = 𝐴   کنیم  تمام است، پس فرض می𝐴  یک زیر گروه آبلی خارجی  با شاخص

𝐺در این صورت  باشد. 𝐺متناهی از   = 〈𝐴 ∪ 𝑅〉  که𝑅  ی متناهی از  یک زیرمجموعه𝐺   است. بنا به قضیه پوانکاره شاخص

𝐶𝐺
˄(𝑅)    در𝐺    متناهی است و از طرفی𝐴 ≤ 𝐶𝐺

˄(𝐴)  دهد که شاخص  نتیجه می𝐶𝐺
˄(𝐴)    در𝐺  این اهی است. بنابرنیز متن

𝑍˄(𝐺)شاخص  = 𝐶𝐺
˄(𝐴) ∩ 𝐶𝐺

˄(𝑅)         .متناهی است و اثبات تمام است 

زیرگروهی با شاخص متناهی    𝐴در این صورت اگر    گروه نیست.˄𝐹𝐼𝑍−گروه باشد که  ˄𝐹𝐶−یک    𝐺فرض کنید     .1  ۀنتیج

 زیرگروه آبلی خارجی نیست.  𝐴باشد آنگاه   𝐺از 

  𝑛متناهی از    ۀشامل دو دنبال  𝐺گروه نیست همچنین فرض کنید  ˄𝐹𝐼𝑍−گروه باشد که  ˄𝐹𝐶−یک    𝐺فرض کنید    .۷لم 

,𝑎1)عنصر،  𝑎2, … , 𝑎𝑛)   و(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)  .با خواص زیر باشد 

𝑖اگر  (1 ≠ 𝑗 گاه ، آن  𝑎𝑖˄𝑎𝑗 ≠ 1. 

𝑖اگر  (2 ≠ 𝑗 گاه ، آن  𝑎𝑖˄𝑏𝑗 = 1. 

𝑖،  𝑎𝑖˄𝑏𝑖برای هر  (3 ≠ 1. 

,𝑖 برای هر (4 𝑗،  𝑏𝑖˄𝑏𝑗 = 1. 

𝑛  های با طول( برای دنباله4( تا  1اسدددت که شدددرایط   𝑎𝑛+1و   𝑏𝑛+1شدددامل دو عنصدددر دیگر  𝐺در این صدددورت  + 1   ،

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1)   و(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛, 𝑏𝑛+1) .نیز صادق هستند 

قضیاثبات:   از  استفاده  زیرگروه،    ۀبا  𝐴پوانکاره  = 𝐶𝐺
˄({𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛})   در متناهی    𝐺دارای شاخص 

از  زیرگروه    𝐴در این صورت بنا به نتیجه قبل،    است، موجودند که    𝐴در    𝑏و    𝑎نیست. بنابراین، عناصر    𝐺آبلی خارجی 

𝑎˄𝑏 ≠ می1 قرار  حال  𝑎𝑛+1دهیم:  .  = 𝑎𝑏1𝑏2 … 𝑏𝑛    و𝑏𝑛+1 = 𝑏می سادگی  به  که  .  دید  1برای  توان  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ،

𝑎𝑛+1˄𝑏𝑖 = 𝑎𝑖˄𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑖˄𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛+1˄𝑏𝑛+1.و  1 = 𝑎𝑛+1˄𝑎𝑖 ≠ 1  

 گروه نیست.˄𝑃𝐸−یک  𝐺گاه  گروه نیست آن˄𝐹𝐼𝑍−گروه باشد که  ˄𝐹𝐶−یک   𝐺.  اگر  2نتیجه

𝐺 چون اثبات: ≠ 𝑍˄(𝐺)  اعضای ،𝑏1 و 𝑎1  از𝐺   موجودند که𝑎1˄𝑏1 ≠ 𝑋نامتناهی   ۀ. حال بنا به لم قبل مجموع 1 =

{𝑎𝑖|𝑖 ∈ ℕ}  از𝐺 وجود دارد که برای هر دو عضو𝑎     و𝑏  از آن داریم𝑎˄𝑏 ≠ 1  . 

 
2 Exterior abelian 
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 گروه باشد.  ˄𝐹𝐼𝑍−گروه است اگر و فقط اگر یک  ˄𝑃𝐸−  یک 𝐺گروه  اص.ی:     ۀقضی

  ˄𝐹𝐼𝑍−  یک 𝐺، 2گروه است. حال به کمک نتیجه ˄𝐹𝐶−یک  𝐺،  4گاه بنا به لم گروه باشد آن˄𝑃𝐸−یک   𝐺اگر   اثبات:

 گروه است.  

𝐺|   به عکس اگر ∶  𝑍˄(𝐺)| = 𝑛 < 𝑛مجموعه با بیش از  گاه هر زیرآن   ∞ + ,𝑥شامل دو عضو    𝐺از    𝑋عضو  1 𝑦   است که

𝑥قرار دارند. قرار دهید    𝑍˄(𝐺)در یک هم دسته از   = 𝑎𝑡, 𝑦 = 𝑎𝑠     که𝑠    و𝑡    اعضای𝑍˄(𝐺)  .در این صورت داریم:  هستند 

𝑥˄𝑦 = 𝑎𝑡˄𝑎𝑠 = (𝑡˄𝑎𝑠)(𝑎˄𝑎𝑠) 
𝑎 = (𝑎˄𝑎) (𝑎˄𝑠) 

𝑎 = 1. 
  

 گروه است.   ˄𝑃𝐸−یک   𝐺بر این   بنا  
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