
 

Existence at least one nontrivial solution for a class of 

problems involving both p(x)-Laplacian and p(x)-biharmonic 

 

Atieh Ramzannia Jalali1 ; Ghasem Alizadeh Afrouzi2   
1. Department of Mathematics, Faculty of Mathematical Sciences, University of Mazandaran, babolsar, Iran.  

E-mail: Jalali.atieh@yahoo.com 

2. Department of Mathematics, Faculty of Mathematical Sciences, University of Mazandaran, babolsar, Iran.  

E-mail: afrouzi@umz.ac.ir 

 

 

Article Info ABSTRACT 

 

Article type: 

Research Article 
 

 
Article history:  

Received: 

30 December 2019 

Revised form: 

31 December 2019 
Accepted:  

8 July 2020 

Published online:  

14 May 2022 

 

 
Keywords:  

p(x)-Biharmonic 

operator; 

p(x)-Harmonic 

operator;  

Palais-Smale condition; 

Mountain Pass 

Theorem; 

Generalized Lebesgue-

Sobolev space.  

 

 

 

 

Introduction 

Fourth order equations have attracted many author's  interest in different area of 

applied mathematics and physics. The interest in studying such problems arise in many 

applications such as: Micro Electro Mechanical systems, thin film theory, surface 

diffusion on solids, interface dynamics and flow in Hele-Shaw cells. The importance of 

considering such equations is due to many physical examples using mathematical 

modeling, which is mostly seen in the field of Newtonian fluids and elastic mechanics, 

in particular, the electro-rheological fluids. 

Consider the following p-biharmonic elliptic equation: 

{Δ𝑝
2 𝑢 + ∆𝑝𝑢 + 𝜆𝑉(𝑥)|𝑢|𝑝−2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑢)         𝑥 ∈ 𝑅𝑁 ,      𝑎𝑠      𝜆 → ∞         (2) 

where 𝜆 > 0, 𝑝 > 1, 𝑁 > 2𝑝 and 𝑉 ∈ 𝐶(𝑅𝑁, 𝑅+) satisfying some certain conditions. 

Giri Choudhuri and Pradhan 

proved the existence and concentration phenomena of solutions on the set 𝑉−1(0). In 

2017, the existence at the 

least one non-decreasing sequence of positive eigenvalues  has been studied by several 

authors for following problem 

(
Δ𝑝(𝑥)

2 𝑢 − ∆𝑝(𝑥)𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 in  Ω

𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥)

                
                                                (3) 

Main Result 

The purpose of this paper is to investigate the existence of solution to the following 

problem involving both p(x)-Laplacian and p(x)-biharmonic. 

(
Δ𝑝(𝑥)

2 𝑢 + ∆𝑝(𝑥)𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 + 𝜇𝑓(𝑥, 𝑢) in Ω

𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥)

                
                             (1) 

where  Ω is a bounded smooth domain 𝑅𝑁 . Parameters 𝜆 , 𝜇 are positive and 𝑝, 𝑞: Ω → 𝑅 

are functions that satisfying in the following conditions 
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1 < 𝑝− = min
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ = max
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) < ∞ 

Δ𝑝(𝑥)
2 𝑢: = Δ(|Δ𝑢|𝑝(𝑥)−2Δ𝑢) is the p(x)-biharmonic operator which is a natural 

generalization of the p-biharmonic. 

In this paper, using the Mountain Pass Theorem, we prove that the problem (1) has at 

least one nontrivitial solution.  

Therefore we can  prove our main result. 

Theorem1 (Mountain Pass Theorem): Let (𝑋, ‖. ‖) be a real Banach space and let 𝐼: 𝑋 →

𝑅 be a continuously Gateaux differentiable function, such that 𝐼(0) = 0 and satisfying 

the (PS) condition. Suppose that 

(a) there exist constants 𝜌, 𝛼 > 0 such that 𝐼(𝑢) ≥ 𝛼 if ‖𝑢‖ = 𝜌, 

(b) there exists 𝑒 ∈ 𝑋 with ‖𝑒‖ > 𝜌 such that 𝐼(𝑒) ≤ 0. 

Then 𝐼 possesses a critical value 𝐶 ≥ 𝛼, which can be characterized as  

𝐶 = 𝑖𝑛𝑓𝛾∈Γ𝑚𝑎𝑥𝑢∈𝛾([0,1])𝐼(𝑢), 

where 

Γ = {𝛾 ∈ 𝐶([0,1], 𝑋)    ;      𝛾(0) = 0    ,     𝛾(1) = 𝑒}. 

We prove main result using a positive constant that is introduced as follows and 

Mountain Pass Theorem. 

𝜆∗ = inf
𝑢∈𝑋

‖𝑢𝑛‖>1

∫Ω

1
𝑝(𝑥)

(|Δ𝑢|𝑝(𝑥) + |∇𝑢|𝑝(𝑥))𝑑𝑥

∫Ω
|𝑢|𝑝−

𝑑𝑥
 

Theorem2: Let 𝑝− < 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝2
∗(𝑥) and 𝐹: Ω × 𝑅 → 𝑅 with 𝐹(𝑥, 0) = 0. Assume that 

following assumptions hold: 

(a) for all 𝑡 ∈ 𝑅, 𝑥 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑡) is measurable. 

(b) for almost every where 𝑥 ∈ Ω  ،𝑥 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑡) is locally lipschitz. 

(c) for all 𝜆 > 0, there exists 𝑐𝜆 > 0 such that 

𝜆|𝑢|𝑝(𝑥) < 𝑢𝑝−
+ 𝑐𝜆            ∀𝑢 ∈ Ω  

(d) for all 𝑥 ∈ Ω  and 𝑡 ∈ 𝑅, there exists 𝑐 > 0 such that 

|𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐(1 + |𝑡|𝑝(𝑥)−1) 

(e) for 𝜆 <
𝑝−𝜆∗

𝑝+  and uniformly for 𝑥 ∈ Ω , we have 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑥, 𝑡)

𝑡|𝑡|𝑝(𝑥)−2
≤ 𝜆 

(f) there exists 𝑡∗ > 0 such that for 𝜃 > 𝑝+, have 

0 < 𝜃𝐹(𝑥, 𝜉) ≤ 𝑓(𝑥, 𝜉)𝜉          ;            ∀ 𝑥 ∈ Ω   , |𝜉| ≥ 𝑡∗. 

Then there exists 𝜇∗ > 0 such that for 𝜇 ∈ (0, 𝜇∗), the problem (1) has at least one 

nontrivial weak solution in 𝑋. 

 

How to cite: Ramzannia Jalali, A., Alizadeh Afrouzi, Gh; (2022). Existence at least one nontrivial solution for a 

class of problems involving both p(x)-Laplacian and p(x)-biharmonic. Mathematical Researches, 8 

(1), 167-183 

 
 

                           © The Author(s).                                                                        Publisher: Kharazmi University                         



 

 

وجود حداقل یک جواب نابدیهی برای رده ای از مسائل شامل هر دو عملگر 

p(x)  لاپلاسین وp(x) ی هارمونیکاب 

  2افروزی علیزاده قاسم ،1جلالی نیارمضان عطیه

 Jalali.atieh@yahoo.com: پست الکترونیکی .ایران، بابلسر ،مازندران دانشگاهدانشکدۀ علوم ریاضی، ، ریاضی گروه مسئول نویسندۀ .1

 afrouzi@umz.ac.ir  :پست الکترونیکی، ایران. بابلسر، مازندراندانشگاه دانشکدۀ علوم ریاضی، گروه ریاضی، . 2

 

 چکیده            اطلاعات مقاله

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 90/19/1908 تاریخ دریافت:

 19/19/1908تاریخ بازنگری: 

 18/94/1900  تاریخ پذیرش:

 24/92/1491 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،هارمونیک بای p(x)عملگر

 ،هارمونیک p(x)عملگر

 ،1اسمل پالایس شرط

 ،ناوردا آمارۀ 

  ،.ورداهم برآوردگر 

 

 

 کنیممی بررسی زیر لهأمس برای را نابدیهی ضعیف جواب وجود ما

(
Δ𝑝(𝑥)

2 𝑢 + ∆𝑝(𝑥)= 𝜆|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 + 𝜇𝑓(𝑥, 𝑢) Ωدر

𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥)

                
    (1) 
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  ۀقضی کارگیری به با ما تردقیق طور به. شودمی تضمین( 1) لهأمس برای نابدیهی ضعیف جواب

 عدد یک که دهیممی نشان مناسب شرایط تحت و  9ویتز رابین و 2امبروستی کوهی گذرگاه

 .است غیربدیهی ضعیف جواب یک حداقل دارای( 1) لهأمس که طوری به دارد وجود* _λ مثبت
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 مقدمه .1

  استی هارمونیک اب p(x)لاپلاسین و  p(x)هدف از این مقاله بررسی وجود جواب برای یک مسئله شامل هر دو عملگر 

(
Δ𝑝(𝑥)

2 𝑢 + ∆𝑝(𝑥)𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 + 𝜇𝑓(𝑥, 𝑢) Ωدر

𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥)

             
         (1.1)                            

Ω که  ⊂ 𝑅𝑁 داردامنه هموار کران یک، 𝜆 , 𝜇    پیوسته توابعو هستند  مثبتپارامترهای 𝑝, 𝑞: Ω → 𝑅 صدق زیر شرایط در 

  :کنندمی

 1 < 𝑝− = min
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ = max
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) < ∞ 

Δ𝑝(𝑥) عملگر
2 𝑢: = Δ(|Δ𝑢|𝑝(𝑥)−2Δ𝑢) عملگر که است چهارم بهمرت عملگر یک p(x) تعمیمی و شودمی نامیده هارمونیک یاب 

𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢) ∆𝑝(𝑥)𝑢∇|همچنین. است هارمونیک یاب pعملگر از ≔ 𝑑𝑖𝑣(  .برای خوانندهیک عملگر هارمونیک است 

, 17, 16, 15, 14, 12, 8, 7, 6 ,5, 4, 2, 1] مقالات به تواند می هارمونیک یاب p(x) عملگر مسائل از کاربردهایی مطالعه

 p(x)=pهای بیشتری نسبت به حالت پیچیدگی p(x)دانیم که مسائل با شرایط رشد می. نماید رجوع[ 25 ,24 ,22, 22

سائل تغییراتی و م. متفاوت است گونه مسائل کاملاًهای استفاده شده برای حل هر دو دسته از اینها و روشدارد و تکنیک

های رانسیل از جمله مسائلی هستند که به دلیل کاربردهایشان موضوع تحقیقاتی بسیاری از پژوهشگران در دههمعادلات دیف

 است. اخیر

 کاربردها این جمله از. است یافته فراوان نمود ریاضیات فیزیک در هارمچ ۀمرتب دیفرانسیل معادلات اخیر هایسال در

 و 1هل شاو ها سلول در جریان جامدات، روی سطح انتشار نازک، فیلم نظریه ،الکترو میکرو مکانیکی هایسیستم به توانمی

 اب فیزیکی هاینمونه از بسیاری توجیه دلیل به معادلات گونهاین بررسی اهمیت[ 26, 12] .کرد اشاره چندفازی هایسیستم

 الکتروشناسی مایعات ویژه به آلاستیک کمکانی و نیوتنی مایعات زمینه در بیشترمی توان  که است ریاضی مدلسازی از استفاده

 .نمایید مراجعه[ 27, 13] مقالات به بیشتر جزئیات برای. کرد رویت( هوشمند مایعات)

 ی هارمونیک زیر را درنظربگیرید:اب pمعادله بیضوی 

(2,1) 

{Δ𝑝
2 𝑢 + ∆𝑝𝑢 + 𝜆𝑉(𝑥)|𝑢|𝑝−2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑢)         𝑥 ∈ 𝑅𝑁 ,      𝑎𝑠      𝜆 → ∞                           

𝑝آن در که > 1 ,𝜆 > 0 ،𝑁 > 2𝑝   و 𝑉 ∈ 𝐶(𝑅𝑁, 𝑅+)[11] ۀدر مقال های مشخصی هستند.با شرایط و ویژگی 

 2217ثابت نماید. در سال  𝑉−1(0) روی مجموعه (1.2) لهأی مسهای متمرکز را برانویسنده سعی کرده است وجود و جواب

 بررسی شده است. [19] ۀدر مقال توسط سه پژوهشگر له زیرأی از مسهایوجود جواب

                                                             
1Hele-shaw 
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(3.1) 

(
Δ𝑝(𝑥)

2 𝑢 − ∆𝑝(𝑥)𝑢 = 𝜆|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢 Ωدر

𝑢 ∈ 𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥)

                                                       
    

ای غیرصعودی از پیدا کردن دنباله (1.3) لهأکند. در حقیقت هدف از حل مسا میه فوق نقش مقدار ویژه را ایفلأدر مس 𝜆که 

 ده است. بو 𝑘≥1(𝜆𝑘) نامنفی ۀمقادیر ویژ

ما . است 𝜆مشخصی از  ۀروی یک دامن( 1.1)له أاصلی ما در این مقاله بررسی وجود جواب ضعیف غیربدیهی برای مس ۀانگیز

مطرح  3یم. نتایج اصلی در بخش کنآغاز می 2لف تعمیم یافته در بخش ای و خواص فضای سوبومقاله را با بیان مفاهیم پایه

مطرح شده است، استفاده خواهیم [3]  در مقاله امبرستی و رابین ویتز که توسط پالایس اسمل شود. در حقیقت ما از شرطمی

 را تضمین کنیم. (1.1)له أکرد تا وجود جواب ضعیف نابدیهی از مس

 فاهیم پایهم .2

 زئیاتج برای. کنیممی یادآوری را متغیر توان با لبگ - سوبولف فضای از اصلی نتایج و مفاهیم بعضی ما بخش این در 

 .نمود رجوع[ 8,23] مقالات به توانمی دقیقتر و بیشتر

 :شودمی تعریف زیر صورت به و است پذیرتفکیک و انعکاسی باناخ فضای یک یافته تعمیم لبگ فضای

 𝐿𝑝(𝑥)(Ω) = {𝑢: Ω → 𝑅,    𝑚𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒    𝑎𝑛𝑑    ∫
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 < ∞} 

𝑝(𝑥) که در آن ∈ 𝐶+(Ω) و برای هر 𝑥 ∈ Ω،  

 𝐶+(Ω): = {𝑝 ∈ 𝐶(Ω)    ∶     𝑝(𝑥) > 1}. 

  .گرددمی معرفی 2لوکسمبرگ نام با و است زیر نرم به مجهز فضا این

 |𝑢|𝑝(𝑥) = inf{𝜇   ∶     ∫Ω
|

𝑢(𝑥)

𝜇
|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 1} 

𝑥هر برای که معنا بدان. است 𝑝(𝑥) تابع مزدوج 𝑞(𝑥) آن در که است 𝐿𝑝(𝑥)، 𝐿𝑞(𝑥)مزدوج فضای ∈ Ω ،  

 1

𝑞(𝑥)
+

1

𝑝(𝑥)
= 1. 

𝑢 هر برای همچنین ∈ 𝐿𝑝(𝑥)و 𝑣 ∈ 𝐿𝑞(𝑥)داشت خواهیم زیر رتصو به را هولدر نابرابری:  

 | ∫
Ω

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥| ≤ (
1

𝑝−
+

1

𝑞−
)|𝑢|𝑝(𝑥)|𝑣|𝑞(𝑥) 

  :گرددمی معرفی زیر صورت به متغیر توان با سوبولف فضایدر ادامه 

 𝑊𝑘,𝑝(𝑥)(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)    ∶     𝐷𝛼𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω),    |𝛼| ≤ 𝑘} 

                                                             
2Luxemburg 
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  که

𝐷𝛼𝑢 =
𝜕|𝛼|

𝜕𝑥1
𝛼1𝜕𝑥2

𝛼2 . . . 𝜕𝑥𝑁
𝛼𝑁

    𝑤𝑖𝑡ℎ    𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑁)    𝑎𝑛𝑑    |𝛼| = ∑

𝑁

𝑖=1

𝛼𝑖. 

 :گیریمنظرمی در 𝑊𝑘,𝑝(𝑥)(Ω) فضای برای را زیر نرم و

∥ 𝑢 ∥𝑘,𝑝(𝑥)= ∑

|𝛼|≤𝑘

|𝐷𝛼𝑢|𝑝(𝑥) 

  صورت به بحرانی توان تعریف با. است پذیرتفکیک و انعکاسی باناخ فضای یک 𝑊𝑘,𝑝(𝑥)(Ω) فضای نرم این با

𝑝𝑘
∗ (𝑥) = (

𝑁𝑝(𝑥)

𝑁 − 𝑘𝑝(𝑥)
kp(x) اگر < N

∞ گرا       kp(x) ≥ N

 

𝑥ر ه برای که گرفت نتیجه توانمی آسانی به  ∈ Ω، . 𝑝(𝑥) < 𝑝𝑘
∗ (𝑥) که کرد ییادآور توانمی همچنین 𝑊0

𝑘,𝑝(𝑥)
 بستار 

𝐶0
𝑊𝑘,𝑝(𝑥) فضای در ∞

  .است 

𝑋 در فضای سوبولف( 1.1)له أهای ضعیف از مسدر این مقاله جواب = 𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥) .با نرم زیر قابل بررسی است 

‖𝑢‖𝑝(𝑥) = |∆𝑢|𝑝(𝑥) + |∇𝑢|𝑝(𝑥) 

 اثبات شده است. قرار دهید 𝑢|𝑝(𝑥)∆| و 𝑢‖𝑝(𝑥)‖دو نرمعادل بودن م [28] ۀدر مقال

‖𝑢‖ = inf { 𝜇   ∶     ∫
Ω

(|
∆𝑢

𝜇
|𝑝(𝑥) + |

∇𝑢

𝜇
|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 ≤ 1} 

 با هم معادلند. Xدر  𝑢|𝑝(𝑥)∆|و  𝑢‖𝑝(𝑥)‖های با نرم ‖𝑢‖ گاهآن

:𝐽تابع   .1-2 ۀگزار 𝑋 → 𝑋∗   در شرط𝑆+ کند هرگاه برای هر همگرایی ضعیف صدق می𝑢𝑛 ⊂ 𝑋  به𝑢  درX و 

limsup
𝑛→∞

(𝐽(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) ≤ 0                                                                                        (1.2) 

 نتیجه شود. X در 𝑢تحت توپولوژی قوی به  𝑢𝑛 همگرایی

,𝑝 هر برای( 1)  [9] .2-2 ۀزارگ 𝑞 ∈ 𝐶+(𝛺) هر برای که طوری به𝑥 ∈ 𝛺،  𝑞(𝑥) ≤ 𝑝𝑘
∗ (𝑥)  جاددهی یک گاهآن 

𝑊𝑘,𝑝(𝑥) پیوسته ↪ 𝐿𝑞(𝑥)(𝛺) داشت خواهیم فشرده جاددهی یک شود جایگزین > با ≥ اگر همچنین. دارد وجود. 

𝑢 هر برای پوانکاره نامساوی (2)   ∈ 𝑊𝑘,𝑝(𝑥)
 : شودمی بیان زیر صورت به 

∃𝐶𝑝 > 0   ∶     |𝑢|𝑝(𝑥) ≤ 𝐶𝑝|∇𝑢|𝑝(𝑥) 

0کنید فرض (3) < |Ω| < 𝑅   ،𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝐶(Ω)  1و < 𝑝𝑖
− < 𝑝𝑖

+ < 𝑝1اگر  ∞ < 𝑝2 گاه آن𝐿2
𝑝(𝑥)

↪ 𝐿1
𝑝(𝑥).  

𝐼(𝑢) درنظرگرفتن با  [28] .3-2ۀگزار = ∫ (|Δ𝑢|𝑝(𝑥)
Ω

+ |∇𝑢|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 𝑢 هر برای  ∈ 𝐿𝑝، نتیجه زیر روابط 
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 :شودمی

(1         )         ‖𝑢‖ < (=; > 1)       ⟺          𝐼(𝑢) < (=; > 1) 

‖𝑢‖ اگر (2) ≤  گاهآن 1

 ‖𝑢‖𝑝+
≤ I(𝑢) ≤ ‖𝑢‖𝑝−

 

‖𝑢‖ گرا (3) ≥  گاهآن 1

 

  ‖𝑢‖𝑝−
≤ I(𝑢) ≤ ‖𝑢‖𝑝+ 

 

(4)                ‖𝑢‖ → 0  (→ ∞)         ⟺          𝐼(𝑢) → 0 (→ ∞) 

 

𝛺 کنید فرض  .0-2 لم ⊂ 𝑅𝑁
𝑛(𝑢𝑛)  باز  ⊂ 𝐿𝑝(𝛺)، 𝑝 ∈ [1, 𝑢𝑛 که طوری به باشد  [∞ → 𝑢  هک زمانی 

 𝑛 → 𝑢𝑛𝑗) ۀ زیردنبال یک گاهآن 𝐿𝑝(𝛺). در ∞
)𝑗تابع و 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝛺)  که طوری به دارد وجود 

𝑢𝑛𝑗) (الف) 
)(𝑥) → 𝑢(𝑥) ًدر جا همه تقریبا Ω که زمانی 𝑗 → ∞. 

𝑢𝑛𝑗)| داریم Ω در جا همه تقریباً ،𝑗 هر برای( ب)
)(𝑥)| ≤ 𝑣(𝑥) . 

𝐽(𝑢)  انرژی تابعک ما ،(1.1) لهأمس از هاییجواب یافتن برای = Φ(𝑢) − 𝜆𝜑(𝑢) − 𝜇𝜓(𝑢)برای هر  را𝑢 ∈ 𝑋 متناظر 

𝜑  توابع آن در که گیریممی درنظر (1.1) لهأمس با  Φ،و  𝜓 شوندمی معرفی زیر صورت به. 

Φ(𝑢) = Φ1(𝑢) + Φ2(𝑢)                                                                                                (2.2) 

 که در آن

(3.2) 

Φ1(𝑢) = ∫
Ω

1

𝑝(𝑥)
|Δ𝑢|𝑝(𝑥)𝑑𝑥      ,      Φ2(𝑢) ∫

Ω

1

𝑝(𝑥)
|∇𝑢|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 

  

𝜑(𝑢) = ∫Ω

1

𝑝(𝑥)
|𝑢|𝑝(𝑥)𝑑𝑥                                                                                                               (4.2) 

𝜓(𝑢) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑢)𝑑𝑥                                                                                                                  
Ω

(5.2)  
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𝑢 گوییممی  :باشد برقرار زیر ۀرابط هرگاه است (1.1) ۀمعادل برای ضعیف جواب یک 

 ∫Ω
(|Δ𝑢|𝑝(𝑥)−2Δ𝑢Δ𝑣 + |∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢∇𝑣)𝑑𝑥 − 𝜆 ∫Ω

|𝑢|𝑝(𝑥)−2𝑢𝑣𝑑𝑥 

−𝜇 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑢𝑣𝑑𝑥 =
Ω

0 

Φ1ثابت شده است که  [19] ۀدر مقال
′ , Φ2

′ ∈ 𝐶1(𝑋, 𝑅) هستندهای زیر و دارای ویژگی: 

 هستند. سمهمومورفی( ب. )ا هستندیکنو اًاکید و+𝑆 نوع از کراندار، پیوسته، عملگری( الف) .5-2لم

,𝑋)فرض کنید   [18]. 6-2 ۀقضی ‖. :𝐼 فضای باناخ حقیقی و یک (‖ 𝑋 → 𝑅 پذیر گتو به یک تابع به طور پیوسته مشتق

𝐼(0) طوری که =  همچنین فرض کنید: صدق کند. پالایس اسمل باشد و در شرط 0

𝐼(𝑢) جود دارد به طوری کهو  𝛼و  ρثابت های مثبت )الف(  ≤ 𝛼  اگر‖𝑢‖ = 𝜌. 

𝑒( )ب ∈ 𝑋  با‖𝑒‖ > 𝜌 جود دارد به طوری کهو 𝐼(𝑒) ≤ 0. 

𝐶 دارای نقطه بحرانی  𝐼 گاهآن ≥ 𝛼شود.است که به صورت زیر مشخص می 

𝐶 = 𝑖𝑛𝑓𝛾∈Γ𝑚𝑎𝑥𝑢∈𝛾([0,1])𝐼(𝑢), 

 که

Γ = {𝛾 ∈ 𝐶([0,1], 𝑋)    ;      𝛾(0) = 0    ,     𝛾(1) = 𝑒}. 

 

نتایج اصلی .3  

𝑊2,𝑝(𝑥) فضای  .1-3لم  ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥)

 است. 𝑊2,𝑝(𝑥) یک زیرفضای بسته از  

𝑢𝑛برهان: فرض می کنیم  ∈  𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥) دنباله ای همگرا تحت توپولوژی قوی در  𝑊2,𝑝(𝑥)

باشد. کافیست  

𝑢نشان دهیم که  ∈  𝑊2,𝑝(𝑥) ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥) اصیت جاددهی . از معادل بودن نرم ها و خ 𝑊2,𝑝(𝑥) ↪ 𝐿𝑝(𝑥)  می توان

 نوشت

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖
 𝑊2,𝑝(𝑥)∩𝑊0

1,𝑝(𝑥) ≤ 𝑐‖∆(𝑢𝑛 − 𝑢𝑚)‖𝐿𝑝 ≤ 𝑐 ∑ ‖
𝜕2

𝜕𝑥𝑖
2 (𝑢𝑛 − 𝑢𝑚)‖

𝐿𝑝

𝑁

𝑖=1

 

 و داریم

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖
 𝑊2,𝑝(𝑥)∩𝑊0

1,𝑝(𝑥) ≤ 𝑐‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝑤2,𝑝(𝑥) 

𝑊2,𝑝(𝑥) ای کوشی در فضای دنباله 𝑢𝑛بنابراین  ∩ 𝑊0
1,𝑝(𝑥) ای از این فضا همگراست.است و به نقطه 

−𝑝فرض کنید. 2-3لم  < 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝2
∗(𝑥)   ثابت کگاه یآن 𝜆∗ >  دارد به طوری که وجود 0
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𝜆∗ = inf
𝑢∈𝑋

‖𝑢𝑛‖>1

∫Ω

1
𝑝(𝑥)

(|Δ𝑢|𝑝(𝑥) + |∇𝑢|𝑝(𝑥))𝑑𝑥

∫Ω
|𝑢|𝑝−

𝑑𝑥
 

𝑊2,𝑝(𝑥) طبق خاصیت جاددهی برهان: ↪ 𝐿𝑝(𝑥) توان یک ثابت مثبت میc را چنان یافت به طوری که 

‖𝑢‖ ≥ 𝑐|𝑢|𝑝− 

‖𝑢‖از طرفی دیگر اگر  >  باشد داریم 1

∫
Ω

(|Δ𝑢|𝑝(𝑥) + |∇𝑢|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 > ‖𝑢‖𝑝−
 

 از نابرابری زیر حکم نتیجه می شود.

∫
Ω

1

𝑝(𝑥)
(|Δ𝑢|𝑝(𝑥) + |∇𝑢|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 ≥

1

𝑝+
∫

Ω

(|Δ𝑢|𝑝(𝑥) + |∇𝑢|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 ≥
1

𝑝+
‖𝑢‖𝑝−

≥
𝑐𝑝−

𝑝+
∫ |𝑢|𝑝−

Ω

𝑑𝑥 

−𝑝 کنید فرض .3-3 ۀقضی < 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝2
∗(𝑥) :𝐹 تابع  و  Ω × 𝑅 → 𝑅  را با𝐹(𝑥, 0) = گر شرایط ادر نظر بگیرید.  0

 زیر برقرار باشد

𝑡الف( برای هر  ∈ 𝑅 ،𝑥 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑡) پذیر است.اندازه 

𝑥همه جا  ب( برای تقریباً ∈ Ω  ،𝑥 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑡) .موضعا لیپ شیتز است 

𝜆ج( برای هر  > 𝑐𝜆ثابت  0 >  دارد به طوری که وجود 0

𝜆|𝑢|𝑝(𝑥) < 𝑢𝑝−
+ 𝑐𝜆            ∀𝑢 ∈ Ω  

𝑥د( به ازای هر  ∈ Ω   و𝑡 ∈ 𝑅  داریم 

|𝑓(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐(1 + |𝑡|𝑝(𝑥)−1) 

𝑐که  >  .است 0

𝜆برای ه(  <
𝑝−𝜆∗

𝑝+
𝑥و به طور یکنواخت برای هر   ∈ Ω  داریم 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑥, 𝑡)

𝑡|𝑡|𝑝(𝑥)−2
≤ 𝜆 

∗𝑡ثابت  و( > 𝜃 وجو دارد به طوری که برای  0 > 𝑝+.نابرابری زیر برقرار است 

0 < 𝜃𝐹(𝑥, 𝜉) ≤ 𝑓(𝑥, 𝜉)𝜉          ;            ∀ 𝑥 ∈ Ω   , |𝜉| ≥ 𝑡∗  

∗𝜇 گاه آن > 𝜇∗) 𝜇وجود دارد به طوری که برای 0 ∈   است. X جواب غیربدیهی در ارای یکد (1.1) مسئله ,0)

اثبات را در چهار  ( را نتیجه گرفت.6-2) ۀتوانیم حکم قضیت نشان دهیم که از این فرضیات میسبرای اثبات کافیبرهان: 

 دهیم.میگام انجام 
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{𝑢𝑛}کند. برای این هدف فرض می کنیم صدق می پالایس اسملدر شرط  𝐽دهیم که گام اول: نشان می ⊂ 𝑋 ،𝐽(𝑢𝑛) 

𝑛  دار و زمانی کهرانک → 𝐽′(𝑢𝑛) داشته باشیم ∞ → دار است. فرض خلف کران {𝑢𝑛} ۀدهیم که دنبالگاه نشان میآن0

𝑛می کنیم یعنی زمانی که  → ∞،‖𝑢𝑛‖ → 𝑧𝑛رار می دهیم ق  .∞ =
𝑢𝑛

‖𝑢𝑛‖
   کنیم فرض می و 

𝑧𝑛 ⟶ 𝑧    𝑖𝑛    𝐿𝑝 

  داریم (4-2) لم از استفاده با

𝑧𝑛(𝑥) ⟶ 𝑧(𝑥)    𝑎. 𝑒    𝑖𝑛    Ω 

 و

𝑧𝑛 ⇀ 𝑧    𝑖𝑛    𝑋 

𝐹، 𝑡 طبق خاصیت لیپ شیتز تابع ∈  وجود دارد به طوری که (0,1)

|𝐹(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥)) − 𝐹(𝑥, 0)| ≤ 𝑡|𝑢𝑛(𝑥)| 

𝜉 گاه برای هر آن >  خواهیم داشت0

|∫
𝐹(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥))

‖𝑢𝑛‖𝜉
Ω

| ≤ ∫
|𝐹(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥))|

‖𝑢𝑛‖𝜉
Ω

𝑑𝑥 ≤ ∫
𝑡|𝑢𝑛(𝑥)|

‖𝑢𝑛‖𝜉
𝑑𝑥 ≤

𝛼

‖𝑢𝑛‖𝜉−1
Ω

 

𝑛 با حدگیری از طرفین زمانی که  →  شودمیزیر حاصل  ۀنتیج∞

lim
𝑛→∞

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛(𝑥))

‖𝑢𝑛‖𝜉
= 0 

 داریم اساس همین بر است دارکران 𝐽(𝑢𝑛) چون

(∫
Ω

1

𝑝(𝑥)
(|Δ𝑢𝑛|𝑝(𝑥) + |∇𝑢𝑛|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 − 𝜆 ∫

Ω

1

𝑝(𝑥)
|𝑢𝑛|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 − 𝜇 ∫

Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀 

 بنابراین

1

𝑝+
(∫

Ω

(|Δ𝑢𝑛|𝑝(𝑥) + |∇𝑢𝑛|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 −
𝜆

𝑝−
∫

Ω

|𝑢𝑛|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀 

 

 زیر می رسیم ۀو فرض )ج( به رابط∗𝜆 با استفاده از تعریف 

1

𝑝+
(∫

Ω

(|Δ𝑢𝑛|𝑝(𝑥) + |∇𝑢𝑛|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 −
𝜆

𝑝−
∫

Ω

|𝑢𝑛|𝑝−
𝑑𝑥 − 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) − 𝜇 ∫

Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀 

 و
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1

𝑝+
(∫

Ω

(|Δ𝑢𝑛|𝑝(𝑥) + |∇𝑢𝑛|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 −
𝜆

𝑝− 𝜆∗
∫

Ω

(|Δ𝑢𝑛|𝑝(𝑥) + |∇𝑢𝑛|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 − 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)

− 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀  

 در این صورت

(
1

𝑝+ −
𝜆

𝑝− 𝜆∗
) ∫Ω

(|Δ𝑢𝑛|𝑝(𝑥) + |∇𝑢𝑛|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 − 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) − 𝜇 ∫Ω
𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀        (1.3) 

 دو حالت در نظر می گیریم

𝜆 بررسی حالت اول: فرض می کنیم > ‖𝑢𝑛∇‖ و   0 ≤ 𝑛هر برای 1 ≥ 1، 

∫
Ω

(
1

𝑝+
−

𝜆

𝑝− 𝜆∗
)|∇𝑢𝑛|𝑝+

𝑑𝑥 − 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀  

+𝑢𝑛‖𝑝‖ بر طرفین تقسیم با
  شودمی نتیجه زیر رابطه 

∫
Ω

(
1

𝑝+
−

𝜆

𝑝− 𝜆∗
)|∇𝑧𝑛|𝑝+

𝑑𝑥 −
𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)

‖𝑢𝑛‖𝑝+ − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)

‖𝑢𝑛‖𝑝+ 𝑑𝑥 ≤
𝑀

‖𝑢𝑛‖𝑝+  

𝑛که زمانی که حال با توجه به این → ∞،  ‖𝑢𝑛‖ →  شودیجه مینت ∞

∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                                                                                             (2.3) 

‖𝑢𝑛∇‖در صورتی که  >  گاه نابرابری زیر را خواهیم داشتفرض شود آن 1

∫
Ω

(
1

𝑝+
−

𝜆

𝑝− 𝜆∗
)|∇𝑢𝑛|𝑝−

𝑑𝑥 − 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀  

−𝑢𝑛‖𝑝‖ بر طرفین تقسیم با
 شودمی نتیجه زیر ۀرابط

∫
Ω

(
1

𝑝+
−

𝜆

𝑝− 𝜆∗
)|∇𝑧𝑛|𝑝−

𝑑𝑥 −
𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)

‖𝑢𝑛‖𝑝− − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)

‖𝑢𝑛‖𝑝− 𝑑𝑥 ≤
𝑀

‖𝑢𝑛‖𝑝−  

 با حدگیری داریم

∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                                                                                              (3.3) 

 توان نوشتمی (33.)و  (2.3) از روابط

  ∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω) 
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𝜆بررسی حالت دوم: فرض می کنیم  ≤ ‖𝑢𝑛∇‖ و   0 ≤ 𝑛هر برای 1 ≥  در این صورت داریم ،1

∫
Ω

1

𝑝+
|∇𝑢𝑛|𝑝+

𝑑𝑥 − 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)𝑑𝑥 ≤ 𝑀 

+𝑢𝑛‖𝑝‖به طریق مشابه قسمت قبل با تقسیم طرفین بر 
 رابطه زیر نتیجه می شود 

1

𝑝+
∫

Ω

|∇𝑧𝑛|𝑝+
𝑑𝑥 −

𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)

‖𝑢𝑛‖𝑝+ − 𝜇 ∫
Ω

𝐹(𝑥, 𝑢𝑛)

‖𝑢𝑛‖𝑝+ 𝑑𝑥 ≤
𝑀

‖𝑢𝑛‖𝑝+  

𝑛ا حدگیری سپس ب → ∞،  ‖𝑢𝑛‖ →  اریمد ∞

∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                                                                                      (4.3) 

‖𝑢𝑛∇‖به طور مشابه می توان ثابت کرد که اگر  >  گاهباشد آن 1

∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                                                                                     (5.3) 

 داریم (35.) و  (34.) درنتیجه از

∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                                                             

𝜆بنابراین با بررسی هر دوحالت  ≤ 𝜆و  0 >  توان نتیجه گرفترابطه زیر را می 0

∇𝑧𝑛 ⟶ 0    𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                                                            

 شود کهحالت به شیوه قبل نتیجه می هر دوبه طریقی مشابه با بررسی  ∗𝜆 و تعریف  (31.)  ۀبا استفاده از رابط

𝑧𝑛 → 0          ,          ∆𝑧𝑛 → 0     𝑖𝑛    𝐿𝑝(Ω)                                         

 در نتیجه

𝑧𝑛 → 0        𝑖𝑛     𝑋                                                                          

  

∥ کهاین فرض با این و 𝑧𝑛 ∥= 𝑋 در دارکران ایدنباله {𝑢𝑛} و باطل خلف فرض بنابراین. است تناقض در 1  حال. است 

 کنیممی فرض

𝑢𝑛 ⇀ 𝑢    𝑖𝑛    𝑋 

 داریم  𝐽 پذیریبا استفاده از مشتق 

(𝐽′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) = (Φ′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) − 𝜆(𝜑′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) − μ ∫
Ω

𝑓(𝑥, 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 − 𝑢)𝑑𝑥 
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 در نتیجه

(Φ′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) = (𝐽′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) + 𝜆(𝜑′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) + μ ∫
Ω

𝑓(𝑥, 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 − 𝑢)𝑑𝑥 

𝐽′(𝑢𝑛)چون طبق فرض  → 𝑢𝑛 و   0 − 𝑢 دار در ای کراندنبالهX است. بنابراین داریم 

|(𝐽′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢)| ≤ ‖𝐽′(𝑢𝑛)‖‖𝑢𝑛 − 𝑢‖                                

 شود کهو طبق همگرایی نتیجه می

lim
𝑛→∞

(𝐽′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) → 0                                                     

 هی و نابرابری هولدر نابرابری زیر حاصل می شود، خاصیت جادداز )د(

∫
Ω

𝑓(𝑥, 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 − 𝑢)𝑑𝑥 ≤ ∫
Ω

 𝑐(1 + |𝑢𝑛|𝑝(𝑥)−1)(𝑢𝑛 − 𝑢)𝑑𝑥

≤ (
1

𝑝−
−

1

𝑞−
) (∫

Ω

 𝑐(1 + |𝑢𝑛|𝑝(𝑥)−1)
𝑞(𝑥)

)

1
𝑞(𝑥)

(∫
Ω

|𝑢𝑛 − 𝑢|𝑝(𝑥))

1
𝑝(𝑥)

 

𝑛ا حدگیری زمانی که ب →  داریم ∞

∫
Ω

𝑓(𝑥, 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 − 𝑢)𝑑𝑥 → 0                                      

𝑛توان نتیجه گرفت که زمانی که از طرفی دیگر به آسانی می → ∞ 

(𝜑′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) → 0                                              

 بنابراین

limsup
𝑛→∞

(Φ′(𝑢𝑛), 𝑢𝑛 − 𝑢) ≤ 0                               

𝑢𝑛توان نتیجه گرفت که است می+𝑆 از نوع که  ′𝛷جاییاز آن → 𝑢  درX. 

∗𝜇دهیم که کند یا به عبارتی نشان میدر قضیه گذرگاه کوهی صدق می 𝐽گام دوم: حال ادعا می کنیم که  > ,𝜌 و 0 𝑟 > 0 

𝜇∗) 𝜇جود دارد به طوری که برای هر و ∈  داریم ,0)

𝐽(𝑢) > 𝑟 > 0        ∀𝑢 ∈ 𝑋,     ‖𝑢‖ = 𝜌.            

𝜖 با استفاده از فرض )ه( برای هر  > 𝛿𝜖 توان می0 >  چنان یافت به طوری که0

𝑓(𝑥, 𝑡)

|𝑡|𝑝(𝑥)−2
≤ 𝜆 + 𝜖      ∀ 𝑥 ∈ Ω   , |𝑡| <  𝛿𝜖   
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 در نتیجه

𝐹(𝑥, 𝜉) ≤
𝜆 + 𝜖 

𝑝+
|𝜉|𝑝+           ∀ |𝜉| ≤  𝛿𝜖           

 

 حال به کمک فرض )د( و خاصیت جاددهی داریم

𝐽(𝑢) ≥
1

𝑝+
‖𝑢‖𝑝−

−
𝜆

𝑝− ∫Ω
|𝑢|𝑝−

𝑑𝑥 + 𝑐𝜆 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) − 𝜇 ∫|𝑢|≤ 𝛿𝜖

𝜆+𝜖 

𝑝+
|𝑢|𝑝+    𝑑𝑥 −

𝑘𝜇 ∫|𝑢|> 𝛿𝜖
| 𝑢|𝑝+

𝑑𝑥 ≥
1

𝑝+
‖𝑢‖𝑝−

−
𝜆

𝑝−
‖𝑢‖𝑝−

− 𝜇
𝜆+𝜖 

𝑝+
‖𝑢‖𝑝+

− 𝑘𝜇‖𝑢‖𝑝+
  

 

 . از این رو با انتخاب  kبرای یک ثابت مثبت

𝜇∗ = (
1

𝑝+
−

𝜆

𝑝−
) (

𝑝+

𝜆 + 𝜖 + 𝑘𝑝+
)                   

 خواهیم داشت

𝐽(𝑢) ≥
1

𝑝+
(1 − 𝜇(𝜆 + 𝜖)) − (

𝜆

𝑝−
+ 𝑘𝜇) > 0      ∀𝑢 ∈ 𝑋,     ‖𝑢‖ = 1. 

𝑥برای هر  [18] در مقاله  گام سوم: ∈ Ω  ،𝑧 ≥ |𝜉| و 1 > 𝑡∗ت شده است که به شکل زیر بیان درستی نابرابری زیر ثاب

 شود:می

𝐹(𝑥, 𝑧𝜉) ≥ 𝐹(𝑥, 𝜉)𝑧𝜃                             

𝑧 در حالتی که = |𝜉|است حکم واضح است در غیر این صورت  1 > 𝑡∗  را ثابت می گیریم و تابع𝑔(𝑥, 𝑧) ≔ 𝐹(𝑥, 𝑧𝜉) 

𝑥را برای هر  ∈ Ω   و𝑧 ≥  تعریف می کنیم. با استفاده از فرض )و( داریم 1

𝑓(𝑥, 𝑧𝜉)

𝐹(𝑥, 𝑧𝜉)
≥

𝜃

𝑧𝜉
                             

 پذیری داریمو مشتق𝑔 فاده از تعریف با است

𝑔′(𝑥, 𝑧)

𝑔(𝑥, 𝑧)
=

𝜉𝐹′(𝑥, 𝑧𝜉)

𝐹(𝑥, 𝑧𝜉)
≥

𝜃

𝑧
,        𝜃𝐹(𝑥, 𝑧) ≤ 𝐹′(𝑥, 𝑧)𝑧 

,1] ۀفوق در فاصل ۀگیری از طرفین رابطبا انتگرال 𝑧] شودنتیجه زیر حاصل می 

log
𝑔(𝑥, 𝑧)

𝑔(𝑥, 1)
≥ log 𝑧𝜃               
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 از این رو

𝑔(𝑥, 𝑧) ≥ 𝑔(𝑥, 1)𝑧𝜃          ∀𝑥 ∈ Ω, |𝜉| > 𝑡∗ ,   𝑧 ≥ 1 

𝑢0 کنیم برای گام چهارم: ادعا می ∈ 𝑋 زمانی که𝑧 →  داریم ∞

𝐽(𝑢𝑧0) → −∞ 

𝑢0برای این هدف  ∈ 𝑋 را طوری درنظر می گیریم که 𝑥 ∈ Ω    ;    𝑢0(𝑥) ≥ 𝑡∗}) > 0  𝑚𝑒𝑎𝑠({. ر نظر گرفتن ا دب

|𝜉| > 𝑡∗  با𝑧 > ,𝐹(𝑥فرا همگن  -θبرای تابع  1 𝜉) داریم 

𝐽(𝑧𝑢0) = ∫
Ω

1

𝑝(𝑥)
(|Δ𝑧𝑢0|𝑝(𝑥) + |∇𝑧𝑢0|𝑝(𝑥))𝑑𝑥 − 𝜆 ∫

Ω

1

𝑝(𝑥)
| 𝑧𝑢0|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 − 𝜇 ∫

Ω

𝐹(𝑥, 𝑧𝑢0)𝑑𝑥

≤
1

𝑝− (‖𝑧𝑢0‖𝑝+
+ ‖𝑧𝑢0‖𝑝−

) −
𝜆

𝑝+
∫

Ω

|𝑧𝑢0|𝑝−
𝑑𝑥 − 𝑧𝜃𝜇 ∫

|𝑢0|≥𝑡∗
𝐹(𝑥, 𝑢0)𝑑𝑥

+ 𝑀𝜇 𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω) ≤
1

𝑝− (𝑧𝑝+
‖𝑢0‖𝑝+

+ 𝑧𝑝−
‖𝑢0‖𝑝−

) −
𝜆

𝑝+
𝑧𝑝−

∫
Ω

|𝑢0|𝑝−
𝑑𝑥 − 

𝑧𝜃𝜇 ∫
|𝑢0|≥𝑡∗

𝐹(𝑥, 𝑢0)𝑑𝑥 + 𝑀𝜇 𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω) ≤
2𝑧𝑝+

𝑝−
‖𝑢0‖𝑝+

− 𝑧𝜃𝜇 ∫
|𝑢0|≥𝑡∗

𝐹(𝑥, 𝑢0)𝑑𝑥 

+𝑀𝜇 𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω) 

𝑀که  ≔ {|𝐹(𝑥, 𝜉)|  ∶    𝑥 ∈ Ω , |𝜉| ≤ 𝑡∗} چون طبق فرضاست.𝜃 > 𝑝+ شود.مطلوب حاصل می ۀنتیج   
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