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Introduction 

Suppose that (𝑋, 𝑑) be a compact metric space with a distinguished point𝑒 and𝐸 

be a Banach space.Collection of 𝐸 −valued function 𝑓 on 𝑋 such that 

ℒ(𝑓) = sup
,𝑥≠𝑦
𝑥,𝑦∈𝑋

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖

𝑑(𝑥, 𝑦)
< ∞ , 𝑓(𝑒) = 0 

is called vector-valued Lipschitz space and denoted by 𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸). The space 

𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) with respect to the point wise operations on functions and the norm 

ℒ(. ) is a Banach space that separates points of 𝑋. The subset consists of all 

functions such that 

lim
𝑑(𝑥,𝑦)→0

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖

𝑑(𝑥, 𝑦)
= 0 

is a closed subspace of 𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸), denoted by 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) and called little 

vector-valued Lipschitz space. In particular when Banach space 𝐸 coincides 

with scaler field, 𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) and 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) is denoted by 𝐿𝑖𝑝0(𝑋) and 𝑙𝑖𝑝0(𝑋) 

respectively. 

Definition. The space 𝑙𝑖𝑝0(𝑋) separates points of 𝑋 uniformly when there exists 

𝐶 > 1 such that for each distinct pair point 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 there is 𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) with 

𝑓(𝑦) = 0, ‖𝑓(𝑥)‖ = 𝑑(𝑥, 𝑦), ℒ(𝑓) ≤ 𝐶. 

Definition.The Banach space 𝐸 has approximation property if for each ε > 0 

and compact subset 𝐾 of 𝐸 there exists a finite dimensional bounded operator 

𝑇: 𝐸 → 𝐸 such that sup
𝑥∈𝐾

‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ < 𝜀. 

Results and discussion 

In this paper we deal with the uniform separation property of a metric space 𝑋 

by the little vector-valued Lipschitz space, namely 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸). 

Conclusion 

We show that if 𝑙𝑖𝑝0(𝑋) has the approximation property and 𝐸 be a topological 

dual of some Banach space, then there exists a compact metric space 𝑌 with a 

distinguished point and a non-expansive function 𝜋: 𝑋 → 𝑌 such that 𝑙𝑖𝑝0(𝑌, 𝐸) 

separates the point of 𝑌 uniformly and 𝐶𝜋, the composition operator induced by 

𝜋, is a surjective linear isometry from 𝑙𝑖𝑝0(𝑌, 𝐸) to 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸). 
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 مقدمه .1

,𝑋)فرض کنید  𝑑)  یک فضای متریک با یک نقطه متمایز𝑒  و𝐸  یک فضای باناخ باشند. گردایه تمامی توابع𝐸-

 که 𝑋بر  𝑓مقداری

ℒ(𝑓) = sup
,𝑥≠𝑦
𝑥,𝑦∈𝑋

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖

𝑑(𝑥, 𝑦)
< ∞ 

,𝐿𝑖𝑝(𝑋با  𝐸) مقدار نام دارد. مجموعه شیتس برداریشود و فضای توابع لیپنمایش داده می𝐿𝑖𝑝(𝑋, 𝐸)  نسبت به

 وار روی توابع و نرماعمال نقطه

‖𝑓‖ = ‖𝑓(𝑒)‖ + ℒ(𝑓),    𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑋, 𝐸) 

 با ویژگی 𝑓همه توابع  ۀکند. زیرمجموعرا جدا می 𝑋یک فضای باناخ است که نقاط 

lim
𝑑(𝑥,𝑦)→0

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖

𝑑(𝑥, 𝑦)
= 0 

,𝐿𝑖𝑝(𝑋فضای بسته زیر 𝐸) نام دارد و با نماد مقدار کوچک شیتس برداریاست که فضای توابع لیپ𝑙𝑖𝑝(𝑋, 𝐸)  نشان

,𝐿𝑖𝑝(𝑋میدان اسکالر باشد، فضاهای  𝐸شود. در حالت خاصی که فضای باناخ داده می 𝐸)  و𝑙𝑖𝑝(𝑋, 𝐸)   را به ترتیب با

𝐿𝑖𝑝(𝑋)  و𝑙𝑖𝑝(𝑋) دهند. همچنین زیر فضای بسته نمایش می𝐿𝑖𝑝(𝑋, 𝐸) (𝑙𝑖𝑝(𝑋, 𝐸) متشکل از همه توابعی که در )

,𝐿𝑖𝑝0(𝑋کنند را با مقدار صفر اختیار می 𝑒نقطه  𝐸) (𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)دهند.( نمایش می 

𝑣0به ازای بردار ناصفر ∈ 𝐸  و نقطه حدی𝑥0  از𝑋تابع ، 

𝑓: 𝑋 → 𝐸,        𝑓(𝑥) = (𝑑(𝑥, 𝑥0) − 𝑑(𝑒, 𝑥0))𝑣0 

𝑓را در نظر بگیرید. روشن است که  ∈ 𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)  و𝑓 ∉ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)بنابراین اگر توپولوژی حاصل از متر .𝑑  روی

,𝑙𝑖𝑝0(𝑋گاه دارای نقطه حدی باشد(، آن 𝑋گسسته نباشد ) 𝑋فضای 𝐸) ی زیرفضای سره𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)  است و در

,𝑋)صورتی که فضای متریک  𝑑)  یکنواخت گسسته باشد )عدد ثابت𝐶  موجود باشد که به ازای هر دو نقطه متمایز

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  نامساوی𝑑(𝑥, 𝑦) > 𝑐  ،)برقرار باشد𝐿𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) = 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)طور گسترده در . این فضاها تا کنون به

 مراجعه نمایید. [3]اند. برای مطالعه بیشتر در این زمینه به رار گرفتهمقالات پژوهشی مورد توجه ق

,𝑋فرض کنیم .1.1تعریف 𝑌  دو مجموعه ناتهی وℱ ای از توابع از خانواده𝑋  به𝑌  خانوادهباشد.گوییم ℱ  نقاط𝑋  را جدا

,𝑥متمایز ۀنقط کند هرگاه  به ازای هر دومی 𝑦 ∈ 𝑋  تابع𝑓 ∈ ℱ   یافت شود که𝑓(𝑦) ≠ 𝑓(𝑥). 

 ۀکند. به عنوان نمونه اگر مجموعرا جدا نمی 𝑋لزوما نقاط  𝑙𝑖𝑝0(𝑋)کند ولی فضای را جدا می 𝑋نقاط  𝐿𝑖𝑝0(𝑋)فضای

𝑙𝑖𝑝0(ℝ)گاه را مجهز به متر قدر مطلق در نظر بگیریم، آن ℝاعداد حقیقی  = . البته دسته بزرگی از فضاهای {0}

 کند. را جدا می 𝑋نقاط  𝑙𝑖𝑝0(𝑋)موجود هستند که  𝑋متریک 
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𝐶کند هرگاه  ثابت را جدا می 𝑋طور یکنواخت نقاط به 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)گوییم فضای  .۱.1تعریف > باشد به  وجود داشته 1

,𝑥طوری که به ازای هر دو نقطه متمایز 𝑦 ∈ 𝑋  تابع𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  یافت شود که 

𝑓(𝑦) = 0, 𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑦), ℒ(𝑓) ≤ 𝐶. 

0برای < 𝛼 < ,𝑋)را فضای متریک  𝑋𝛼اگر 1 𝑑𝛼) گاه به ازای هر دو نقطه متمایز در نظر بگیریم، آن𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  تابع 

𝑓(𝑡) = 𝑑(𝑥, 𝑡) − 𝑑(𝑒, 𝑥)        (𝑡 ∈ 𝑋) 

کند. شایان را جدا می 𝑋طور یکنواخت نقاط است، لذا این فضا به 𝛼، فضای توابع هلدر از نمای 𝑙𝑖𝑝0(𝑋𝛼)متعلق به 

یافت  𝑌، فضای متریک فشرده 𝑋طور که در قضیه زیر بیان شده، به ازای هر فضای متریک فشرده ذکر است همان

ارزی رابطه هم .ریخت استپا یکطور طولبه 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)کند و با را جدا می 𝑌به طور یکنواخت نقاط 𝑙𝑖𝑝0(𝑌)شود که می

,𝑥صورت در نظر بگیریم که به ازای هر به این  𝑋را روی  ~ 𝑦 ∈ 𝑋کنیم ، تعریف می𝑥~𝑦  اگر𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  برای

𝑓همه  ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋) در قضیه زیر مجموعه .𝑌  برابر با
𝑋

~
 است. ~ارزی ، فضای خارج قسمتی رابطه هم 

یک فضای متریک فشرده با یک نقطه متمایز باشد. در این صورت  𝑋کنیم  فرض[Corollary 4.4.9 ,3] .۱.1قضیه

 عملگر

𝐶𝜋: 𝑙𝑖𝑝0(𝑌) → 𝑙𝑖𝑝0(𝑋),      𝐶𝜋(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜋 

:𝜋فضای خارج قسمتی با تعریف فوق و   𝑌 که در آن 𝑋 → 𝑌 پا است.ریختی طولنگاشت تصویر طبیعی است، یک 

,𝑙𝑖𝑝0(𝑋گوییم فضای  .0.1تعریف 𝐸) طور یکنواخت نقاط به𝑋 کند هرگاه  ثابت را جدا می𝐶 > باشد وجود داشته  1

,𝑥به طوری که به ازای هر دو نقطه متمایز 𝑦 ∈ 𝑋  تابع𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)   یافت شود که 

𝑓(𝑦) = 0, ‖𝑓(𝑥)‖ = 𝑑(𝑥, 𝑦), ℒ(𝑓) ≤ 𝐶. 

𝑓به ازای هر  ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  و𝑣 ∈ 𝐸  تابع𝑓. 𝑣  از𝑋  به𝐸 کنیمرا به صورت زیر تعریف می 

(𝑓. 𝑣)(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑣              (𝑥 ∈ 𝑋). 

.𝑓در این صورت  𝑣 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)  وℒ(𝑓. 𝑣) = ℒ(𝑓)‖𝑣‖1]طور که در . با استفاده از این مطلب همان, Section 

گاه فضای را جدا کند آن 𝑋طور یکنواخت نقاط به 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)توان نشان داد اگر فضای اشاره شده است می [3

𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) طور یکنواخت نقاط نیز به𝑋  ویژگی یکنواخت جدا کردن به صورت زیر  [1]را جدا خواهد کرد. البته در

 تعریف شده است

,𝑙𝑖𝑝0(𝑋گوییم فضای  𝐸) طور یکنواخت نقاط به𝑋 کند هرگاه  ثابت را جدا می𝐶 > باشد به طوری که وجود داشته 1

,𝑥ازای هر دو نقطه متمایزبه  𝑦 ∈ 𝑋  و𝑣 ∈ 𝐸  با شرط‖𝑣‖ = 𝑓تابع   1 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)   یافت شود که 
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𝑓(𝑦) = 0, 𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑦)𝑣, ℒ(𝑓) ≤ 𝐶. 

 تطابق دارد.  ۱.1که  با تعریف

 𝑋فشرده  ۀمقدار کوچک بر مجموع شیتس برداریرا به فضای توابع لیپ 3.1ۀ در این مقاله هدف آن است که قضی

 گسترش دهیم.

 نتایج .۱

 پردازیم که در ادامه به آن نیاز داریم.را می[ 2]نخست به بیان یک تعریف و یک نتیجه از 

𝜀دارای خاصیت تقریب است اگر به ازای هر  𝐸فضای باناخ  .1.۱تعریف > ، یک 𝐸از  𝐾فشرده  ۀو هر زیرمجموع 0

:𝑇متناهی مانند  ۀدار با رتبعملگر خطی کران 𝐸 → 𝐸  وجود داشته باشد کهsup
𝑥∈𝐾

‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ < 𝜀. 

های زیر معادل یک فضای متریک فشرده است. در این صورت گزاره 𝑋فرض کنیم   [Corollary 5.17 ,2].۱.۱قضیه

 هستند.

 دارای خاصیت تقریب است. 𝑙𝑖𝑝(𝑋))الف( فضای  

𝐸 ،𝜀)ب( به ازای هر فضای باناخ  > 𝑓و  0 ∈ 𝑙𝑖𝑝(𝑋, 𝐸∗)عناصر ،𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝑙𝑖𝑝(𝑋)  و𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝐸∗ 

𝑔وجود دارند که به ازای = ∑ 𝑓𝑖 . 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1  داریم‖𝑓 − 𝑔‖ < 𝜀. 

 نیز برقرار است. 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)قضیه بالا درباره فضای 

دارای خاصیت تقریب است. در  𝑙𝑖𝑝0(𝑋)یک فضای متریک فشرده با یک نقطه متمایز و فضای  𝑋فرض کنیم  .۱.۱لم

𝐸 ،𝜀ای هر فضای باناخ این صورت به از > 𝑓و  0 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸∗)عناصر ،𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  و𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝐸∗ 

𝑔وجود دارند که به ازای = ∑ 𝑓𝑖. 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1  داریمℒ(𝑓 − 𝑔) < 𝜀. 

دارای خاصیت تقریب است. به ازای  𝑙𝑖𝑝0(𝑋)و فضای  𝑒یک فضای متریک فشرده با نقطه متمایز  𝑋برهان. فرض کنیم 

𝑓هر  ∈ 𝑙𝑖𝑝(𝑋) تابع ،𝑓 − 𝑓(𝑒)1  متعلق به𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  توان گفت تابع ثابت یک است. در واقع می 1است که در آن

𝑙𝑖𝑝(𝑋) = 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)⨁ℂ1 همچنین نگاشت تصویر .𝜏: 𝑙𝑖𝑝(𝑋) → 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  با ضابطه𝜏(𝑓) = 𝑓 − 𝑓(𝑒)1  خطی

𝜀و  𝑙𝑖𝑝(𝑋)از  𝐾 و پیوسته است. زیرمجموعه فشرده > 𝐿 را دلخواه در نظر بگیرید زیرمجموعه  0 = 𝜏(𝐾)  از

𝑙𝑖𝑝0(𝑋) دار با رتبه متناهی مانند فشرده است. در نتیجه یک عملگر خطی کران𝑆: 𝑙𝑖𝑝0(𝑋) → 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  وجود دارد

supکه 
𝑓∈𝐿

ℒ(𝑆(𝑓) − 𝑓) < 𝜀به این ترتیب نگاشت . 

𝑇: 𝑙𝑖𝑝(𝑋) → 𝑙𝑖𝑝(𝑋),      𝑇(𝑓) = 𝑆(𝑓 − 𝑓(𝑒)1) + 𝑓(𝑒)1 
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𝑓دار با رتبه متناهی است. به علاوه به ازای هر یک عملگر خطی کران ∈ 𝐾، 

‖𝑇(𝑓) − 𝑓‖ = ‖𝑆(𝑓 − 𝑓(𝑒)1) + 𝑓(𝑒)1 − 𝑓‖ = ℒ(𝑆(𝜏(𝑓)) − 𝜏(𝑓)) < 𝜀. 

𝐸 ،𝜀اکنون فضای باناخ دارای خاصیت تقریب است.  𝑙𝑖𝑝(𝑋)بنابراین  > 𝑓و  0 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸∗)  را دلخواه در نظر

,𝑔1. عناصر2.2ۀقضیبنابر  بگیرید. … , 𝑔𝑛 ∈ 𝑙𝑖𝑝(𝑋)  و𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝐸∗  وجود دارند که‖𝑓 − ∑ 𝑔𝑖. 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 ‖ <

ε

2
 .

 به این ترتیب

ℒ (𝑓 − ∑ 𝜏(𝑔𝑖). 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1
) = ‖𝑓 − ∑ 𝜏(𝑔𝑖). 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1
‖ 

≤ ‖𝑓 − ∑ 𝑔𝑖. 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1
‖ + ‖∑ 𝑔𝑖(𝑒). 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1
‖ ≤ 2 ‖𝑓 − ∑ 𝑔𝑖 . 𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1
‖ < ε 

■ 

 کنیم.اصلی را بیان می ۀاکنون قضی

علاوه دارای خاصیت تقریب باشد. به 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)یک فضای متریک فشرده با یک نقطه متمایز و 𝑋فرض کنیم . 0.۱ ۀقضی 

با یک نقطه متمایز و یک نگاشت  𝑌دوگان یک فضای باناخ باشد. در این صورت فضای متریک فشرده  𝐸فرض کنیم 

:𝜋غیرانبساطی  𝑋 → 𝑌  وجود دارد که𝑙𝑖𝑝0(𝑌, 𝐸) نواخت نقاط به طور یک𝑌 کند و عملگر ترکیبی القا را جدا می

,𝑙𝑖𝑝0(𝑌فضای  𝜋شده توسط  𝐸) پا به روی طور طولرا به𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) کند.تصویر می 

 𝐸علاوه  دارای خاصیت تقریب باشد. به 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)یک فضای متریک فشرده با یک نقطه متمایز و  𝑋برهان. فرض کنیم 

,𝑥به این صورت در نظر بگیریم. به ازای هر  𝑋را روی  ≈ارزی هم ۀد. رابطیک فضای دوگان باش 𝑦 ∈ 𝑋کنیم ، تعریف می

𝑥 ≈ 𝑦  اگر𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  برای همه𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸) مجموعه .𝑌  را
𝑋

≈
ارزی ، فضای خارج قسمتی این رابطه هم 

 دهد.بدست می 𝑌قرار دهید. تابع زیر یک متر روی 

𝜌([𝑥], [𝑦]) = sup{‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖: 𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸), ℒ(𝑓) ≤ 1}            ([𝑥], [𝑦] ∈
𝑋

≈
) 

:𝜋به این ترتیب نگاشت خارج قسمتی  𝑋 → 𝑌;  𝜋(𝑥) = [𝑥]  .یک نگاشت غیرانبساطی است 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝑋کنیم ، تعریف می𝑥~𝑦  اگر𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  برای همه𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋) روشن است که اگر .

𝑥 ≈ 𝑦 گاه آن𝑥~𝑦 برعکس فرض کنید .𝑥 ≉ 𝑦 پس تابع .𝑓  متعلق به𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)  وجود دارد که𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦) .

𝛾باناخ، -بنابر قضیه هان ∈ 𝐸∗ شود که یافت می𝛾(𝑓(𝑥)) ≠ γ(𝑓(𝑦)) به این ترتیب .𝛾𝑜𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  و

𝛾𝑜𝑓(𝑥) ≠ γo𝑓(𝑦) لذا .𝑥 ≁ 𝑦 منطبق هستند. ≈و  ~. بنابراین روابط 

 را در نظر بگیرید.عملگر ترکیبی زیر 
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𝐶𝜋: 𝑙𝑖𝑝0(𝑌, 𝐸) → 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸), 𝐶𝜋(𝐹) = 𝐹𝑜𝜋 

دهیم این خوش تعریف است. اکنون نشان می 𝐶𝜋روشن است که عملگر ترکیبی  𝜋با توجه به غیرانبساطی بودن نگاشت 

𝐹پایی پوشا است. برای این منظور باید به ازای هر عملگر یک طول ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑌, 𝐸)  ثابت کنیمℒ(𝐹) = ℒ(𝐹𝑜𝜋) .

 روشن است که

ℒ(𝐹𝑜𝜋) = sup
,𝑥≠𝑦
𝑥,𝑦∈𝑋

‖𝐹𝑜𝜋(𝑥) − 𝐹𝑜𝜋(𝑦)‖

𝑑(𝑥, 𝑦)
≤ 

sup
,𝜋(𝑥)≠𝜋(𝑦)
𝑥,𝑦∈𝑋

‖𝐹(𝜋(𝑥)) − 𝐹(𝜋(𝑦))‖

𝜌(𝜋(𝑥), 𝜋(𝑦))
= sup

,[𝑥]≠[𝑦]

[𝑥],[𝑦]∈𝑌

‖𝐹([𝑥]) − 𝐹([𝑦])‖

𝜌([𝑥], [𝑦])
= ℒ(𝐹). 

,𝑥اینک 𝑦 ∈ 𝑋  را با ویژگی[𝑥] ≠ [𝑦] خواه در نظر بگیریم و تابع دل𝑔  را بر𝑋 با ضابطه 

𝑔(𝑡) =
1

ℒ(𝐹𝑜𝜋)
‖𝐹𝑜𝜋(𝑡) − 𝐹𝑜𝜋(𝑦)‖ 

 کنیم. داریمتعریف می

ℒ(𝑔) = sup
,𝑠≠𝑡
𝑠,𝑡∈𝑋

|𝑔(𝑠) − 𝑔(𝑡)|

𝑑(𝑠, 𝑡)

= sup
,𝑠≠𝑡
𝑠,𝑡∈𝑋

1

ℒ(𝐹𝑜𝜋)

|‖𝐹𝑜𝜋(𝑠) − 𝐹𝑜𝜋(𝑦)‖ − ‖𝐹𝑜𝜋(𝑡) − 𝐹𝑜𝜋(𝑦)‖|

𝑑(𝑠, 𝑡)

≤
1

ℒ(𝐹𝑜𝜋)
sup
,𝑠≠𝑡
𝑠,𝑡∈𝑋

‖𝐹𝑜𝜋(𝑠) − 𝐹𝑜𝜋(𝑡)‖

𝑑(𝑠, 𝑡)
≤ 1. 

ℒ(𝑔)به این ترتیب  ≤ 𝑔و نیز  1 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)درنتیجه . 

‖𝐹([𝑥]) − 𝐹([𝑦])‖

𝜌([𝑥], [𝑦])
= 

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)|

sup{‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖: 𝑓 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸), ℒ(𝑓) ≤ 1}
ℒ(𝐹𝑜𝜋) ≤ ℒ(𝐹𝑜𝜋). 

ℒ(𝐹)بنابراین  ≤ ℒ(𝐹𝑜𝜋) در نهایت داریم .ℒ(𝐹) = ℒ(𝐹𝑜𝜋). 

𝑛پوشا است. عناصر  𝐶𝜋اکنون کافی است نشان دهیم  ∈ ℕ ،𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ 𝐸  و𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋)  را

,𝑔1گیریم نتیجه می 3.1خواه در نظر بگیرید. بنابر قضیه دل … , 𝑔𝑛 ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑌)  وجود دارند که𝑔𝑖𝑜𝜋 = 𝑓𝑖  به

𝑖ازای هر  ∈ {1, … , 𝑛} پس .𝐶𝜋(∑ 𝑔𝑖 . 𝑣𝑖) =𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑓𝑖 . 𝑣𝑖

𝑛
𝑖=1 چون .𝐶𝜋 پایی است، برد آن بسته است. یک طول

 پوشا است. 𝐶𝜋، 2.2لذا طبق قضیه

,𝑙𝑖𝑝0(𝑌کنیم در انتها ثابت  𝐸)  نقاط𝑌 کند. نقاط متمایز طور یکنواخت جدا میرا به[𝑥], [𝑦] ∈ 𝑌 خواه در را دل

𝑘تابع  𝜌نظر بگیرید. بنابر تعریف متر  ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑋, 𝐸)  وجود دارد کهℒ(𝑘) =  و 1
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0 <
1

2
𝜌([𝑥], [𝑦]) < ‖𝑘(𝑥) − 𝑘(𝑦)‖ ≤ 𝜌([𝑥], [𝑦]). 

𝑓پوشا است،  𝐶𝜋چون  ∈ 𝑙𝑖𝑝0(𝑌, 𝐸)  وجود دارد که𝑓𝑜𝜋 = 𝑘  وℒ(𝑓) = ℒ(𝑘) 0. چون <

‖𝑘(𝑥) − 𝑘(𝑦)‖ داریم ،𝑓([𝑥]) ≠ 𝑓([𝑦]) فرض کنید .‖𝑓([𝑥])‖ ≤ ‖𝑓([𝑦])‖ توجه کنیم که از .

𝑓([𝑥]) ≠ 𝑓([𝑦])  و‖𝑓([𝑥])‖ ≤ ‖𝑓([𝑦])‖ گیریم نتیجه می 𝑓([𝑦]) ≠  . تعریف کنید0

ℎ: 𝐸 → ℝ;          ℎ(𝑣) = min{2‖𝑣‖, ‖𝑣 − 𝑓([𝑥])‖}. 

ℒ(ℎ)شود که به سادگی دیده می ≤ 𝑣0. بردار ثابت 2 ∈ 𝐸  را که‖𝑣0‖ = را به  Cاختیار کرده و اسکالر ثابت  1

 گیریمصورت زیر در نظر می

1 ≤ 𝐶 =
𝜌([𝑥], [𝑦])

‖𝑓([𝑥]) − 𝑓([𝑦])‖
≤ 2 

𝑡به ازای هر  ∈ 𝑌  قرار دهید𝑔(𝑡) = 𝐶ℎ𝑜𝑓(𝑡)𝑣0 در این صورت .𝑔 ∈ 𝑙𝑖𝑝0
(𝑌, 𝐸)  و 

‖𝑔([𝑦])‖ = 𝜌([𝑥], [𝑦]), 𝑔([𝑥]) = 0, ℒ(𝑔) ≤ 4. 

,𝑙𝑖𝑝0(𝑌پس  𝐸)  نقاط𝑌 کند.طور یکنواخت جدا میرا به 
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