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Introduction 

In many applications, such as demography, management science, hydrology, 

finance, modeling physical phenomena, etc., the data is often positive and 

skewed to the right. In the last four decades, the inverse Gaussian distribution 

(IG) has attracted a lot of attention. The inference about IG distribution is also 

rapidly increasing because IG distribution is an ideal candidate for modeling 

and analyzing positive and right skewed data. It can be said that the role of IG 

distribution in skewed data is the same as the role of normal distribution in 

symmetric data. One of the most important parameters of an IG distribution is 

known as coefficient of variation. It is known that this parameter does not 

depend on the unit of measurements. So, we can use it in measuring the 

consistency of results from different experiments with the same feature. the 

importance of the coefficient of variation parameter was first stated by 

Professor Neyman. After that, some researchers were interested in studying this 

parameter in the IG family of distributions. The likelihood ratio test (LRT) was 

applied for this parameter in the one-sided hypothesis testing. Also, for a special 

case of one-sided hypothesis testing for this parameter, a uniformly most 

powerful invariant test (UMPI) was presented. In our best of knowledge, there 

are not any efficient method for the problem of two-sided hypothesis testing 

about the coefficient of variation of an inverse Gaussian distribution. In this 

paper, we use the modified version of signed log-likelihood ratio (SLR) method 

known as modified signed log-likelihood ratio (MSLR) to handle this issue. 

MSLR method has received considerable attention in dealing with various 
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statistical inference problems because of its high accuracy in estimating the 

unknown parameter against the traditional methods. 

Material and methods 

In this paper, different methods of statistical hypothesis testing for the 

coefficient of variation parameter of an IG population are considered. These 

methods include the SLR test, MSLR test, and a test based on the asymptotic 

distribution of maximum likelihood estimators of the model parameters. All 

necessary formulas for obtaining MSLR statistic such as observed information 

matrix, nuisance information matrix, vector of pivotal quantities, and the vector 

of likelihood gradient are provided. 

Results and discussion 

The performances of MSLR method are compared with classical approaches, 

in terms of empirical type-I error rate and empirical test power. Simulation 

results show that the empirical type-I error rates of MSLR are close to the 

nominal type-I error rate, even for small sample sizes whereas the traditional 

approaches are reliable only for large sample sizes. Comparing the empirical 

power sizes shows that the power of MSLR method is superior to other 

considered methods in some settings, by regarding that the competing 

approaches cannot perform well in controlling the type-I error probability, because 

their empirical type-I error rates are far from the nominal type-I error rate. 

Conclusion 

In this paper, based on a modification of the traditional likelihood ratio method, 

a new test statistic called the modified signed log-likelihood ratio (MSLR) was 

presented to test the hypothesis about the coefficient of variation of an inverted 

Gaussian population. As observed, the new method even for small sample sizes 

has a type-I error rate close to the nominal error rate and in this regard, it 

controls the type-I error level well for the case of two-sided hypothesis testing. 

Also, it was observed that this method has an acceptable test power and in some 

situations its test power is equal to the power of competing methods. However, 

competing methods did not perform well in controlling the level of type-I error. It is 

therefore recommended that researchers use the MSLR method in practical works. 
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 ۀیک جامعهای آماری دوطرفه برای پارامتر ضریب تغییرات از له آزمون فرضأدر این مقاله مس

شود، روش نسبت جا استفاده میگیرد. روشی که در اینمورد بررسی می ،وسی واروناگ

است که یک نسخه بهبود یافته از روش نسبت  (MSLR) یافتهتعدیلدار نمایی علامتدرست

های انجام گرفته نشان دهنده آن است که باشد. پژوهشدار کلاسیک مینمایی علامتدرست

از مرتبه سوم است و این در حالی است که دقت روش کلاسیک از مرتبه یک دقت این روش 

ه بنمایی از مرتبه دقت بالاتر هستند. ها بر پایه تابع درستاین گونه روشباشد. در حقیقت می

علت این دقت بالا، این مقاله بر آن است که از این روش برای استنباط در مورد پارامتر ضریب 

ها و محاسبات لازم برای بدست آوردن استفاده نماید. فرمول وسی واروناگتغییرات از یک جامعه 

های در مقابل روش MSLRاز نظر عددی، عملکرد روش ارائه شده است.  MSLRآماره آزمون 

است. سیک از لحا  نر  طاای نو  اول تجربی و اندازه توان تجربی مورد مقایسه قرار گرفته کلا

حتی  MSLRروش  نر  طاای نو  اول تجربیدهند که سازی نشان مینتایج ماالعات شبیه

که  در حالی باشدنر  طاای نو  اول اسمی نزدیک میهای کوچک هم به برای اندازه نمونه

ی های تجربهای بزرگ قابل اعتماد هستند. مقایسه توانتنها برای اندازه نمونههای کلاسیک روش

ها بهتر است، ها، اندازه توان روش مذکور از سایر روشدهد که در بعضی از وضعیتهم نشان می

های رقیب در کنترل طاای نو  اول عملکرد مناسبی ندارند به این معنی با توجه به این که روش

نو  اول آنها از نر  طاای نو  اول اسمی دور است. در نهایت، محاسبات مربوط  که نر  طاای

 شود.گیری میها در یک مثال واقعی فراهم شده و سپس مقاله نتیجهبه تمام روش

 ،های ریاضیپژوهش. وارون گاوسی جامعه یک تغییرات ضریب برای یافتهتعدیل دارعلامت درستنمایی نسبت آزمون (.1201؛ )محمدرضا ،کاظمی: استناد

8 (1 ،)103-88. 
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 مقدمه .1
های بندی پدیدهمدلشناسی، علم مدیریت، هیدرولوژی، امور مالی، های کاربردی، مانند جمعیتدر بسیاری از زمینه

توجه بسیاری  (IGتوزیع گاوسی وارون ) ها غالباً مثبت و چوله به راست هستند. در چهار دهه گذشته،و غیره، دادهفیزیکی 

یک کاندید  IGنیز به سرعت افزایش یافته است زیرا توزیع  IGرا به خود جلب کرده است. استنتاج مربوط به توزیع 

[ برای 3[ و ]2[، ]1آل برای مدل سازی، تجزیه و تحلیل داده های مثبت و چوله به راست است. به عنوان مثال، ]ایده

بندی [ برای مدل5[ در توصیف داده های مدت زمان اعتصاب و ]4مان چرخه ذرات موجود در خون، ]توصیف مدت ز

های دادهدر  IGتوان گفت نقش توزیع در واقع میاستفاده نمودند.  IGطول مدت زمان بستری در بیمارستان از توزیع 

 :دارای تابع چگالی زیر باشد 𝑋های متقارن است. اگر متغیر تصادفی مانند نقش توزیع نرمال در داده چوله به راست

 

(1) 𝑓(𝑥; 𝜇, 𝜆) = (
𝜆

2𝜋𝑥3
)
1/2

exp (−
𝜆(𝑥 − 𝜇)2

2𝜇2𝑥
) , 𝑥 > 0, 𝜇 > 0, 𝜆 > 0 

,𝑋~IG(𝜇دو پارامتری است و آن را با نماد  وسی واروناگدارای توزیع  Xگاه گویند آن 𝜆) که  ییدهند جانمایش می𝜇  و

𝜆  در فرایندهای وینر  [6]به ترتیب پارامترهای میانگین و مقیاس هستند. در اصل این توزیع توسط(Weiner process) 

 توسط IGبسیاری از خواص مهم آماری توزیع مطرح شده است.  (First passage time)به عنوان زمان نخستین گذر 

تواند به متون می گرپژوهشو سایر نتایج مرتبط،  IG کاربردهای خانوادهبرای بررسی گسترده و اند. اثبات شده [8]و  [7]

 .نمایدمراجعه  [10] و [9] نوشته شده در این زمینه توسط

𝜌صورت ه که بآن است  ضریب تغییراتپارامتر  IGیکی از پارامترهای مهم دیگر توزیع  = √𝜇/𝜆 مسائل شودتعریف می .

𝜗توان بطور معادل بر حسب پارامتر را می 𝜌استنباط مربوط به  = 𝜇/𝜆 در نظر گرفت. با استفاده از پارامتر 𝜗 در  توانمی

𝑆𝐾مانند ضریب چولگی  های دیگریمورد شاخص = 3√𝜗  و ضریب برجستگی𝐾 = 3 + 15𝜗 داد.  انجاماستنباط  نیز

 ،[11[ آورد؛ مقالات منتشر شده توسطبرآوردگرهای بهبود یافته را برای میانگین فراهم می ،اطلاع از ضریب تغییرات

گیری بستگی ندارد؛ بنابراین از آن به واحد اندازه 𝜗گردد پارامتر چنانچه مشاهده می را ملاحظه نمائید. [13[ و [12[

های یکسان هستند، استفاده نمود. های مختلف که شامل ویژگیتوان جهت ارزیابی سازگاری نتایج حاصل از آزمایشمی

از لحاظ تاریخی اهمیت پارامتر ضریب تغییرات ابتدا توسط پروفسور توان دریافت نمود که می [14[با رجوع به پژوهش 

شروع شده است.  [15[های از نقطه نظر قابلیت اعتماد، ابتدا از پژوهش IGنیمن بیان شده است. همچنین کاربرد توزیع 

ها بر پایه یک سری تقریب [16[ابتدا توسط  IG( توزیع 𝜗استنباط برای پارامتر ضریب تغییرات )یا معادل آن پارامتر 

با استفاده از آزمون نسبت درستنمایی این مسئله را دنبال نمود. همچنین برای یک حالت خاص از  [17[انجام گرفت. 

ارائه کردند. تاکنون  (UMPI)یک آزمون بطور یکنواخت پرتوان پایا  [𝜗 ،]18رامتر طرفه برای پاهای یکآزمون فرض

ارائه نگردیده است. این مقاله با استفاده از روش  𝜗های دوطرفه آماری برای پارامتر هیچ روش مناسبی برای آزمون فرض

 های دوطرفهبرای آزمون فرضبه استنباط در مورد این پارامتر  (MSLR) یافتهتعدیلدار درستنمایی علامتنسبت 

 ۀو دقت آن از مرتب (SLR) دار استپردازد. این روش در واقع تعمیمی از روش کلاسیک نسبت درستنمایی علامتمی

𝑂 (𝑛−
3

 ها و کاربردهای این روش را مورد مطالعه قرار داد. پیشرفت در مقاله خود، [19] .است (2

. اندداشته بخشیخیلی از مسائل عملی و کاربردی دیگر مورد استفاده قرار گرفته است که همگی نتایج رضایت این روش در

جهت  [21[نرمال را در نظر گرفتند.-با استفاده از این روش، استنباط در مورد پارامتر میانگین یک جامعه لاگ [20]
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های دیگر به عنوان نمونهاستفاده نمودند.   MSLRسندرز از روش -بامیافتن فاصله اطمینان برای پارامترهای توزیع برن

  های دو جامعه گاوسی وارونبرای استنباط در مورد نسبت میانگین [22[های توان به پژوهشمی این روشاز کاربردهای 

جهت تشکیل فاصله اطمینان برای پارامتر ضریب همبستگی یک جامعه نرمال دو متغیره اشاره نمود. این مقاله  [23[و 

استفاده  IGبه علت دقت بالای آن، برای استنباط در مورد پارامتر ضریب تغییرات یک جامعه  MSLRقصد دارد از روش 

و نحوه کارکرد  IGهای توزیع ، خواص و ویژگی2بخش  نماید. بر این اساس مقاله به صورت زیر تنظیم شده است: در

جهت استنباط پارامتر ضریب تغییرات از یک  MSLR، روش 3شود. در بخش به طور اجمالی مرور می MSLRآزمون 

شود. گیرد و اجزای لازم برای بدست آوردن آماره آزمون مورد نظر ارائه میمورد مطالعه قرار می وسی واروناگجامعه 

بدست آورده  𝜗همچنین در این بخش یک آزمون بر پایه توزیع مجانبی برآوردگر ماکسیمم درستنمایی برای پارامتر 

ر شده دیگهای بیانسازی عملکرد روش پیشنهادی در مقایسه با روش، با استفاده از مطالعات شبیه4شود. در بخش می

 شود و در نهایت مقاله نتیجه گیری خواهد شد.ارائه می 5بخش گیرد. یک مثال واقعی در مورد بررسی قرار می

 MSLRو کارکرد روش  IGهای توریع مروری بر ویژگی .2
ها استفاده که این مقاله از آن IGهای توزیع این بخش شامل دو زیربخش است. در زیربخش اول برخی خواص و ویژگی

 گیرد. صورت عمومی مورد بررسی قرار میبه  MSLRشود و در زیربخش دوم آزمون کند، مرور میمی

 IGهای توزیع خواص و ویژگی 2-1
,𝑋1تایی  𝑛تصادفی  ۀبرای یک نمون 𝑋2, … , 𝑋𝑛  از توزیعIG(𝜇, 𝜆) توان نشان داد که آماره بسنده مینیمال برای می

(𝜇, 𝜆)  به صورت(∑ 𝑋𝑖, ∑ 1/𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 𝑋̅های توان نشان داد که آمارهباشد و همچنین میمی ( = ∑ 𝑋𝑖/𝑛

𝑛
𝑖=1  و

𝑉 = ∑ (1/𝑋𝑖 − 1/𝑋̅)𝑛
𝑖=1  از هم مستقل هستند به طوریکه𝑋̅  و𝜆𝑉 های گاوسی وارون هر یک به ترتیب دارای توزیع

IG(𝜇, 𝑛𝜆) دو و خی𝜒(𝑛−1)
دست آوردن ه از این لحاظ اهمیت دارد که از آنها در ب 𝑉و  𝑋̅های باشند. معرفی آمارهمی 2

 𝑋𝑖شود. همچنین برای هرکدام از استفاده می IGبرآوردهای ماکسیمم درستنمایی و استنباط آماری پارامترهای توزیع 

 توان نوشت:می

(2) 
𝜆(𝑋𝑖 − 𝜇)2

𝜇2𝑋𝑖
~𝜒(1)

2 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

های بعدی استفاده خواهد شد. برای دهد که از آن در بخش( یک کمیت محوری ارائه می2) ۀدر واقع فرمول شمار

 رجوع شود. [10[و  [9[اطلاعات بیشتر به 

  MSLRمروری بر آزمون  2-2
,𝑋1فرض کنید  𝑋2, … , 𝑋𝑛 تصادفی از یک توزیع دلخواه باشد و  ۀیک نمونℓ(𝜽)  لگاریتم تابع درستنمایی آن باشد به

𝜽به صورت  𝜽بعدی   𝑝طوری که پارامتر  = (𝜏, 𝜼) که یی باشد جا𝜏 نظر با بعد یک باشد. آماره آزمون پارامتر مورد

SLR  برای آزمون فرض دوطرفه𝐻0: 𝜏 = 𝜏0  در مقابل فرض مقابل𝐻1: 𝜏 ≠ 𝜏0 :عبارت است از 
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.)sgnتابع  که در آن ,𝜏̂)(، 3) ۀهمان تابع علامت است. در رابط ( 𝜼̂) ماکسیمم درستنمایی  برآورد(MLE)  برای(𝜏, 𝜼) 

𝜼̂و 
𝜏0

نشان دادند  [24[باشند. شده، میداده 𝜏0برای  𝜼پارامتر (CMLE) برآورد ماکسیمم درستنمایی محدود شده  

𝑂دارای توزیع مجانبی نرمال استاندارد با دقت تقریبی مرتبه اول  𝑟(𝜏0)که  (𝑛−
1

است. بنابراین ناحیه بحرانی در  (2

:𝐻0دوطرفه برای آزمون فرض  𝛼سطح خطای نوع اول  𝜏 = 𝜏0 ،عبارت است از: در مقابل فرض مقابل 

|𝑟(𝜏0)| > 𝑍𝛼 2⁄ , 

1)100 چندک 𝑍αکه  طوریه ب − α)%  توزیع نرمال استاندارد است وp- :مقدار متناظر با آن به صورت زیر است 

مقدار (4) − p = 2min{𝑃(𝑍 > 𝑟(𝜏0)), 𝑃(𝑍 < 𝑟(𝜏0))}. 

اول، قادر به کنترل سطح خطای نوع اول  ۀکوچک، این تقریب با دقت مرتب هاینمونه ۀنشان دادند که برای انداز [25]

 ۀزباشد و تنها برای انداباشد، بدین معنی که نرخ خطای نوع اول تجربی آن به نرخ خطای نوع اول اسمی نزدیک نمینمی

ارائه  SLRهای متعددی برای بهبود دقت این تقریب با اصلاح نمودن آماره آزمون های بزرگ قابل اعتماد است. راهنمونه

جا از . در اینکرداشاره  [29[و  [28[، [27[و  [26[های ها در مقالهتوان به نتایج پژوهشاند که به عنوان نمونه میشده

 به صورت زیر است: [29[توسط  MSLRآزمون شود. آماره استفاده می [29[روش ارائه شده توسط 

(5) 𝑟∗(𝜏0) = 𝑟(𝜏0) −
1

𝑟(𝜏0)
log (

𝑟(𝜏0)

𝑄(𝜏0)
), 

 آید:دست میه زیر ب ۀاز رابط 𝑄(𝜏) که در آن تابع

(6) 𝑄(𝜏) =
|ℓ;𝑻(𝜏̂, 𝜼̂) − ℓ;𝑻(𝜏, 𝜼̂𝜏

) ℓ𝜼;𝑻(𝜏, 𝜼̂𝜏
)|

|ℓ(𝜼,𝜏);𝑻(𝜏̂, 𝜼̂)|
{
|𝑗(𝜏̂, 𝜼̂)|

𝑗𝜼(𝜏, 𝜼̂
𝜏
)
}

1 2⁄

, 

,𝑗(𝜏̂که ییجا 𝜼̂)  ،همان ماتریس اطلاع فیشر مشاهده شده𝑗𝜼(𝜏, 𝜼̂
𝜏
 𝜼اطلاع فیشر مشاهده شده برای پارامتر مزاحم  (

 عبارت است از: 𝑻گرادیان درستنمایی هستند و ماتریس ℓ;𝑻(𝜽)و 

(7) 𝑻= −(
𝜕𝑹(𝑿;𝜽)

𝜕𝑿
)

−1

(
𝜕𝑹(𝑿; 𝜽)

𝜕𝜽
)|

𝜽=𝜽̂

, 

(3) 𝑟(𝜏0) = √2sgn(𝜏̂ − 𝜏0) (ℓ(𝜏̂, 𝜼̂) − ℓ (𝜏0, 𝜼̂𝜏0
))

1 2⁄

, 
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𝑹(𝑿;𝜽)که در آن  = (𝑅11(𝑿;𝜽), … , 𝑅𝑘,𝑛𝑘
(𝑿;𝜽)) های همچنین کمیت. باشدمیهای محوری بردار کمیت

ℓ(𝜼,𝜏);𝑻(𝜃)  وℓ𝜼;𝑻(𝜏, 𝜼̂𝜏) شوند:به صورت زیر محاسبه می 

(8) ℓ(𝜼,𝜏);𝑻(𝜽̂) =
𝜕ℓ;𝑻(𝜽)

𝜕(𝜼, 𝜏)
|
𝜽=𝜽̂

,ℓ𝜼;𝑻(𝜏     و       𝜼̂𝜏) =
𝜕ℓ;𝑻(𝜽)

𝜕𝜼
|
𝜽=(𝜏,𝜼̂𝜏)

. 

:𝐻0دوطرفه برای آزمون فرض  𝛼بحرانی در سطح خطای نوع اول  ۀبنابراین ناحی 𝜏 = 𝜏0 ،عبارت  در مقابل فرض مقابل

|𝑟∗(𝜏0)| است از > 𝑍𝛼  مقدار متناظر با آن به صورت زیر است: -pو ⁄2

مقدار (9) − p = 2min{𝑃(𝑍 > 𝑟∗(𝜏0)), 𝑃(𝑍 < 𝑟∗(𝜏0))}. 

 ۀاز مرتب هم های کوچکنمونه ۀحتی برای انداز 𝑟∗(𝜏0)نشان دادند که دقت آزمون  [27[و  [26[لازم به ذکر است که 

𝑂 (𝑛−
3

از  𝑟(𝜏0) است؛ به عبارت دیگر دقت این روش از مرتبه سوم است در مقابل اینکه دقت آزمون مبتنی بر  (2

  اول است. ۀمرتب

 𝝑استنباط در مورد پارامتر  3
در نظر گرفته  IGاز یک جامعه  𝜗های آماری برای پارامتر ضریب تغییرات های مختلف آزمون فرضدر این بخش روش

و یک آزمون بر پایه توزیع مجانبی برآوردگرهای ماکسیمم  MSLR، آزمون SLRها عبارتند از: آزمون شود. این روشمی

استفاده شده  2-2از فرمولهای مربوط به زیربخش  MSLRو  SLRهای درستنمایی. برای محاسبات مربوط به آزمون

 است.

  𝝑برای پارامتر  MSLRروش  3-1
,𝑋1فرض کنید  𝑋2, … , 𝑋𝑛  یک نمونه تصادفی از توزیعIG(𝜇, 𝜆)  است. در این قسمت آزمون فرض دوطرفه زیر برای

𝜗پارامتر  =
𝜇

𝜆
 شود:در نظر گرفته می 

(10) {
𝐻0: 𝜗 = 𝜗0

𝐻1: 𝜗 ≠ 𝜗0
 

 مقداری است که از قبل تعیین شده است.  𝜗0که در آن 

 

 لگاریتم تابع درستنمایی برای کل مشاهدات به صورت زیر است:

 

(11) ℓ(𝜗, 𝜆) = −
𝑛

2
log 2𝜋 −

3

2
∑log 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+
𝑛

2
log 𝜆 −

𝑛𝑥̅

2𝜗2𝜆
−

𝑛𝜆𝑡̅

2
+

𝑛

𝜗
, 
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𝑥̅که ییجا =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  و𝑡̅ =

1

𝑛
∑

1

𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 با تعریف باشندمی .𝑉 = ∑ (

1

𝑋𝑖
−

1

𝑋̅
)𝑛

𝑖=1  برآوردهایMLE  پارامترهای𝜗 

 به صورت زیر هستند: 𝜆و 

(12) 𝜗̂ =
𝑋̅𝑉

𝑛
,     𝜆̂ =

𝑛

𝑉
 

 عبارت است از 𝜆محدود شده  MLEبرآورد  𝜗برای یک مقدار ثابت از 

(13) 
𝜆̂𝜗 =

𝜗2 + √𝜗 + 4𝑋̅𝑇̅

2𝜗𝑇̅
. 

 اند از: ( عبارت10برای آزمون فرض ) MSLRو   SLRهای آزمونآماره

(14) 𝑟(𝜗0) = √2sgn(𝜗̂ − 𝜗0) (ℓ(𝜗̂, 𝜆̂) − ℓ(𝜗0, 𝜆̂𝜗))
1 2⁄

, 

(15) 𝑟∗(𝜗0) = 𝑟(𝜗0) −
1

𝑟(𝜗0)
log (

𝑟(𝜗0)

𝑄(𝜗0)
), 

 آید:دست میه زیر ب ۀ، از طریق رابط2-2( در زیربخش 6با استفاده از فرمول ) 𝑄(𝜗) بالا تابع ۀکه در رابط

(16) 𝑄(𝜗) =
|ℓ;𝑻(𝜗̂, 𝜆̂) − ℓ;𝑻(𝜗, 𝜆̂𝜗) ℓ𝜆;𝑻(𝜗, 𝜆̂𝜗)|

|ℓ(𝜆,𝜗);𝑻(𝜗̂, 𝜆̂)|
{
|𝑗(𝜗̂, 𝜆̂)|

𝑗𝜆(𝜗, 𝜆̂𝜗)
}

1 2⁄

. 

;𝑅(𝒙های محوری (، بردار کمیت2) ۀبا کمک از رابط 𝜗, 𝜆) = (𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑛) کردتوان به صورت زیر تعریف را می: 

𝑅𝑖 =
(𝑥𝑖 − 𝜗𝜆)2

𝜗2𝜆𝑥𝑖
. 

 شود:به صورت زیر محاسبه می (،7) ۀنیز از طریق رابط 𝑻ماتریس 

𝑻 = −(
𝜕𝑅(𝒙; 𝜗, 𝜆)

𝜕𝒙
)

−1
𝜕𝑅(𝒙; 𝜗, 𝜆)

𝜕(𝜆, 𝜗)
|

(𝜗,𝜆)=(𝜗̂,𝜆̂)

, 

 بالا خواهیم داشت: ۀکه با استفاده از رابط

𝑻 =

[
 
 
 
 
 
𝜈𝑥1

𝑛

2𝑛𝑥1
2

𝑥̅𝜈(𝑥1 + 𝑥̅)
⋮ ⋮

𝜈𝑥𝑛

𝑛

2𝑛𝑥𝑛
2

𝑥̅𝜈(𝑥𝑛 + 𝑥̅)]
 
 
 
 
 

. 
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 لگاریتم تابع درستنمایی نسبت به مشاهدات برابر است با همچنین بردار مشتق

𝜕ℓ(𝜗, 𝜆)

𝜕𝒙
= (

𝜆

2𝑥1
2 −

1

2𝜗
2
𝜆

−
3

2𝑥1
, … ,

𝜆

2𝑥𝑛
2 −

1

2𝜗
2
𝜆

−
3

2𝑥𝑛
)

′

, 

 

,ℓ;𝑻(𝜗و از روی آن کمیت گرادیان درستنمایی 𝜆) عبارت است از 

ℓ;𝑻(𝜗, 𝜆) = 𝑻′
𝜕ℓ(𝜗, 𝜆)

𝜕𝒙
=

[
 
 
 
 

𝜆𝜈𝑡̅

2
−

𝜈𝑥̅

2𝜗2𝜆
−

3𝜈

2

𝑛𝜆

𝑥̅𝜈
∑

1

𝑥𝑖 + 𝑥̅

𝑛

𝑖=1

−
𝑛

𝜗2𝜆𝑥̅𝜈
∑

𝑥𝑖
2

𝑥𝑖 + 𝑥̅

𝑛

𝑖=1

−
3𝑛

2𝑥̅𝜈
∑

𝑥𝑖

𝑥𝑖 + 𝑥̅

𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 

. 

,ℓ;𝑻(ϑ ۀوسیله ب 𝜆) نوشت توانمی: 

ℓ(𝜆,𝜗);𝑻(𝜗, 𝜆) =

[
 
 
 
 

𝜈𝑡̅

2
+

𝜈𝑥̅

2𝜗2𝜆2

𝜈𝑥̅

𝜗3𝜆

𝑛

𝜈𝑥̅
∑

1

𝑥𝑖 + 𝑥̅

𝑛

𝑖=1

+
𝑛

𝜗2𝜆2𝜈𝑥̅
∑

𝑥𝑖
2

𝑥𝑖 + 𝑥̅

𝑛

𝑖=1

2𝑛

𝜗3𝜆𝜈𝑥̅
∑

𝑥𝑖
2

𝑥𝑖 + 𝑥̅

𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 

, 

,ℓ𝜆;𝑻(𝜗 توانکه از روی آن به راحتی می 𝜆̂) ،ℓ;𝑻(𝜗, 𝜆̂) ،ℓ;𝑻(𝜗̂, 𝜆̂)  وℓ(𝜆,ϑ);𝑻(𝜗̂, 𝜆̂) .را محاسبه کرد 

 همچنین ماتریس اطلاع مشاهده شده به قرار زیر است:

𝑗(𝜗, 𝜆) =

[
 
 
 
 
3∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

𝜗
4
𝜆

−
2𝑛

𝜗3

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜗
3
𝜆2

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝜗
3
𝜆2

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

2𝜗2𝜆3
+

𝑛

2𝜆2
]
 
 
 
 

 

,𝑗𝜆(𝜗که از روی آن 𝜆) =
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

2𝜗2𝜆3 +
𝑛

2𝜆2 آید و در نهایت، با انجام تمام این محاسبات آماره آزمون دست میه ب𝑟∗(𝜗0) 

توان در مورد رد یا عدم رد فرض (، می9) ۀشده در رابط مقدار محاسبه -p ۀ( بدست خواهد آمد و به وسیل15) ۀدر رابط

𝐻0 .توسط این روش قضاوت نمود 

 MLE آزمونی بر پایه توزیع مجانبی برآوردگر 3-2

,𝑋1تصادفی  ۀ( و بر اساس نمون1چگالی داده شده )با توجه به تابع  𝑋2, … , 𝑋𝑛توان نشان داد که برآوردگرهای ، می

MLE  پارامترهای𝜇  وλ ترتیب ه ب𝜇̂ = 𝑋̅  و𝜆̂ = 𝑛/𝑉 باشند. با انجام یک سری محاسبات ساده، ماتریس اطلاع می

 به صورت λو  𝜇فیشر برای پارامترهای 

𝐼(𝜇, 𝜆) =

[
 
 
 
𝜆

𝜇3
0

0
1

2𝜆2]
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متغیره با بردار میانگین دارای توزیع مجانبی نرمال چند MLEگرهای آوردنشان دادند که بردار بر ]24[آید. میدست ه ب

این توزیع مجانبی، برای  ۀبر پای باشد.کواریانس برابر با عکس ماتریس اطلاع فیشر می-صفر و ماتریس واریانس

 توان نوشت:می 𝜆̂و  𝜇̂برآوردگرهای 

√𝑛 [(
𝜇̂ 

𝜆̂
) − (

𝜇

λ
)]

 𝑑
→ 𝑁(𝟎,𝚺), 

که در آن 
 𝑑
 به صورت زیر است: 𝚺باشد و ماتریس به معنی همگرایی در توزیع می →

𝚺 = [
𝜇3

𝜆
0

0 2𝜆2

]. 

,𝑓(𝜇 ۀحال با استفاده از تابع دومتغیر 𝜆) =
𝜇

𝜆
= 𝜗 و روش دلتا(Delta method)  توان نوشت:می 

(17) √𝑛(𝜗̂ − 𝜗)
 𝑑
→ 𝑁(0, 𝜗2(2 + 𝜗)). 

 رجوع شود.  ]30[ برای اطلاعات بیشتر در مورد روش دلتا به

,𝐼(𝜇توان به جای ماتریس ، می]24[های همچنین با استفاده از یافته 𝜆)  از ماتریس𝐼(𝜇̂, 𝜆̂)  استفاده کرد. به عبارت

 دیگر خواهیم داشت:

(18) 
√𝑛(𝜗̂ − 𝜗)

𝜗̂√(2 + 𝜗̂)

 𝑑
→𝑁(0,1). 

 ( عبارت است از:10)(، یک آماره آزمون برای آزمون فرض 18) ۀحال با استفاده از رابط

(19) 𝑍0 =
√𝑛(𝜗̂ − 𝜗0)

𝜎̂
, 

 که در آن

𝜎̂ = 𝜗̂√(2 + 𝜗̂). 

 مقدار متناظر با آن به صورت زیر هستند: -pو همچنین  𝛼بحرانی در سطح خطای نوع اول  ۀبنابراین ناحی

(20) |𝑍0| > 𝑍𝛼 2⁄ , 

مقدار (21) − p = 2min{𝑃(𝑍 > 𝑍0), 𝑃(𝑍 < 𝑍0)}, 

 همان متغیر نرمال استاندارد است. 𝑍که در آن 
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 سازیمطالعات شبیه 0
تحت حالات مختلف از مقدارهای پارامترهای  MSLRواقعی آزمون مربوط به روش  ۀبررسی عملکرد اندازاین قسمت به 

همان  𝑍0دهد، که در آن روش مورد مقایسه قرار می 𝑍0کلاسیک و  SLRهای پردازد و این روش را با روشمدل می

ها از مفاهیم باشد. برای مقایسه عملکرد روشمی 2-3نمایی در زیربخش آزمون مبتنی بر توزیع مجانبی برآوردگر درست

آن را  اصطلاحا نرخ خطای نوع اول اسمی گویند که معمولاً 𝛼به شود. نرخ خطای نوع اول تجربی و اندازه توان تجربی استفاده می

گیرند که برای نظر می دهند. در کنار مفهوم نرخ خطای نوع اول اسمی، مفهوم نرخ خطای نوع اول تجربی را درقرار می 05/0مقدار 

𝐵 آن، آزمایش را به تعداد زیاد مثلاً ۀمحاسب = به نادرستی  𝐻0ها فرض حالاتی که در آننسبت کنند و سپس بار تکرار می 5000

نرخ خطای نوع اول تجربی . حال آزمونی از بقیه بهتر است که گیرندنرخ خطای نوع اول تجربی در نظر میشود را به عنوان رد می

نین کند. همچشود که آزمون مورد نظر نرخ خطای نوع اول را به خوبی کنترل مینزدیک باشد و اصطلاحا این گونه گفته می 𝛼 به آن

شود را اندازه توان تجربی گویند. حال اگر دو آزمون نرخ خطای نوع اول را به به درستی رد می 𝐻0حالاتی که در آن فرض نسبت 

تر خواهد بود که اندازه توان تجربی آن بیشتر باشد. در این قسمت با استفاده از این دو معیار به ی بهینهخوبی کنترل کنند آن آزمون

 شود. شده پرداخته میهای ذکرمقایسه عملکرد روش

𝐵سازی، تعداد تکرارها برابر در تمام مطالعات بخش شبیه = در نظر گرفته  05/0با نرخ خطای نوع اول اسمی  5000

(، 1باشد. در جدول )می 70و  35، 12، 10، 8، 5سازی برابر با در این مطالعات شبیه 𝑛 ۀنمون ۀاست. همچنین انداز شده

نرخ خطای نوع اول تجربی باشد، مقدارهای مربوط به 5/1، 0/1، 5/0، 1/0برابر با  𝜗0و  5/1، 0/1، 5/0برابر  𝜆برای زمانی که 

:𝐻0شده برای آزمون فرض سه روش ذکر 𝜗 = 𝜗0 ( آورده شده10در مقابل فرض مقابل در )( می1اند. از جدول ) توان

نزدیک است و این  55/5های کوچک هم به حتی برای اندازه نمونه MSLRروش نرخ خطای نوع اول دریافت کرد که 

 𝑍0و SLRهای وشکند و برعکس آن، رتوان گفت که روش مذکور اندازه خطای نوع اول را به خوبی کنترل میچنین می

 از این لحاظ عملکرد مناسبی ندارند. 

𝑛های بزرگ یعنی (، برای اندازه نمونه1در جدول ) = 35, های های خطای نوع اول آزمونمقدارهای مربوط به اندازه 70

SLR  کلاسیک و𝑍0 فاصله اغلب زیادی دارند.  05/0اند ولی هنوز تا مقدار نرخ خطای نوع اول اسمی تر شدهقدری متعادل

های بزرگ و نمونه ۀچه برای انداز MSLRشود این است که روش سازی دریافت میای که از این مطالعات شبیهنتیجه

های کوچک و برای تمام حالات ممکنه از مقدارهای پارامترهای مدل، دارای نرخ خطای نوع اول نمونه ۀچه برای انداز

 کند.در کنترل خطای نوع اول به بهترین شیوه ممکن عمل می است و از این لحاظ 05/0تجربی نزدیک به نرخ اسمی 

اند، حتی با توجه به این که مقایسه قرار گرفتهسه روش مورد های توان تجربی مربوط به این اندازه(، 2همچنین در جدول )

از لحاظ کنترل اندازه  MSLRدر مقابل روش ارائه شده   𝑍0و SLRهای های آزمون روشدهد اندازه( نشان می1جدول )

 𝜆( برای 1( نیز همان مقدارهای قبلی در جدول )2توان در جدول ) ۀعملکرد خوبی ندارند. جهت محاسب خطای نوع اول

در حد قابل قبول است و  MSLRتوان دریافت که میزان توان روش (، می2اند. از جدول )در نظر گرفته شده 𝜗0و 

 های دوطرفهشود جهت انجام آزمون فرضیابد. بنابراین توصیه میهمچنین با افزایش اندازه نمونه، توان هم افزایش می

استفاده شود، بعلت اینکه حتی برای اندازه  MSLRاز روش  وسی واروناگبرای پارامتر ضریب تغییرات یک جامعه 

به  MSLRگردد، با اینکه آزمون ( مشاهده می2های کوچک هم از دقت خوبی برخوردار است. چنانچه از جدول )نمونه

های توان در این امر محلی از اعراب ندارند و مقایسه 𝑍0و SLRهای کند و آزمونخوبی اندازه خطای نوع اول را کنترل می

های از توان آزمون MSLRشود که توان آزمون باشد، ولی باز هم مواردی دیده میدار نمیها از این لحاظ معنیاین آزمون
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SLR و𝑍0  بیشتر است. در واقع برای تمام مقدارهای𝜗 < 𝜗0  در فرض𝐻1  توان روشMSLR های نسبت به روش

SLR و𝑍0  ترین روش در کنترل اندازه خطای اول و توان مشاهده کرد که ضعیفمیعملکرد بهتری داشته است. در کل

گردد که با افزایش اندازه نمونه و است. همچنین ملاحظه می MSLRاست و بهترین روش همان  𝑍0میزان توان روش 

 بهتر شده است. MSLRوضعیت اندازه توان روش  𝜗 کاهش هر چه بیشتر مقدار پارامتر

 

:𝑯𝟎 برای آزمون فرض دو طرفه 𝒁0و MSLR  ،SLR های خطای نوع اول سه روشاندازه: 1جدول                          𝝑 = 𝝑𝟎  با𝜶 = 𝟎.𝟎𝟓. 

𝑛5= 𝑛8= 

 𝜗0 1/5 5/5 5/1 5/1  𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 

𝜆 

5/5 
MSLR 547/5 547/5 551/5 549/5 

𝜆 

5/5 
MSLR 551/5 548/5 554/5 549/5 

SLR 517/5 513/5 512/5 515/5 SLR 524/5 519/5 521/5 517/5 

𝑍0 217/5 228/5 242/5 256/5 𝑍0 173/5 168/5 189/5 199/5 

5/1 
MSLR 551/5 547/5 552/5 555/5 

5/1 
MSLR 555/5 551/5 547/5 554/5 

SLR 514/5 512/5 515/5 559/5 SLR 525/5 519/5 516/5 518/5 

𝑍0 259/5 229/5 245/5 261/5 𝑍0 159/5 178/5 195/5 214/5 

5/1 
MSLR 547/5 552/5 554/5 551/5 

5/1 
MSLR 551/5 549/5 548/5 548/5 

SLR 516/5 515/5 516/5 512/5 SLR 523/5 519/5 518/5 518/5 

𝑍0 253/5 228/5 247/5 261/5 𝑍0 157/5 178/5 193/5 257/5 

𝑛15= 𝑛12= 

 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1  𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 

𝜆 

5/5 
MSLR 551/5 552/5 555/5 551/5 

𝜆 

5/5 
MSLR 555/5 548/5 547/5 551/5 

SLR 523/5 522/5 525/5 525/5 SLR 523/5 522/5 525/5 525/5 

𝑍0 145/5 159/5 166/5 182/5 𝑍0 138/5 142/5 156/5 168/5 

5/1 
MSLR 555/5 555/5 549/5 548/5 

5/1 
MSLR 548/5 549/5 549/5 553/5 

SLR 524/5 521/5 525/5 518/5 SLR 523/5 524/5 522/5 519/5 

𝑍0 138/5 156/5 172/5 184/5 𝑍0 129/5 142/5 152/5 164/5 

5/1 
MSLR 549/5 549/5 555/5 551/5 

5/1 
MSLR 548/5 555/5 552/5 552/5 

SLR 524/5 521/5 517/5 517/5 SLR 524/5 524/5 522/5 524/5 

𝑍0 134/5 154/5 181/5 168/5 𝑍0 131/5 149/5 152/5 175/5 

𝑛35= 𝑛75= 

 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1  𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 

𝜆 

5/5 

MSLR 0/047 0/052 0/051 547/5 

𝜆 

5/5 

MSLR 0/055 0/055 0/049 0/051 

SLR 532/5 0/033 535/5 529/5 SLR 0/037 0/044 0/045 0/045 

𝑍0 0/081 0/089 596/5 0/108 𝑍0 0/044 0/047 0/056 0/057 

5/1 

MSLR 0/051 549/5 0/052 0/055 

5/1 

MSLR 0/052 0/049 0/055 0/048 

SLR 535/5 535/5 532/5 0/033 SLR 0/042 0/042 0/045 0/045 

𝑍0 0/128 0/133 0/126 0/142 𝑍0 596/5 586/5 0/087 0/085 

5/1 

MSLR 549/5 0/051 0/052 549/5 

5/1 

MSLR 0/049 0/048 0/055 0/051 

SLR 0/035 0/037 0/035 0/033 SLR 0/036 0/036 0/037 0/038 

𝑍0 0/173 0/145 0/131 0/125 𝑍0 0/131 0/115 0/095 0/087 
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:𝑯𝟎برای آزمون فرض دو طرفه  𝒁𝟎و MSLR  ،SLRهای توان سه روش مقایسه اندازه: 2جدول  𝝑 = 𝝑𝟎  با𝜶 = 𝟎.𝟎𝟓. 

𝑛5= 𝑛8= 

𝜗01/5= 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 𝜗05/5= 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 

𝜆 5/5 MSLR - 325/5 653/5 753/5 𝜆 5/5 MSLR 832/5 - 121/5 226/5 

SLR - 688/5 922/5 979/5 SLR 775/5 - 274/5 468/5 

𝑍0 - 916/5 996/5 1 𝑍0 551/5 - 535/5 774/5 

5/1 MSLR - 355/5 656/5 747/5 5/1 MSLR 825/5 - 126/5 235/5 

SLR - 683/5 932/5 983/5 SLR 762/5 - 282/5 468/5 

𝑍0 - 957/5 995/5 1 𝑍0 552/5 - 538/5 777/5 

5/1 MSLR - 319/5 652/5 756/5 5/1 MSLR 825/5 - 116/5 239/5 

SLR - 693/5 921/5 979/5 SLR 768/5 - 279/5 465/5 

𝑍0 - 959/5 996/5 1 𝑍0 552/5 - 544/5 779/5 

𝑛15= 𝑛12= 

𝜗05/1= 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 𝜗05/1= 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 

𝜆 5/5 MSLR 985/5 299/5 - 564/5 𝜆 5/5 MSLR 998/5 627/5 156/5 - 

SLR 976/5 219/5 - 157/5 SLR 997/5 538/5 156/5 - 

𝑍0 5 527/5 - 377/5 𝑍0 5 555/5 563/5 - 

5/1 MSLR 983/5 355/5 - 568/5 5/1 MSLR 998/5 635/5 165/5 - 

SLR 975/5 223/5 - 162/5 SLR 998/5 544/5 113/5 - 

𝑍0 5 524/5 - 379/5 𝑍0 5 555/5 556/5 - 

5/1 MSLR 984/5 317/5 - 572/5 5/1 MSLR 999/5 632/5 148/5 - 

SLR 975/5 235/5 - 163/5 SLR 997/5 544/5 153/5 - 

𝑍0 5 528/5 - 376/5 𝑍0 5 556/5 563/5 - 

𝑛35= 𝑛75= 

𝜗05/1= 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 𝜗05/1= 𝜗 1/5 5/5 5/1 5/1 

𝜆 5/5 MSLR 555/1 0/728 - 0/197 𝜆 5/5 MSLR 555/1 555/1 0/642 - 

SLR 555/1 0/667 - 0/277 SLR 555/1 555/1 0/595 - 

𝑍0 555/1 0/176 - 0/539 𝑍0 555/1 998/5 02/27 - 

5/1 MSLR 555/1 0/723 - 0/213 5/1 MSLR 555/1 555/1 0/636 - 

SLR 555/1 0/663 - 0/296 SLR 555/1 555/1 0/584 - 

𝑍0 555/1 0/171 - 0/529 𝑍0 555/1 998/5 0/156 - 

5/1 MSLR 555/1 0/719 - 251/5 5/1 MSLR 555/1 555/1 0/633 - 

SLR 555/1 0/661 - 286/5 SLR 555/1 999/5 0/585 - 

𝑍0 555/1 0/169 - 0/517 𝑍0 555/1 996/5 0/153 - 

 

 مثال واقعی 5
هایی های این پژوهش از آزمایششود. یافتههای ارائه شده در یک مثال واقعی نشان داده میکاربرد روشدر این بخش 

کنند. در این مایل بر ساعت به دیواری برخورد می 35اند که در آن خودروهای مورد آزمایش با سرعت بدست آمده

شود. هدف محققان، آگاهی از میزان آن استفاده میهایی در مکان صندلی راننده و صندلی مسافر جلوی آزمایش از آدمک

ها متغیرهای آسیب مانند میزان صدمات سر، فشار بر قفسه سینه و فشار بر استخوان ران چپ و راست روی آدمک

  http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Datafiles/Crash.htmlشانین های بدست آمده در آدرس اینترنتی بهباشد. دادهمی
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باشند. در این مثال، تنها متغیر میزان فشار بر استخوان ران چپ برای خودروی ساخت شرکت داج رسی میقابل دست

(Dodge) باشند:شود. مشاهدات به صورت زیر میدر نظر گرفته می 

72/6  34/12  03/10  29/7  75/5  24/3  81/14  44/8 

ها به ترتیب برای برازش توزیع گاوسی وارون به این داده رنوفیاسم-کولموگروفمقدار آزمون -pمقدار آماره آزمون و 

ها قابل برازش است. همچنین توان نتیجه گرفت که توزیع گاوسی وارون به این دادهباشند. پس میمی 9964/0و  1287/0

ها برازش نمود. در این مثال آزمون فرض دوطرفه توان توزیع گاوسی وارون را به این دادههم نشان داد که می ]31[

𝐻0: 𝜗 = :𝐻1در مقابل  0/85 𝜗 ≠ αدر سطح  0/85 = گیرد. ابتدا باید توجه داشت که مورد بررسی قرار می 0/05

𝜗̂عبارتند از:  وسی واروناگپارامترهای مدل  MLEبرآوردهای  = 𝜆̂و  0/22 =  ،𝑍0های آزمون . مقدار آماره39/48

SLR و MSLR  باشند. همچنین می -523/1و  -030/2، -532/5به ترتیب برابر باp- های مقدارها برای روش𝑍0، SLR 

 شودرد می SLRو  𝑍0توسط  𝐻0، فرض شودچه ملاحظه میباشند. چنانمی 127/0و  042/0، 000/0به ترتیب  MSLR و

سازی نشان داده شد که وجود ندارد. در بخش مطالعات شبیه 𝐻0دلیلی بر رد فرض  MSLR ولی با استفاده از روش

کند، در صورتی خطای نوع اول آزمون را به خوبی کنترل می ۀهای کوچک هم اندازنمونه ۀحتی برای انداز MSLRروش 

در سطح خطای نوع اول  𝐻0توان نتیجه گرفت فرض باشند. بنابراین میفاقد این ویژگی می SLR و𝑍0 های که روش

 شود. رد نمی 05/0

 

 گیرینتیجه 6
یک آماره آزمون جدید به عنوان نسبت  (SLR)دار در این مقاله بر اساس اصلاحی از روش نسبت درستنمایی علامت

 وسی واروناگبرای آزمون فرض در مورد پارامتر ضریب تغییرات یک جامعه  (MSLR) یافتهتعدیلدار درستنمایی علامت

های کوچک هم دارای نرخ خطای نوع اول تجربی . چنانچه مشاهده شد روش جدید حتی برای اندازه نمونهشدارائه 

های دوطرفه به خوبی سطح خطای نوع اول نزدیک به نرخ خطای نوع اول اسمی است و از این لحاظ برای آزمون فرض

ن ها تواآزمون قابل قبولی است و در بعضی از موقعیتکه این روش دارای توان  شده ظکند. همچنین ملاحرا کنترل می

های رقیب در کنترل سطح خطای نوع اول عملکرد خوبی های رقیب بیشتر است؛ گر چه روشآزمون آن از توان روش

استفاده  MSLRاز روش  SLRکلاسیک  جای استفاده از روشه که در کارهای عملی ب شودنداشتند. بنابراین توصیه می

 .نمایند

 
 تشکر و قدردانی

های ریاضی و همچنین از داوران گرامی محترم مجله پژوهش ۀت تحریریأداند از سردبیر و هینویسنده بر خود لازم می

 ، تشکر نماید. شدها و پیشنهادهای ارزشمندشان باعث اصلاح و بهبود هر چه بیشتر این پژوهش که توصیه
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