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 داگلاسی  طور همدیسه ی بمترهای کروپینا

 ابوالفضل بهزادی ،نگین یوسف لاوی

 ریاضی ۀدانشکددانشگاه مازندران، 

 04/00/28پذیرش                     00/16/28دریافت 

 چکیده

ف بروالد ضعی داگلاسی مورد بررسی قرار میگیرند و به طور خاص مترهای کروپینا داگلاسی و در این مقاله مترهای کروپینا

 ردر آخکنیم. به طور همدیس بروالد ضعیف را مشخص میبه طور همدیس داگلاسی و  شوند. همچنین مترهای کروپینامشخص می

 .نماییمساختار موضعی مترهای کروپینا داگلاسی از نوع انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف را تعیین می

 اطلاعات ناوبری، انحنای پرچمی. متر کروپینا بروالد ضعیف همدیس، گلاسی،ینا دامتر کروپ متر کروپینا، :واژه های کلیدی

 مقدمه .1

𝐺  و 𝑀هموار  ةیک متر فینسلری روی خمین F اگر = 𝑦𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖 − 𝐺𝑖 𝜕

𝜕𝑦𝑖  وابسته بهاسپری 𝐹 آن که در  دباش𝐺𝑖(𝑥, 𝑦) =

1

4
𝑔𝑖𝑙{[𝐹2]𝑥𝑘𝑦𝑙𝑦𝑘 − [𝐹2]𝑥𝑙}  ضرایب اسپری حاصل از متریک𝐹  و𝑔𝑖𝑗 = (𝑔𝑖𝑗)−1  .و تانسور  0تانسور بروالداست

 شوند:به صورت زیر تعریف می 9داگلاس

𝐵𝑗𝑘𝑙
𝑖 =

𝜕3𝐺𝑖

𝜕𝑦𝑗𝜕𝑦𝑘𝜕𝑦𝑙
    ,        𝐷𝑗𝑘𝑙

𝑖 =
𝜕3

𝜕𝑦𝑗𝜕𝑦𝑘𝜕𝑦𝑙
(𝐺𝑖 −

1

𝑛 + 1

𝜕𝐺𝑚

𝜕𝑦𝑚
𝑦𝑖) 

𝐵 = 𝐵𝑗𝑘𝑙
𝑖  𝑑𝑥𝑗 ⊗ 𝑑𝑥𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑙 ⊗

𝜕

𝜕𝑥𝑖  را انحنای بروالد و𝐷 = 𝐷𝑗𝑘𝑙
𝑖  𝑑𝑥𝑗 ⊗ 𝑑𝑥𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑙 ⊗

𝜕

𝜕𝑥𝑖  را انحنای

𝐵گاه نامیم هررا بروالدی می Fمتر  داگلاس گوییم. = 𝐷 را داگلاسی گوییم هرگاه Fو  0 = مفهوم فضای  0227سال در  .0

 [0داگلاسی ابتدا به عنوان تعمیمی از فضای بروالدی معرفی شد.]

𝐸همچنین تانسور بروالد میانگین نیز به صورت  = 𝐸𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗 شود به طوری کهتعریف می 

𝐸𝑖𝑗 =
1

2

𝜕2

𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗
(
𝜕𝐺𝑚

𝜕𝑦𝑚
) 

                                                           

  :نویسنده مسئولbehzadi@umz.ac.ir 

1 Berwald tensor 
2 Douglas tensor 



 های ریاضی پژوهش                                                   0411، زمستان 4، شماره 7جلد                                                        399
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 

𝐸   نامیم هرگاهرا بروالد ضعیف می 𝐹متر فینسلری  = 0.[9] 

,𝛼)مترهای  𝛽) های متر فینسلری با کاربرد فراوان هستند و به صورت یکی از مهم ترین مثال𝐹 = 𝛼∅(𝑠) شوند بیان می

𝑠که در آن  =
𝛼

𝛽
 ،  α(𝑥, 𝑦) = √𝑎ij(x)yiyjر ریمانی و یک مت𝛽 = 𝑏𝑖(𝑥)𝑦𝑖  فرم خطی روی -0یک𝑀  و𝜑(𝑠)  یک

𝜑(𝑠)در حالت خاص با فرض   باشند.می ∞𝑐تابع مثبت از رده  =
1

𝑠
𝐹 خواهیم داشت   =

𝛼2

𝛽
، نام نهاده شد 3متر کروپیناکه  

مورد بررسی بیشتری قرار گرفت. متر کروپینا 0260در سال [ 3]این متر ابتدا توسط بروالد معرفی شد و سپس توسط کروپینا 

,ℎ(𝑥 توان به عنوان جواب مسئله ناوبریرا می
𝑦

𝐹
− 𝑊) = ,𝑀)در فضای ریمانی  1 ℎ)  تحت نیروی بیرونی𝑊  با|𝑊|ℎ =

ℎکنیم فرض می در نظر گرفت.( ℎ نسبت به متر ریمانی  𝑊)طول میدان برداری  1 = √ℎij(x)yiyj  ریمانی و متر𝑊 =

𝑊𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖 یک میدان برداری روی 𝑀  باشند. جواب مسئله ناوبریℎ(𝑥,
𝑦

𝐹
− 𝑊) = 𝐹یک متر کروپینا به صورت   1 =

ℎ2(𝑥,𝑦)

2𝑊0
:𝑊0است به طوری که   = 𝑊𝑖𝑦𝑖  و𝑊𝑖: = ℎ𝑖𝑗𝑊𝑗  اگر .𝑎𝑖𝑗(𝑥) = 𝑒−2𝜌(𝑥)ℎ𝑖𝑗(𝑥)   و𝑏𝑖(𝑥) =

𝑒−2𝜌(𝑥)𝑊𝑖(𝑥)  که در آن را در نظر بگیریم𝜌  یک تابع اسکالر تعریف شده روی𝑀 باشد و در رابطه𝑒2𝜌𝑏2 = صدق     4

,𝐹(𝑥 خواهیم داشت کند. می 𝑦) =
𝛼2(𝑥,𝑦)

𝛽(𝑥)
ℎ𝑖𝑗 دهیمو برعکس اگر قرار   = 𝑒2𝜌𝑎𝑖𝑗،  𝑊𝑖 =

1

2
𝑒2𝜌𝑏𝑖،  𝑏: = ‖𝛽‖𝛼 

𝐹در این صورت جواب مسئله ناوبری متر کروپینا  ،(𝛼نسبت به متر ریمانی  𝛽)طول  =
𝛼2

𝛽
,ℎ)باشد. زوج می    𝑊)  با

|𝑊|ℎ =  :دهیمقرار میاینک  نامیم.متر کروپینا می 4را اطلاعات ناوبری  1

𝑅𝑖𝑗 =
1

2
(𝑊𝑖|𝑗 + 𝑊𝑗|𝑖) ,    𝑆𝑖𝑗 =

1

2
= (𝑊𝑖|𝑗 − 𝑊𝑗|𝑖) 

𝑅𝑗 = 𝑊𝑖𝑅𝑖𝑗, 𝑆𝑗 = 𝑊𝑖𝑆𝑖𝑗 , 𝑅 = 𝑊𝑖𝑅𝑖. 

 باشد.می ℎنسبت به متر ریمانی افقی  اریاننشان دهنده مشتق کو "|"نماد 

𝐹 ثابت کرد که متر کروپینا  2، چنگ9102در سال  =
𝛼2

𝛽
,ℎ) با اطلاعات ناوبری   𝑊)  یک متر بروالد است اگر و تنها اگر 

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅ℎ𝑖𝑗   و𝑆𝑖𝑗 = 𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖 [ .4] 

 :دهیمقرار مینمایش دهیم،  ";"را با  αنسبت به  افقیاریان ق کواگر مشت

𝑟𝑖𝑗 =
1

2
(𝑏𝑖;𝑗 + 𝑏𝑗;𝑖) ,    𝑠𝑖𝑗 =

1

2
(𝑏𝑖;𝑗 − 𝑏𝑗;𝑖) 

 کنیم:همچنین قرارداد می

                                                           
3 Kropina metric 
4 Navigation data 
5 Cheng 
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𝑟𝑗 = 𝑏𝑖𝑟𝑖𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑏𝑖𝑠𝑖𝑗 , 𝑟 = 𝑏𝑖𝑟𝑖. 

𝛼جا که از آن = 𝑒−𝜌ℎ بین ضرایب اسپری متر ریمانی  ةرابط𝛼 (𝐺̅𝑚 ) متر ریمانی ضرایب اسپری وℎ (𝐺𝑚 ) به صورت زیر

 [4] باشد:می

𝐺̅𝑚 = 𝐺𝑚 − 𝜌0𝑦𝑚 +
ℎ2

2
𝜌𝑚 

𝐺̅𝑖
𝑚 = 𝐺𝑖

𝑚 − 𝜌𝑖𝑦𝑚 − 𝜌0𝛿𝑖
𝑚 + (

ℎ2

2
)𝑦𝑖𝜌𝑚 

𝐺̅𝑖𝑗
𝑚 = 𝐺𝑖𝑗

𝑚 − 𝜌𝑖𝛿𝑗
𝑚 − 𝜌𝑗𝛿𝑖

𝑚 + ℎ𝑖𝑗𝜌𝑚 

𝜌0که در آن  = 𝜌𝑖𝑦𝑖 ،  𝜌𝑖 =
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖  و 𝜌𝑚 = ℎ𝑚𝑙𝜌𝑚 همچنین ،𝐺̅𝑗
𝑖 =

𝜕𝐺̅𝑖

𝜕𝑦𝑗  و𝐺̅𝑗𝑘
𝑖 =

𝜕𝐺̅𝑖

𝜕𝑦𝑗𝜕𝑦𝑘. 

 جاکهاز آناینک 

𝑏𝑖;𝑗 =
𝜕𝑏𝑖

𝜕𝑥𝑖
− 𝑏𝑠𝐺̅𝑖𝑗

𝑠 = 2𝑒−2𝜌(𝑊𝑖|𝑗 − 𝜌𝑗𝑊𝑖 + 𝜌𝑖𝑊𝑗 − ℎ𝑖𝑗𝜌𝑚𝑊𝑚) 

 خواهیم داشت:

𝑠𝑖𝑗 = 2𝑒−2𝜌(𝑆𝑖𝑗 − 𝜌𝑗𝑊𝑖 + 𝜌𝑖𝑊𝑗)   (0)                                                  

 و

𝑟𝑖𝑗 = 2𝑒−2𝜌(𝑅𝑖𝑗 − ℎ𝑖𝑗𝜌𝑚𝑊𝑚) (9)                                                     

 

در  ،کنیمآیند را ثابت میر ادامه میی که دقضیه های بعد را مورد توجه قرار داده ایم. در بخشهای کروپینا در این مقاله متر

سپس در بخش  آوریم،بخش سوم شرط های معادل برای مترهای کروپینا داگلاسی همدیس و بروالد ضعیف همدیس را می

 ساختار موضعی مترهای کروپینا داگلاسی با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف را تعیین خواهیم کرد. چهارم

𝐹نا متر کروپی .010 ةقضی =
𝛼2

𝛽
,ℎ)با اطلاعات ناوبری     𝑊) یک متر داگلاسی است اگر وتنها اگر 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖. 
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𝐹متر کروپینا  .2.1 ةقضی =
𝛼2

𝛽
,ℎ)با اطلاعات ناوبری     𝑊) یک متر بروالد ضعیف است اگر و تنها اگر 

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅ℎ𝑖𝑗 . 

 بروالدی نامترهای کروپی .2

𝐹فرض کنیم پردازیم.می بخش قبل در این بخش به اثبات قضیه های =
𝛼2

𝛽
,ℎ)با اطلاعات ناوبری یک متر کروپینا     𝑊)  

𝜌باشد، در این صورت تابع اسکالر  = 𝜌(𝑥) :موجود است به طوری که 

ℎ2 = 𝑒2𝜌𝛼2,   2𝑊0 = 𝑒2𝜌𝛽 ,   𝑏2 = 4𝑒−2𝜌 

 نین خواهیم داشت:همچ

ℎ𝑖𝑗 = 𝑒2𝜌𝑎𝑖𝑗  , 2𝑊𝑖 = 𝑒2𝜌𝑏𝑖 , |𝑊|
ℎ

= 𝑊𝑖𝑊𝑖 = 1 

ℎ𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜌𝑎𝑖𝑗 ,   𝑊𝑖 =
1

2
𝑏𝑖   

:𝑏𝑖در عبارت بالا  = 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗 . 

𝐹دانیم متر کروپینا می :1.1 ةقضی اثبات =
𝛼2

𝛽
𝑠𝑖𝑗ر داگلاسی است اگر و تنها اگر یک مت    =

𝑏𝑖𝑠𝑗−𝑏𝑗𝑠𝑖

𝑏2. کنیم ابتدا فرض می

 خواهیم داشت 𝑏𝑖و  𝑏2با جایگذاری متر کروپینا، داگلاسی باشد. 

𝑠𝑖𝑗 =
𝑒−2𝜌𝑊𝑖𝑠𝑗 − 𝑒−2𝜌𝑊𝑗𝑠𝑖

2𝑒−2𝜌
=

1

2
(𝑊𝑖𝑠𝑗 − 𝑊𝑗𝑠𝑖) 

 ( داریم 0از طرف دیگر از )

𝑆𝑖𝑗 − 𝜌𝑗𝑊𝑖 + 𝜌𝑖𝑊𝑗 =
1

4
𝑒2𝜌(𝑊𝑖𝑠𝑗 − 𝑊𝑗𝑠𝑖)                                               (3  )  

 ضرب کرده و خواهیم داشت 𝑊𝑖𝑊𝑖عبارت بالا را در 

𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑖𝜌𝑗 + 𝑊𝑖(𝑊𝑚𝜌𝑚)𝑊𝑗 =
1

4
𝑒2𝜌(𝑊𝑖𝑠𝑗 − 𝑊𝑖(𝑊𝑚𝑠𝑚)𝑊𝑗) 

 توان نوشتهمچنین می

𝑊𝑗𝑆𝑖 − 𝑊𝑗𝜌𝑖 + 𝑊𝑗(𝑊𝑚𝜌𝑚)𝑊𝑖 =
1

4
𝑒2𝜌(𝑊𝑗𝑠𝑖 − 𝑊𝑖(𝑊𝑚𝑠𝑚)𝑊𝑗) 
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 از تفاضل دو عبارت فوق داریم:

𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖 − 𝑊𝑖𝜌𝑗 + 𝑊𝑗𝜌𝑖 =
1

4
𝑒2𝜌(𝑊𝑖𝑠𝑗 − 𝑊𝑗𝑠𝑖) 

 ( حکم واضح است.3عبارت بالا با ) ةاز مقایس

𝑆𝑖𝑗کنیم برعکس، فرض می = 𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖 ( 0) ةخواهیم نشان دهیم متر کروپینا داگلاسی است. با توجه به رابطمی

 توان نوشت:می

1

2
𝑒2𝜌𝑠𝑖𝑗 = 𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖 − 𝜌𝑗𝑊𝑖 + 𝜌𝑖𝑊𝑗 

 ضرب کرده: 𝑏iعبارت بالا را در 

1

2
𝑒2𝜌𝑠𝑗 = 𝑆𝑗 − 𝑊𝑗(𝑊𝑚𝑆𝑚) − 𝜌𝑗 + (𝑊𝑚𝜌𝑚)𝑊𝑗 

 :کنیمضرب می  𝑏𝑖سپس حاصل را در

1

2
𝑒2𝜌𝑏𝑖𝑠𝑗 = 2𝑒−2𝜌(𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗(𝑊𝑚𝑆𝑚)𝑊𝑖 − 𝑊𝑖𝜌𝑗 + 𝑊𝑖(𝑊𝑚𝜌𝑚)𝑊𝑗) 

 توان نوشتدر نتیجه می

1

2
𝑒2𝜌(𝑏𝑖𝑠𝑗 − 𝑏𝑗𝑠𝑖) = 2𝑒−2𝜌(𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖 − 𝑊𝑖𝜌𝑗 + 𝑊𝑗𝜌𝑖) 

𝑏2آنجاکه از  = 4𝑒−2𝜌   ( حکم به دست می آید.0) ةو رابط 

𝑟𝑖𝑗 بروالد ضعیف است اگر وتنها اگر 𝐹متر کروپینا  :2.1 ةقضی اثبات = 2𝑐(𝑥)𝑎𝑖𝑗کنیم متر بروالد ضعیف . ابتدا فرض می

𝑟𝑖𝑗باشد پس  = 2𝑐(𝑥)𝑎𝑖𝑗 = 2𝑒−2𝜌𝑐(𝑥)ℎ𝑖𝑗 توان نوشت( می9این عبارت با ) ةبا مقایس 

𝑅𝑖𝑗 − ℎ𝑖𝑗𝜌𝑚𝑊𝑚 = 𝑐(𝑥)ℎ𝑖𝑗                                                             (4)  

 کنیم.ضرب می 𝑊𝑗و سپس در 𝑊𝑖حال عبارت بالا را یک بار در

𝑅 − 𝜌𝑚𝑊𝑚 = 𝑐(𝑥)                                                                     (2)  

 آید.دست میه ( حکم ب2( و )4های )عبارت ةبا مقایس
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𝑅𝑖𝑗کنیم برعکس، فرض می = 𝑅ℎ𝑖𝑗نویسیم ( می9) ة. با استفاده از رابط 

𝑟𝑖𝑗 = 2𝑒−2𝜌(𝑅ℎ𝑖𝑗 − ℎ𝑖𝑗𝜌𝑚𝑊𝑚) = 2𝑒−2𝜌ℎ𝑖𝑗(𝑅 − 𝜌𝑚𝑊𝑚) 

𝑐(𝑥)ست قرار دهیم ی اکاف = 𝑅 − 𝜌𝑚𝑊𝑚  ، خواهیم داشت𝑟𝑖𝑗 = 2𝑐(𝑥)𝑎𝑖𝑗 . 

متر داگلاسی و متر بروالد ضعیف باشد. بنابراین  𝐹یک متر بروالد است، اگر وتنها اگر  𝐹انیم متر فینسلری ددر حالت کلی می

 .باشندذکر شده در مقدمه میچنگ  ةدو اثبات بالا در واقع اثبات دیگری از قضی

 مترهای کروپینا همدیس .3

موجود باشد  𝑀روی 𝜎(𝑥)تابع اسکالر را به طور همدیس مرتبط گوییم، هرگاه  𝑀 ةخمینروی  𝐹̃و  𝐹و متر فینسلری د

𝐹̃که به طوری = 𝑒𝜎𝐹 . اگر𝜎  [ مراجعه 2نامیم )برای اطلاعات بیشتر به ]می 6متجانس تبدیلهمدیس را  تبدیلثابت باشد

شود، هرگاه با یک متر داگلاسی )بروالد همدیس داگلاسی )همدیس بروالد ضعیف( نامیده می ،یک متر فینسلریکنید(. 

 ضعیف( به طور همدیس مرتبط باشد.

𝐹گیریم  =
𝛼2

𝛽
,ℎ)با اطلاعات ناوبری یک متر کروپینا     𝑊)  باشد، در این صورت𝐹̃ = 𝑒𝜎𝐹  نیز یک متر کروپینا با اطلاعات

h̃)ناوبری  = 𝑒𝜎ℎ , W̃ = 𝑒𝜎W) همچنین داریم: است و 

ℎ̃𝑖𝑗 = 𝑒2𝜎ℎ𝑖𝑗 , 𝑊̃𝑖 = 𝑒𝜎𝑊𝑖   

ℎ̃𝑖𝑗 = 𝑒−2𝜎ℎ𝑖𝑗 , 𝑊̃𝑖 = 𝑒−𝜎𝑊𝑖 

 های زیر را داریم:[ عبارت4از ]

𝑆̃𝑖𝑗 = 𝑒𝜎(𝑆𝑖𝑗 −
1

2
(𝑊𝑖𝜎𝑗 + 𝑊𝑗𝜎𝑖)) 

𝑅̃𝑖𝑗 = 𝑒𝜎(𝑅𝑖𝑗 + ℎ𝑖𝑗𝑊𝑚𝜎𝑚 −
1

2
(𝑊𝑖𝜎𝑗 + 𝑊𝑗𝜎𝑖)) 

 :آوریمبه راحتی به دست می در نتیجه

𝑆̃𝑖𝑗 − 𝑊̃𝑖𝑆̃𝑗−𝑊̃𝑗𝑆̃𝑖 = 𝑒𝜎(𝑆𝑖𝑗 − 𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖)                                                (6)  

𝑅̃𝑖𝑗 − 𝑅̃ℎ̃𝑖𝑗 = 𝑒𝜎(𝑅𝑖𝑗 − 𝑅ℎ𝑖𝑗 + ℎ𝑖𝑗𝑊𝑚𝜎𝑚 −
1

2
(𝑊𝑖𝜎𝑗 + 𝑊𝑗𝜎𝑖))                      (7)  

                                                           
6 Homothetic transformation 
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 کرد.بیان توان قضیه های زیر را اینک می

𝐹متر کروپینا  :1.3ةقضی =
𝛼2

𝛽
,ℎ)با اطلاعات ناوبری     𝑊) دیس است اگر وتنها اگر میک متر داگلاسی ه𝐹  یک متر

 داگلاسی باشد.

 اضح است.( اثبات و6با توجه به عبارت ) اثبات:

 است. متجانسهر تبدیل همدیس متر کروپینا داگلاسی،  :2.3ةنتیج

𝐹متر کروپینا  :3.3 ةقضی =
𝛼2

𝛽
,ℎ)با اطلاعات ناوبری     𝑊)  یک متر همدیس بروالد ضعیف است اگر و تنها اگر عبارت

 زیر برقرار باشد

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅ℎ𝑖𝑗 − ℎ𝑖𝑗𝑊𝑚𝜎𝑚 +
1

2
(𝑊𝑖𝜎𝑗 + 𝑊𝑗𝜎𝑖) 

 ( اثبات واضح است.7اثبات: با توجه به عبارت )

 

 با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف داگلاسی . مترهای کروپینا4

𝑅𝑦 متر فینسلری 7انحنای ریمانی = 𝑅𝑘
𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑘 شودبه صورت زیر تعریف می: 

𝑅𝑘
𝑖 = 2

𝜕𝐺𝑖

𝜕𝑥𝑘
−

𝜕2𝐺𝑖

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑦𝑘
𝑦𝑚 + 2𝐺𝑚

𝜕2𝐺𝑖

𝜕𝑦𝑚𝜕𝑦𝑘
−

𝜕𝐺𝑖

𝜕𝑦𝑚

𝜕𝐺𝑚

𝜕𝑦𝑘
 

تعمیم طبیعی از انحنای  و یک یک کمیت غیر ریمانی )در حالت ریمانی برابر صفر است(فینسلری  ةدر هندس 8انحنای پرچمی

,𝑀)منیفلد فینسلری  انحنای پرچمیاست.  ریمانی ةبخشی در هندس 𝐹) تابع 𝐾𝐹 = 𝐾(𝑃, 𝑦) که در آن باشد می𝑃 =

𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑦, 𝑢}𝑇𝑥𝑀 است و  "پرچم"دو بعدی به نام  ةیک صفح𝑦 ∈ 𝑃\{0} "شود. نامیده می 9"قطب پرچم𝐾𝐹  به صورت

 شودزیر تعریف می

𝐾𝐹(𝑃, 𝑦) =
𝑔𝑦(𝑢, 𝑅𝑦(𝑢))

𝑔𝑦(𝑦, 𝑦)𝑔𝑦(𝑢, 𝑢) − 𝑔𝑦(𝑦, 𝑢)2
 

𝑔𝑦که در آن  = 𝑔𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗. 

                                                           
7 Riemann curvature 
8 Flag curvature 
9 Flag pole 
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𝐾𝐹را با انحنای پرچمی اسکالر گوییم، هرگاه  𝐹یک متر فینسلری  = 𝐾(𝑥, 𝑦)   مستقل از پرچم𝑃  .متر باشد𝐹  را با انحنای

 گاه انحنای پرچمی آن به شکل زیر باشد:نامیم هرمی 01پرچمی ایزوتروپیک ضعیف

𝐾(𝑥, 𝑦) = 3
𝜃𝑖(𝑥)𝑦𝑖

𝐹(𝑥, 𝑦)
+ 𝜏(𝑥) 

𝐾𝐹است هرگاه از انحنای پرچمی ایزوتروپیک  𝐹همچنین  = 𝜏(𝑥) .فینسلری مطالعه  ةیکی از اساسی ترین مسائل در هندس

  باشد.می ایزوتروپیک وهمچنین انحنای پرچمی ثابت میو بررسی مترهای فینسلری با انحنای پرچمی اسکالر یا انحنای پرچ

𝐹 کنیمفرض می =
𝛼2

𝛽
𝑀 (𝑛بعدی  𝑛 ةروی خمینیک متر کروپینا     ≥ ,ℎ)با اطلاعات ناوبری (2 𝑊) متر باشد .𝐹  دارای

,𝐾(𝑥انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف  𝑦) = 3
𝜃𝑖(𝑥)𝑦𝑖

𝐹(𝑥,𝑦)
+ 𝜏(𝑥)  انحنای بخشی  ها اگراست اگر و تنℎ  برابر تابع اسکالر

𝐾𝐹باشند. در این حالت  ℎیک میدان برداری کیلینگ نسبت به  𝑊 و  𝜇(𝑥)نامنفی  = 𝜏 = 𝜇 ≥ 𝜃و  0 = در  [6. ]0

 :شودساختار موضعی مترهای کروپینا داگلاسی با انحنای پرچمی ایزوتروپیک تعیین می ،ادامه

𝐹 داگلاسی متر کروپینا :1.4ةقضی =
𝛼2

𝛽
یک متر مینکوفسکی  𝐹با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف است، اگر و تنها اگر  

 موضعی باشد.

 𝑊میدان برداری  یک متر کروپینا داگلاسی با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف است. در این صورت 𝐹فرض کنیم   اثبات:

𝑊𝑖|𝑗  باشد یعنیکیلینگ می ℎنسبت به متر ریمانی  + 𝑊𝑗|𝑖 = 𝑅𝑖𝑗در نتیجه  0 = 𝑅پس  0 = 𝑆𝑖𝑗و همچنین  0 =

𝑊𝑖|𝑗 از طرف دیگر چون .𝐹 توان نوشت:می 010 ةداگلاسی است از قضی 

𝑆𝑖𝑗 = 𝑊𝑖𝑆𝑗 − 𝑊𝑗𝑆𝑖 = 𝑊𝑖𝑊𝑚𝑆𝑚𝑗 − 𝑊𝑗𝑊𝑚𝑆𝑚𝑖 = 𝑊𝑖𝑊𝑚𝑊𝑚|𝑗 − 𝑊𝑗𝑊𝑚𝑊𝑚|𝑖 

 در نتیجه

𝑊𝑖|𝑗 = 𝑊𝑖𝑊𝑚𝑊𝑚|𝑗 − 𝑊𝑗𝑊𝑚𝑊𝑚|𝑖                                                (8)  

𝑛با  𝑀بعدی  𝑛یک متر کروپینا روی منیفلد  𝐹دانیم اگر می ≥ ,ℎ)و با اطلاعات ناوبری  3 𝑊)  ،باشد𝐹  با انحنای پرچمی

ℎیک سیستم مختصات موضعی موجود باشد به طوری که ایزوتروپیک ضعیف است اگر و تنها اگر در هر نقطه  = (ℎ𝑖𝑗)  و

𝑊 = 𝑊𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖 .[6]به صورت یکی از دو مورد زیر باشند 

                                                           
10 Weakly isotropic 
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(0 )ℎ = |𝑦|  یک متر اقلیدسی در𝑅𝑛  و𝑊 = 𝑊𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑖  یک میدان برداری ثابت ناصفر باشد. در این حالت𝐹 =
|𝑦|2

2𝑊0
یک  

𝐾𝐹تر مینکوفسکی با م = 𝑊0که در آن )انحنای پرچمی صفر(  0 =< 𝑊, 𝑦 .>و  < , .  𝑅𝑛ضرب داخلی اقلیدسی روی  <

 است.

(9)     

ℎ =
√(1 + 𝜇|𝑥|2)|𝑦|2 − 𝜇 < 𝑥, 𝑦 > −𝜇 < 𝑥, 𝑦 >2

1 + 𝜇|𝑥|2
 

 و

𝑊 =
1

2
(𝑄𝑥 + 𝜇 < 𝑥, 𝑑 > 𝑥 + 𝑑) 

|𝑑|ناصفر با بردار ثابت  𝑑ثابت مثبت؛  𝜇که در آن  = 𝑄𝑑ماتریسی پاد متقارن است به طوری که  𝑄و  1 =  و همچنین 0

𝜇(|𝑥|2 −< 𝑥, 𝑑 >2) = |𝑄𝑥|2       ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛 

𝑊|ℎ|در این حالت  = 1 ، 𝑊0 =
<𝑄𝑥+𝑑,𝑦>

2(1+𝜇|𝑥|2)
𝐹و   =

|𝑦|2

2𝑊0
𝐾𝐹یک متر کروپینا با انحنای پرچمی   = 𝜏 = 𝜇 > 𝜃و  0 = 0 

 است.

باشد. برای ( برقرار نمی9متر کروپینا داگلاسی با انحنای پرچمی ایزوتروپیک ضعیف است حالت ) 𝐹باید نشان دهیم وقتی 

𝑄دهیم ( رخ دهد. قرار می9کنیم حالت )این منظور فرض می = (𝑞𝑖𝑗) ، 𝑡𝑖 = 𝑞𝑖𝑠𝑡𝑠 و𝑑 = (𝑑𝑖) نمادهای کریستوفل .ℎ 

 صورت زیر هستند:به 

𝛤𝑗𝑘
𝑖 =

1

2
ℎ𝑖𝑙(

𝜕ℎ𝑗𝑙

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕ℎ𝑘𝑙

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕ℎ𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑙
) = −

𝜇

1 + 𝜇|𝑥|2
(𝛿𝑖𝑗𝑥𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝑥𝑗) 

 در نتیجه:

𝑊𝑖|𝑗 =
𝜕𝑊𝑖

𝜕𝑥𝑗
− 𝑊𝑠𝛤𝑖𝑗

𝑠 =
1

2(1 + 𝜇|𝑥|2)
{𝑞𝑖𝑗 +

𝜇

1 + 𝜇|𝑥|2
[(𝑡𝑗 + 𝑑𝑗)𝑥𝑖 − (𝑡𝑖 + 𝑑𝑖)𝑥𝑗]} 

𝑑𝑖که در آن  = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑗  و𝑥𝑖 = 𝛿𝑖𝑗𝑥𝑗( میتوان نوشت:8. در نتیجه با توجه به ) 

(2) 

4(1 + 𝜇|𝑥|2)𝑞𝑖𝑗 = (𝑡𝑖+𝑑𝑖)𝑡𝑚𝑞𝑗
𝑚 − (𝑡𝑗+𝑑𝑗)𝑡𝑚𝑞𝑖

𝑚 +  𝜇 < 𝑥, 𝑑 > (𝑡𝑗𝑑𝑗 − 𝑡𝑖𝑑𝑖) + 3𝜇[(𝑡𝑖 + 𝑑𝑖)𝑥𝑗 −

(𝑡𝑗 + 𝑑𝑗)𝑥𝑖]          
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𝑞𝑗که در آن 
𝑖 = 𝛿𝑖𝑚𝑞𝑚𝑗. 

𝑞𝑖𝑗  مستقل از𝑥  برای هر ( 2)است. حال از آنجا که𝑥 توان برقرار است، می𝑥  را برابر𝜆𝑑 رار داد به طوری که ق𝜆  یک ثابت

𝑄𝑑ناصفر است. از آنجا که  = |𝑑|و  0 = 𝑡𝑖خواهیم داشت  1 = 𝑞𝑖𝑚𝑑𝑚 = 𝜇(|𝑥|2( به صورت  2و عبارت ) 0 −

< 𝑥, 𝑑 >2) = 𝜇شود شوارتز نتیجه می-یابد. از نامساوی کشیکاهش می 0 = و این یک تناقض است. بنابراین تنها  0

   باشد.ت اول میحالت ممکن حال
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