
 858                                                        1400، زمستان 4 ۀ، شمار7جلد                                          های ریاضی     پژوهش   
 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

غیرخطی  ۀمعادل برایجدید های سولیتونی سازی جوابثر در مدلؤروشی م

  لاکشمنان-کوندو-رادکریشنان
 

 بهزاد قنبری

 گروه علوم پایه، گروه ریاضی دانشگاه صنعتی کرمانشاه،  

 21/11/98 :پذیرش                    30/01/98 :دریافت

 

 چکیده 

این معادله از روش توابع    جدید  دقیقهای  در تعیین جواب.  خواهد شدبررسی  لاکشمنان  -کوندو-رادکریشنانغیرخطی  مقاله، معادله    در این

ارائه شده است.    معادله  دقیقهای  به منظور نمایش رفتار جوابنیز مختلف  های عددی  شبیه سازی.  استفاده شده است  نمایی کسری تعمیم یافته

  در عین حال ساده    یروش ، روشاین توان دید که به وضوح میهای جدید معرّفی شده کاربردهای وسیعی در مسائل مربوط خواهند داشت. جواب

به علاوه آن را میاستهای این معادله  کارآمد در تعیین جواب فیزیک و سایر شاخه  مسائل غیرخطیبسیاری  حل    درتوان  .  های  در ریاضی، 

 . شده استاستفاده نرم افزار متمتیکا  از عددیهای سازیکلیه محاسبات و شبیهدر انجام مهندسی به کارگرفت. 

کلیدی:  واژه جزئیمعادلات  های  مشتقات  یافته،  لاکشمنان-کوندو-رادکریشنان  غیرخطی  معادله،  با  تعمیم  کسری  نمایی  توابع  روش  نمادین،  ،  محاسبات 

 سولیتونی موج های جواب

 مقدمه  . 1

کسری یک تعمیم برای مشتق و انتگرال از مرتبه عدد صحیح است. این ابزار ریاضی با موفقیت برای   حساب دیفرانسیل

بسیاری از مشتق   های، تعریفادبیات. در  ]1،7[  های مهندسی مورد استفاده قرار گرفته استتوصیف مسائل فراوان در شاخه

نو، بالی  - آتگانا  کاپوتو، کاپوتو فابریزیو،-مان لیوویل، لیوویلری  عبارتند ازتعاریف  اصلی ترین این    برخی از  کسری وجود دارد.

برای به دست آوردن راه حل های تقریبی معادلات دیفرانسیل  کارآمد  چند روش عددی    . اخیرا]8،10[  ریسه، هیلفر و غیره 

آدومین روش تجزیه  ،  ]11،12[  ،معادل-ها عبارتند از روش زیرپیشنهاد شده است. برخی از این روش معمولی و جزئی  کسری  

 . ]22،23[روش تبدیل هوموتوپی   و ]18،21[، روش تکرار وردشی ]16،17[وش آشفتگی هوموتوپی ، ر]13،15[

مشتق برخی خواص متعارف    ازرا معرفی کرد، این مشتق    1سازگار   مشتقتعریف جدیدی از مشتق به نام    ،]24[در    للیخ

توابع مرکب   ، قانون مشتقمیانگین  ضیه مقدار، قمشتق تقسیم، قانون  ضرب  حاصلمشتق  ، قانون  مشتق  ایزنجیره   ضیهق  نظیر

 
   :نویسندۀ مسئولb.ghanbari@kut.ac.ir 

1 Conformable derivative 
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است. این   مولفه مرتبه اعشاریاین مشتق ممکن است به عنوان مشتق کسری شناخته نشود اما دارای    کند.را برآورده می

 . ]25،34[های اخیر توجه زیادی را به خود جلب کرده است در سال عملگر مشتق

به  . این مشتق  ]35[شد  ارائهادبیات مربوط به مشتقات سازگار    در  انا گآتان توسط  کسری    جدید از مشتقاتاخیرا یک تعریف  

 گزارش شده است.   ]36،39[در نوع مشتقاین  . کاربردهای بسیاری با استفاده ازاستمعروف  مشتق-نام  

)  تعریف: )f x  در یک نقطه-تبه اعشاری رمپذیر از  مشتق  است هرگاه حد زیر موجود و متناهی باشد 
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 هستیمبه صورت زیر  2لاکشمنان-کوندو-رادکریشنانهای جدید دقیق برای این معادله جوابدر این مقاله به دنبال تعیین 

(2) 2 2 2 2 3

0 0 0 0 0 0{ } { } | | { } {| | } {| | } { } .A A A A A A

t x x x x xi D a D b i D D D D                   + + = + + −   

)در این معادله تابع مجهول , )x t    متغیر مستقل مکانی برحسبx  و متغیّر زمانیtدر آن  چنینهمشود.  بیان می, , , , ,a b      

های  جواب  ،]40،41[در  به عنوان مثالهای متفاوتی در حل این معادله استفاده شده است. تاکنون روش اعداد ثابتی هستند. 

روش    . روش معادله کمکی وبدست آمده استتطبیق یافته    کمکی  موجتوابع  روش  یک  این معادله با استفاده از  سولیتونی    -1

های  جواب  ، ]43،45[در  های دقیق این معادله است.  برای تعیین جواب  ]42[  روش استفاده شده در مقالهمعادله ساده دو  

براساس  و قانون توانی    3نظرگرفتن نوع قانون غیرخطی شامل قانون کر   در مدل با  منفرد برای این  روشن، تاریک و  سولیتونی  

استفاده شده  معادله    دقیق اینهای  جواب   های لی برای تعیینگروهروش  از    ]46[ر مرجع  د  . ند شده اآزمون معرفی    توابع  روش

های سولیتونی  های جدید از جواب بهبود یافته، فرم  سین گوردون  روش  به کارگیریبا  نویسندگان    ]47[  درچنین،  هم  .است

 اند. معادله ارائه کرده

 4با استفاده از روش جدید توابع نمایی کسری تعمیم یافته(  1)  ۀهای دقیق معادلهای جدیدی از جواب در این مقاله دسته

(GERFM)   .معرفی خواهد شد 

معادلات  دقیق  حل  در  شده   ذکر  روش  مراحل استفاده از  در فصل دوم  باشد:میزیر    شرحبه  در این پژوهش  ارائه مطالب  ساختار  

  سوم فصل  بسیاری از معادلات با مشتقات جزئی استفاه شده است. در    های دقیقتعیین جواب این روش در    .ارائه خواهد شد

 
2 Radhakrishnan-Kundu-Lakshmanan equation. 
3 Kerr law 
4 Generalized exponential rational function method 
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های عددی  سازی   چنین شبیههمفصل  این  د.  ونشمعرفی می  از این روشاستفاده  با  معادله  جدید برای  های دقیق  جواب   مقاله،

 خواهد شد.  بیانگیری . سرانجام در انتهای مقاله، نتیجه شودرا شامل میهای به دست آمده جواب برخی از رفتار 

 

 تحلیلی بیان روش  . 2

در حل معادله دیفرانسیل   ]48[ش  توسط قنبری و همکاران  2018در سال  نخستین بار  توابع نمایی کسری تعمیم یافته  روش  

،  در این بخش .  ]49،54[  استاز این روش در حل بسیاری از معادلات استفاده شده  تاکنون،  نوسانی شرودینگر ارائه شده است.  

 : شد دخواه اشاره روش در حل معادلات غیرخطیبه کارگیری های اساسی گامبه 

 معادله غیرخطی زیر را در نظر بگیرید   گام نخست:

(3) 2
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توان به فرم معادله  ( را می2)  ۀ، معادل

 دیفرانسیل معمولی زیر بازنویسی کرد

(4) ( , , , ) 0,     =L  

 ( دارای جوابی به صورت زیر باشد  3کنیم معادله )فرض میحال  وم:د گام 
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i,هم چنین iq p    1ها برای 4i  10، به علاوه , , , kA A A    1و, , kB B 1به ازای k M   خلالهای مجهولی هستند که در  ثابت 

 شود.( تعیین می3) نیز با به کار بستن اصول تعادلی در معادله Mنامنفی صحیح و شوند. عدد روش تعیین می

( و سپس دسته بندی عبارات با استفاده از نمادگذاری 5)   ۀ( با درنظر گرفتن معادل3)  ۀ( در معادل4با جایگذاری )  گام سوم: 

iq

iZ e=
ù 1برای, ,4i =   ای به فرمچندجمله، یه معادله( )1 2 3 4, , , 0P Z Z Z Z با مساوی صفر قرار دادن تمامی    شود.حاصل می  =

 شود.ای یک دستگاه غیرخطی از معادلات حاصل میضرائب این چندجمله 
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ود  توان دستگاه غیرخطی حاصل را حل نمبا استفاده از نرم افزارهای محاسبات نمادین نظیر میپل و متمتیکا می  گام چهارم: 

 تا کلیه ضرائب مجهول در نظرگرفته شده تعیین شوند. 

  معادله برای  لیتونی دقیق  اهای س(، جواب5( و )4)روابط  ها در  با استفاده از مقادیر به دست آمده و جایگذاری آنگام پنجم:  

 شوند.  ( تعیین می2)

 (1)  ۀهای دقیق معادلتعیین جواب  .3

 توان به فرم سالیتونی زیر بیان کردهای معادله را میاست که جواب فرض اصلی این روش بر این استوار 

(7) 
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, ( ) , , ( , ) ,i x tx t e x t x t x t

   
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 . هستند لیتونی اسعدد موج  و لیتونای مولفه فازی، فرکانس سنشان دهندهبه ترتیب  و  ،که در آن

کنیم. در  دسته بندی می حقیقی و مختلط صورتبه  را هاعبارتجایگذاری کرده و سپس  ( 1) در معادلهرا  ( 6)ابط وراکنون، 

 شودنتیجه می موهومیقسمت  از رابطه این صورت

(8) ( ) ( )2 33 ( ) 3 2 3 ( ) 3 2 ( ) 0.a          − + + +  − +  =  

 عبارت به صورت زیر خواهد بود حقیقی اینقسمت چنین هم .هستند ها برحسب متغیرکه در آن مشتق

(9) ( ) ( ) ( )2 3 33 ( ) ( ) ( ) 0,a a b        +  − + + +  + −  =  

بردنبا   کار  معادل  اصول تعادل  به  یا )(  7)  هدر  عبارت((  8)و  2داریم   و  3بین دو  3M M+ بنابراین =  ،1M تعیین   =

 . شودمی

1Mبا قرار دادن  ( خواهیم داشت  4در عبارت ) =

(10) 1
0 1( ) ( ) ,

( )

B
A A 


 = +  +


  

های نابدیهی زیر  در فصل، دسته جواب ( و با دنبال کردن مراحل گفته شده برای روش  1( در معادله )9)  با قرار دادن معادله

 شوند: ( حاصل می1برای معادله )
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1برای  :1 ۀدست 2 3 4[ , , , ] [2 , 2 , 1,1]p p p p i i= − − − 1و− 2 3 4[ , , , ] [ , , , ]q q q q i i i i= −  داریم ، −
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 شود ، نتیجه می( 10( و )9در روابط ) این مقادیر در با قراردادن
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 شود به صورت زیر تعیین می(،  1)از این رو جواب دقیق معادله 
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 دهند. ( را نمایش می11اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  1 نمودار
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). شمایل جواب دقیق 1نمودار  )1 ,x t با استفاده از مقادیر مختلف ، 0.5و, 0.5, 1, 0.3a b    = = = = = = 

 

 

1برای  :2ۀ دست 2 3 4[ , , , ] [ , ,1,1]p p p p i i= 1و− 2 3 4[ , , , ] [ , , , ]q q q q i i i i= −  ، داریم −
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+ + +

− − − − + − + − − − + + +
=

+

= + + + + + + +
+

+ + + 2 2 2 2

2 3 2 3

6 ) 108 ) 36( 3 / 2 ) ( 2 (1 / 2 4 ) 2 )

16( 3 / 2 ) (3 / 4 ) 216 ( ) ].

b b a ab ab

a

            

      

+ − + − + − + −

− + + − +

 

 

 شود ، نتیجه می( 12( و )9روابط ) با استفاده از این مقادیر در

 
( ) ( )

6 1
( ) .

3 2 cos sin




   
 =

+
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 شود (، حاصل می1) ۀبنابراین جواب دقیق زیر برای معادل

 

(14) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 1

6 1
,

3 2 1 1 1 1 1 1
cos sin

,

i x t

x t

x t x t

e

 

   

 

   




   

       

    
 − + + +   

          

 
 
 
 =
 +           
    + − + + − +                                



 

 

 دهند. ( را نمایش می13اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  2 نمودار

 

1برای  :3 ۀدست 2 3 4[ , , , ] [1 ,1 ,1,1]p p p p i i= − 1و+ 2 3 4[ , , , ] [ , , , ]q q q q i i i i= −  ، داریم −

(15) ( )
( ) ( )

( )

cos sin
.

cos

 




+
 =  

 

 

 

). شمایل جواب دقیق 2نمودار  )1 ,x t با استفاده از مقادیر مختلف ، 0.5و, 0.5, 1, 0.3a b    = = = = = = 

 



   865                                                                                                             ...یبرا دیجد یتونیسول یهاجواب یسازمؤثر در مدل یروش

 

 ( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 3 3 2

2 3

2 2

2 3 3 6 6
, , 0, 2 ,

6 2 3 2 3

9 24 48 24 12 6 24 12 4 3 / 2 / 2
,

12

1
27 ( 24 48 24 ) ( 216 ( 432 108 )

216 ( )

(27 216 2

[

a b
A A B

b ab a

b b a a b

ab a

    


      

            


  

        
  



− − −
= = = = −

+ + +

− + + + + − + − − − + + +
=

+

= − − − + − + − +
+

+ − + 2 2 2 2

2 3

16 ) 108 ) 36( 3 / 2 ) ( 2 (1 / 2 4 ) 2 )

16( 3 / 2 ) (3 / 4 ) ,]

b b a ab ab

a

            

   

+ + − + − + − + −

− + +

 

 

 شود (، نتیجه می14( و )9روابط ) با استفاده از این مقادیر در

 ( ) ( )

( ) ( )( )
sin cos6

( ) .
2 3 cos sin

 


   

−
 =

+ +
  

 شود (، حاصل می1بنابراین جواب دقیق زیر برای معادله )

(16) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

1 1 1 1 1 1
sin cos

6
,

2 3
1 1 1 1 1 1

cos sin

x t x t

x t

x t x t

   

   

 

       



 

 

       

           
    + − + − + − +                                =

+            
   + − + + + − +                              

( ) ( )
1 1

,

i x t

e

 
 

   

    
 − + + +   

          

 
 
 
 
 
  
   

  



 

 

 دهند. ( را نمایش می15اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  3 نمودار

 

1برای  :4 ۀدست 2 3 4[ , , , ] [ 1,0,1,1]p p p p = 1و− 2 3 4[ , , , ] [0,0,1,0]q q q q  ، داریم =

(17) ( )
1

.
1 e

 = −
+

  

  ( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 3 3 2

2 3

2 2

2 3 3 1 6 6
, , , 0,

6 2 2 3 2 3

9 6 12 6 12 6 24 12 4 3 / 2 / 2
,

12

1
27 ( 6 12 6 ) (54 (108 108 )

216 ( )

(27 54 216 )

[

a b
A A B

b ab a

b b a a b

ab a b

    


      

            


  

        
  

   

− − −
= = = =

+ + +

− − − − + − + − − − + + +
=

+

= + + + + + +
+

+ + + + 2 2 2 2

2 3

108 ) 36( 3 / 2 ) ( 2 (1 / 2 4 ) 2 )

16( 3 / 2 ) (34 ) ,]

b a ab ab

a

         

   

− + − + − + −

− + +
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)شمایل جواب دقیق . 3نمودار  )3 ,x t با استفاده از مقادیر مختلف ، 1و, 1, 2, 0.5a b    = = = = = = 

 

 شود(، نتیجه می16( و )9روابط ) با استفاده از این مقادیر در

 ( )
( )

6 e 11 6
( ) .

2 2 3 2 3 e 1








   

−
 =

+ + +
 

 

 

 

 شود (، حاصل می1)بنابراین جواب دقیق زیر برای معادله 

(18) 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

4
1 1 1

e 1

1 6
, .

2 2 3

e 1

x t

i x t

x t

x t e

 

 

 



   

 

   



   




 

   
+ − +   

       
    
 − + + +   

          

   
+ − +   

       

  
  −  

   =  
+   

  +
   
  

 

 

 

 دهند. ( را نمایش می17اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  4 نمودار
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). شمایل جواب دقیق 4نمودار  )4 ,x t با استفاده از مقادیر مختلف ، 1و, 1, 2, 0.5a b    = = = = = = 

 

1برای  :5 ۀدست 2 3 4[ , , , ] [ 3, 1, 1,1]p p p p = − − 1و− 2 3 4[ , , , ] [ 1,1, 1,1]q q q q = −  ، داریم −

(19) ( )
( ) ( )

( )

cosh 2sinh
.

sinh

 




−
 =  

  ( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 3 3 2

2 3

2 2

2 3 3 6 6
, 2 , 0, 3 ,

6 2 3 2 3

9 24 48 24 12 6 24 12 4 3 / 2 / 2
,

12

1
27 ( 24 48 24 ) (216 (432 108 )

216 ( )

(27 216 2

[

a b
A A B

b ab a

b b a a b

ab a

    


      

            


  

        
  



− − −
= = − = = −

+ + +

− − − − + − + − − − + + +
=

+

= + + + + + +
+

+ + + 2 2 2 2

2 3 2 3

16 ) 108 ) 36( 3 / 2 ) ( 2 (1 / 2 4 ) 2 )

16( 3 / 2 ) (3 / 4 ) 216 ( ) ,]

b b a ab ab

a

            

      

+ − − + − + − + −

− + + − +

 

 

 شود (، نتیجه می18( و )9روابط ) با استفاده از این مقادیر در

 ( ) ( )( )
( ) ( )( )

sinh 2cosh6
( ) .

2 3 cosh 2sinh

 


   

−
 =

+ −
 

 

 شود (، حاصل می1بنابراین جواب دقیق زیر برای معادله )
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(20) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5

1 1 1 1 1 1
sinh 2cosh

6
,

2 3
1 1 1 1 1 1

cosh 2sinh

x t x t

x t

x t x t

   

   

 

       



 

 

       

           
    + − + − + − +                                =

+          
  + − + − + − +                           

( ) ( )
1 1

,

i x t

e

 
 

   

    
 − + + +   

          

 
 
 
 
  
  
    

  



 

 

 دهند. ( را نمایش می19اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  5 نمودار

 
). شمایل جواب دقیق 5نمودار  )5 ,x t  مقادیر مختلف ، با استفاده از 0.3و, 0.2, 0.5, 0.4a b    = = = = = = 

1برای  :6 ۀدست 2 3 4[ , , , ] [1 ,1 ,1,1]p p p p i i= − 1و+ 2 3 4[ , , , ] [ , , , ]q q q q i i i i= −  ، داریم −

(21) ( )
( ) ( )

( )

cos sin
.

cos

 




−
 =  

  ( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 3 3 2

2 3

2 2

2 3 3 6 6
, 0, , ,

6 2 3 2 3

9 96 192 96 12 6 24 12 4 3 / 2 / 2
,

12

1
27 ( 96 192 96 ) (864 (1728 108 )

216 ( )

(27 864 2

[

a b
A A B

b ab a

b b a a b

ab a

    


      

            


  

        
  



− − −
= = = − =

+ + +

− − − − + − + − − − + + +
=

+

= + + + + + +
+

+ + + 2 2 2 2

2 3

16 ) 108 ) 36( 3 / 2 ) ( 2 (1 / 2 4 ) 2 )

16( 3 / 2 ) (3 / 4 ) ,]

b b a ab ab

a

            

   

+ − + − + − + −

− + +
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 شود (، نتیجه می20( و )9روابط ) با استفاده از این مقادیر در

 ( )( )
( )

2coth 16
( ) .

2 3 coth




  

+
 =

+
 

 

 شود (، حاصل می1بنابراین جواب دقیق زیر برای معادله )

 

(22) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1

6

1 1 1
coth 1

6
,

2 3 1 1 1
coth

.

i x t

x t

x t e

x t

 

 

 

   

 



   



  

   

    
 − + + +   

          

         + − + +                = 
 +       + − +               

 

 

 دهند. ( را نمایش می21اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  6نمودار

 

 
). شمایل جواب دقیق 6نمودار  )6 ,x t با استفاده از مقادیر مختلف ، 0.3و, 0.2, 0.5, 0.4a b    = = = = = = 

 

1برای  :7 ۀدست 2 3 4[ , , , ] [2,0,1, 1]p p p p = 1و− 2 3 4[ , , , ] [1,0,1, 1]q q q q =  ، داریم −

(23) ( )
( ) ( )

( )

cosh sinh
.

sinh

 




+
 =  
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  ( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 3 3 2

2 3

2 2

2 3 3 6 6
, , , 0.

6 2 3 2 3

9 24 48 24 12 6 24 12 4 3 / 2 / 2
,

12

1
27 ( 24 48 24 ) (216 (432 108 )

216 ( )

(27 216 216

[

a b
A A B

b ab a

b b a a b

ab a

    


      

            


  

        
  



− − −
= = − = =

+ + +

− − − − + − + − − − + + +
=

+

= + + + + + + +
+

+ + + 2 2 2 2

2 3

) 108 ) 36( 3 / 2 ) ( 2 (1 / 2 4 ) 2 )

16( 3 / 2 ) (3 / 4 ) ,]

b b a ab ab

a

            

   

+ − + − + − + −

− + +

 

 

 شود (، نتیجه می22( و )9روابط ) با استفاده از این مقادیر در
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 شود (، حاصل می1) ۀبنابراین جواب دقیق زیر برای معادل
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 دهند. ( را نمایش می23اب )نظیر به جو نمودارهای سه بعدیبرخی  7 نمودار

)شرط وجود این جواب برقراری رابطه  :1  ۀنکت )3 2 0  +  .است 

 اند. در معادله اصلی بررسی شدهها مستقیم آن های دقیق به دست آمده با جایگذاری تمامی جواب درستی :2  ۀنکت

متفاوت    هایی کاملاًجوابنتایج و    ،]40،47[  مقالاتنتایج به دست آمده در  های به دست آمده در مقایسه با در  جواب  :3  ۀنکت

 اند. شدهارائه  در ادبیات برای بار اول کههستند   جدید و 
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). شمایل جواب دقیق 7نمودار  )7 ,x t با استفاده از مقادیر مختلف ،  0.1و, 0.3, 0.2, 0.1a b    = = = = = = 

 

 گیری. نتیجه4

. است   با مشتقات جزئی  غیرخطیدیفرانسیل    ههای جدید دقیق و عددی برای یک معادلاین مقاله ارائه جواب   هدف اصلی

دقیق ارائه شده با    یهاجواب  کلیهدرستی  است.    در مقاله روش توابع نمایی کسری تعمیم یافتهروش تحلیلی به کار رفته  

  کنند.صدق میمعادله اصلی    درها  آنگی  هم  اند. و ملاحظه شد کهشدهبررسی    استفاده از نرم افزار محاسبات نمادین متمتیکا

های سولیتونی به دست آمده دارای ساختار متفاوتی مانند مثلثاتی، هذلولی و توابع نمایی هستند؛ این موضوع بیانگر  جواب 

های دقیق برای این معادله  های جدید از جواب مربوط به ارائه دسته   پژوهشیت نتایج این  اهمّ قدرت و کارایی روش است.

مهندسی  فیزیک و    ،ریاضی  با مشتقات جزئی در  معادلات دیفرانسیلسایر  توان در حل  های استفاده شده را میروش است.  

 . نیز به کار برد غیرخطی 
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