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ریمان   -بیضوی کوشی ۀل مقدار مرزی شامل معادلئ یگانگی جواب مسا
 با شرایط مرزی موضعی و غیرموضعی 

  2افنیهان علی   ،1*محمد جهانشاهی  ،1جواد عبادپورگلنبر

 گروه ریاضی  ،دانشگاه شهید مدنی آذربایجان  -1

 ، گروه ریاضی دانشگاه دولتی باکو  -2

 22/02/99پذیرش:                     25/07/97دریافت:  

چکیده    

گیرد. در  متفاوت، مورد بررسی قرار می   ریمان با دو شرط مرزی  –معادله کوشی    مسئله مقدار مرزی شامل    دو   در این مقاله

نوعاول  حالت با  نشان  اثبات یگانگی جواب    برای  است و  موضعی  ، شرط مرزی از  شرایط مرزی  می دهیم معادله همگن متناظر 

مسئله را به  ابتدا  ،    جواب  برای اثبات یگانگی  باشد  در حالتی که شرایط مرزی غیرموضعی  موضعی تنها جواب بدیهی صفر را دارد.

شرایط کافی  سازی کرده، نهایتا  دارآنها رت منظمسپس هسته های تکینی  معادلات انتگرالی نوع دوم فردهلم تبدیل نموده  دستگاه

تا هستهارائه می انتگرال بدست آمده در شرایط قضیهدهیم  از این رهگذر یگانگی    صدق کنند  یانقباض  نگاشت  های معادلات  تا 

 .شودجواب اثبات  

 ریمان، یگانگی جواب، جواب اساسی، منظم سازی، دستگاه معادلات انتگرالی فردهلم -معادله کوشی های کلیدی:واژه

 مقدمه . 1

دیفرانسیل جزئی  معادلا بیضوی می  -لاپلاس وکوشیت  معادلات  از مهمترین  نشان  ریمان  مباحث کلاسیک  در  باشند. 

معادلات با شرایط مرزی کلاسیک مثل شرایط   این  .[2]  داده شده است که این معادلات با شرایط اولیه خوش طرح نیستند

پوانکاره خوش و  نویمان  آنمرزی دیریکله،  از  ولی  دیفرانسیل جزئی هموارهجا که دطرح هستند  تعداد شرایط    ر معادلات 

)موضعی(   داده    بهمرزی کلاسیک  معادله  مرتبه  نصف  مرتبمیتعداد  با  معادلات  برای  موضوع  این  مثل    ۀشود  معادله  فرد 

ایجاد    -  کوشی مشکل  کوشی[ 6،7،8] کندمیریمان  معادله  بودن  طرح  خوش  مقاله  این  در  مرزی    -.  شرایط  با  را  ریمان 

در هر دو حالت از نقطه نظر یگانگی    این مسائل  دهیم کهکنیم و نشان مینوع موضعی و غیرموضعی بررسی می  زمختلف ا

برای  [  11در]  باشد.می  خوش طرح    جواب،   دیفرانسیل عادیخوش طرح بودن  خود    مسائل مقدار مرزی شامل معادلات 

 موضعی نشان داده شده است.ریط مرزی موضعی و غیاالحاق و ناخود الحاق  با شر

 
 jahanshahi@azaruniv.ac.ir    نویسنده مسئول  *
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معادلات کوشی ریمان علاوه بر اینکه درخود  ریاضات در بحث توابع تحلیلی و توابع هولومرفیک و  لازم به ذکر است که   

پیدا کردن مزدوج های همساز کاربرد دارند، در زیر به بعضی از کاربردهای آنها در فیزیک    همچنین در بحث توابع همساز و 

در فیزیک و مهندسی برمیگردد به توسیع نظریه توابع    ریمان  –و مهندسی اشاره می کنیم. اولین کاربرد معادلات کوشی  

که  تابع بخار هست. با فرض این  vنشان دهنده پتانسیل سرعت سیال غیرمتراکم پایا در صفحه و    u نآ تحلیلی ریمان که در  

 بوده طوری جریان سیال در صفحه  پتانسیل سرعت    uصورت    کنند در ایندر معادلات کوشی ریمان صدق می  v و  uزوج  

 شود.زیر تعریف می ۀکه با رابط uکه پتانسیل سرعت سیال در هر نقطه از صفحه برابر با گرادیان 

∇𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑗 

باشد و  ن یک تابع همساز میآرسیم که مجهول  لاپلاس می  ۀاز معادلات کوشی ریمان به معادل  دوم   ۀگیری مرتببا مشتق

 رساند که برابر صفر هست و بنابراین سیال غیر متراکم است. گرادیان را میاین واگرایی 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

 ریمان با شرط مرزی موضعی  -له مقدار مرزی برای معادله کوشی أمسبخش اول: 

 بیان ریاضی مسئله .1.1

 گیریم: زیر را در نظر میمقدار مرزی له أ مس

(1) 

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝑖

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥1
= 𝑓(𝑥)                  𝑥 = (𝑥1 , 𝑥2) ∈ 𝐷 ⊆ ℝ

2 

 موضعی  با شرط مرزی

(2) 

𝑢1(𝑥) sin (
𝜐, 𝑥1
2
) + 𝑢2(𝑥) cos (

𝜐, 𝑥1
2
) = 𝜑(𝑥)     𝑥 = (𝑥1 , 𝑥2) ∈ Γ = Γ1 ∪ Γ2             

 

 𝑥1بردار قائم بر مرز ناحیه در جهت خارج و  𝜐،  (2)همچنین در شرط مرزی   باشند. توابع معلوم و پیوسته ای می  𝜑و   𝑓که

)های افقی و قائم مختصات دکارتی بوده و  بردار 𝑥2و  
𝜐,𝑥1

2
 باشد. می 𝑥1نصف زاویه بردار نرمال خارجی و محور  (

 کنیم تابع مجهول به صورت زیر باشد فرض می
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(3) 

𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝑥) + 𝑖𝑢2(𝑥)             

𝑖توابع تحلیلی اند و    𝑢2(𝑥)و     𝑢1(𝑥)یک تابع تحلیلی است که  که   = ، جواب (1)-(2)منظور از جواب مساله    .1−√

 باشد یعنی کلاسیک می

𝑢(𝑥1 , 𝑥2)𝜖𝐶
1(𝐷)⋂𝐶(𝐷̅) 

𝐷  مسطح  ۀهای زیر ناحیمطابق شکل  ⊆ ℝ2  همبند و مرز آن از توع لیاپانوف   ،کراندار  (Lyaponov) بین  باشد و روابط  می

 باشند: به صورت می 𝑑𝑥2  و  𝑑𝑥1  بردارهای قائم و مماس بر مرز و بردارهای

 

 

 

 

 

 𝜏1  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

را حداکثر در دو   ۀباشد هر خط موازی محور قائم مرز این ناحیکه به صورت لیاپانوف می  𝑫  ۀها: مرز ناحیشکلتوضیح 

 کند. نقطه قطع می

𝑥2 

𝑥1 

𝛤1 

𝛤2 

D 

𝑎1 𝑏1 

1شکل   

𝛤1 

𝑎1 𝑏1 

𝑥1 

D 

𝑥2 𝑥2 

2شکل   

𝛤1: 𝑑𝑥1 =  𝑑𝑥 cos(𝑥1, 𝜏1) 

⇒        𝑑𝑥 =
𝑑𝑥1

cos(𝑥1,𝜏1)
 

cos(𝜐, 𝑥2) = −cos (𝑥1, 𝜏1) 

cos(𝜐, 𝑥1) = sin (𝑥1, 𝜏1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜐 

𝑥1 

𝑥1 

𝜐 

D 

𝜏2 

𝛤2 

𝑎1 𝑏1 
𝑥1 

𝑥2 

𝛤2:  𝑑𝑥1 =  𝑑𝑥 cos(𝑥1, 𝜏2) 

⇒        𝑑𝑥 =
𝑑𝑥1

cos(𝑥1,𝜏2)
 

cos(𝜐, 𝑥2) = cos (𝑥1, 𝜏2) 

cos(𝜐, 𝑥1) = − sin (𝑥1, 𝜏2) 

 

3شکل   
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 را یک خم لیاپانوف گوییم هرگاه :  در ضمن خم ساده  

 تغییر کند.   به طور پیوسته روی  Γ ، بردار قائم خارجی به خم   𝜐(  الف

هر خط موازی با بردار قائم به خم، خم را فقط در یک نقطه قطع    Γدر هر همسایگی به دلخواه کوچک هر نقطه از خم  ب(

 کند. 

 قدر کافی کوچک باشد داشته باشیم ه  آنها ب ۀکه فاصل    𝑦و   𝑥دلخواه  ۀبرای هر دو نقط ج(

|(𝑣𝑥 , 𝑣𝑦)|
̂ < 𝑐|𝑥 − 𝑦|𝛼 

,𝑣𝑥)که  𝑣𝑦)  زاویه بین بردار قائم به خم در نقاط𝑥 و𝑦     است و𝑐 .عدد ثابتی است 

 ۀ به معادل  نظیر  همگن  مقدار مرزی  لهأ دهیم که مسباشد بدین منظور نشان میمی (  1)-(2) له  أ مس  جواب  هدف اثبات یگانگی

باشد   بدیهی  جواب  تنها  دارای(  1) مرحله صورت می  . [4]  صفر می  مرحلگیرد  اثبات در دو  تابع  نشان می  اول  ۀدر  دهیم 

نیز صفر   𝐷  ۀدرداخل ناحی(  3)دوم نشان می دهیم تابع مجهول    ۀصفر است سپس در مرحل  𝐷  ۀدر مرز ناحی(  3)مجهول  

 است.

 : 1 یادآوری

 : [ 3]  کنیمرا که در روابط بعدی استفاده خواهد شد به صورت زیر یادآوری می   †ی آستراگرادسک-فرمول گاوس ابتدا 

∬
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘
𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝐷

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) cos(𝜐, 𝑥𝑘) 𝑑𝑥 

Γ

−∬ 𝑓(𝑥)
𝜕𝑔(𝑥)

𝜕𝑥𝑘
𝑑𝑥   ,   𝑘 = 1,2

𝐷

 

 : اول ۀمرحل

اب  همگن  منظور  ین  ه  در (  1)معادله  ناحی  ضرب  𝑢(𝑥)را  در  و  گاوس  ، کنیم می  گیریانتگرال 𝐷   ۀکرده  دستور  از    -و 

 بنابراین داریم:  کنیم.آستراگرادسکی برای باز کردن انتگرال دوگانه استفاده می

0 =∬ (
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝑖

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥1
)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝐷

=∬
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝐷

+ 𝑖∬
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥1
𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝐷

 

=
1

2
∫ 𝑢2(𝑥) cos(𝜐, 𝑥2) 𝑑𝑥 

Γ

+
𝑖

2
∫ 𝑢2(𝑥) cos(𝜐, 𝑥1) 𝑑𝑥 

Γ

 

 
1 Gauss-Ostrogradsky  
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=
1

2
∫ 𝑢2(𝑥)[cos(𝜐, 𝑥2) + 𝑖 cos(𝜐, 𝑥1)]𝑑𝑥 

Γ

 

 گیریم که: که نتیجه می

(4) 

∫ 𝑢2(𝑥)[cos(𝜐, 𝑥2) + 𝑖 cos(𝜐, 𝑥1)]𝑑𝑥 

Γ

= 0    

های حقیقی و موهومی دستگاه زیر را به دست جداسازی قسمتجایگذاری کرده، پس از ( 4) ۀرا در رابط( 3) ۀرابط

 : آوریممی

(5) 

{
  
 

  
 
∫{[𝑢1

2(𝑥) − 𝑢2
2(𝑥)] cos(𝜐, 𝑥2) − 2𝑢1(𝑥)𝑢2(𝑥) cos(𝜐, 𝑥1)}𝑑𝑥 = 0 

Γ

∫{[𝑢1
2(𝑥) − 𝑢2

2(𝑥)] cos(𝜐, 𝑥1) + 2𝑢1(𝑥)𝑢2(𝑥) cos(𝜐, 𝑥2)}𝑑𝑥 = 0 

Γ

       

 را میتوان به صورت زیر نوشت: ( 2)موضعی  شرط مرزی

(6 ) 

𝑢2(𝑥) = −𝑢1(𝑥) tan (
𝜐, 𝑥1
2
)           

 داریم: ( 5)در دستگاه ( 6) ۀگذاری رابطکه با جای

(7) 

{
  
 

  
 
∫ 𝑢1

2(𝑥) {(1 − tan2 (
𝜐, 𝑥1
2
)) cos(𝜐, 𝑥2) + 2tan (

𝜐, 𝑥1
2
) cos(𝜐, 𝑥1)} 𝑑𝑥 = 0 

Γ

∫ 𝑢1
2(𝑥) {(1 − tan2 (

𝜐, 𝑥1
2
)) cos(𝜐, 𝑥1) − 2tan (

𝜐, 𝑥1
2
) cos(𝜐, 𝑥2)} 𝑑𝑥 = 0 

Γ

     

 گیریم: را در نظر می آکولادجملات داخل ( 7) ۀدر اولین سطر رابط

(1 − tan2 (
𝜐, 𝑥1
2
)) cos(𝜐, 𝑥2) + 2tan (

𝜐, 𝑥1
2
) cos(𝜐, 𝑥1) 
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= (1 −
1 − cos(𝜐, 𝑥1)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
) cos(𝜐, 𝑥2) + 2 ∙

2 sin (
𝜐, 𝑥1
2 ) cos (

𝜐, 𝑥1
2 )

2 cos2 (
𝜐, 𝑥1
2
)

cos(𝜐, 𝑥1) 

=
2cos(𝜐, 𝑥1)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
cos(𝜐, 𝑥2) +

2sin(𝜐, 𝑥1)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
cos(𝜐, 𝑥1) =

2 cos(𝜐, 𝑥1) [cos(𝜐, 𝑥2) + sin(𝜐, 𝑥1)]

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
 

,cos(𝜐  عبارت 3و 2 هایاز شکلبا توجه به  روابط حاصل  𝑥2) + sin(𝜐, 𝑥1) لذا اولین سطر دستگاه  . همواره صفر است

از این حالت  .شودبدیهی تبدیل می  ۀ به یک رابط(  7) را در نظر   آکولاد  ، جملات داخل(7)  ۀرابطسطر دوم    در  برای گریز 

 گیریم: می

(1 − tan2 (
𝜐, 𝑥1
2
)) cos(𝜐, 𝑥2) − 2tan (

𝜐, 𝑥1
2
) cos(𝜐, 𝑥2) 

= (1 −
1 − cos(𝜐, 𝑥1)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
) cos(𝜐, 𝑥1) − 2 ∙

2 sin (
𝜐, 𝑥1
2
) cos (

𝜐, 𝑥1
2
)

cos2 (
𝜐, 𝑥1
2
)

cos(𝜐, 𝑥2) 

=
2cos2(𝜐, 𝑥1)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
cos(𝜐, 𝑥2) −

2sin(𝜐, 𝑥1) cos(𝜐, 𝑥2)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
=
2 cos2(𝜐, 𝑥1) + 2 sin

2(𝜐, 𝑥1)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
 

=
2

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
 

 : شودنوشته میبه صورت زیر  (7ۀ )رابطدوم   ۀادلعمبا توجه به توضیحات بالا  

∫
𝑢1

2(𝑥)

1 + cos(𝜐, 𝑥1)
𝑑𝑥 

Γ

= 0       

 شود که چون تابع زیر انتگرال نامنفی است، نتیجه می

(8) 

𝑢1(𝑥) ≡ 0                            𝑥 ∈ Γ             

 شود کهرا اعمال کنیم، نتیجه می (8) ۀاگر رابط( 2) مرزیدر شرط 

(9) 

𝑢2(𝑥) ≡ 0                            𝑥 ∈ Γ        
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 گیریم کهنتیجه می (1) ۀاز رابط( 9) و( 8)با توجه به روابط 

(10) 

𝑢(𝑥) = 𝑢1(𝑥) + 𝑖𝑢2(𝑥) ≡ 0                            𝑥 ∈ Γ      

𝑢(𝑥)روابط بالا نتیجه داد که  = 𝑢1(𝑥) + 𝑖 𝑢2(𝑥) صفر است یعنی    ۀدر مرز ناحی. 

 دوم:   ۀمرحل

ریمان    -نیز صفر است به این منظور از جواب اساسی معادله کوشی  در داخل ناحیه     دهیم که  زیر نشان میدر  

  [:1] کنیمبه صورت زیر استفاده می 

(11) 

 

  و در باز کردن    گیریم،انتگرال می     ناحیه  درریمان همگن ضرب کرده  و  -را در معادله معادله کوشی   (11)  ۀاکنون رابط

 خواهیم داشت:کنیم لذا آستراگرادسکی استفاده می -از دستور گاوسشبیه مرحله اول  انتگرال های زیر 

(12) 
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 به خاصیت جواب اساسی و تابع دلتای دیراک داریم:  بنا

 

 استفاده کرده،  زیرتابع دلتای دیراک است. از خاصیت تابع   نماد    که در آن

 
 

 : [1]به صورت زیر در می آید (12) ۀرابط 

(13) 

 
نیز صفر   در داخل ناحیه   نتیجه می شود که  (13) ۀو نیز با اولین رابطه سمت راست رابط (10) ۀبا توجه به رابط

 : است به عبارت دیگر

 

 یگانه است. (1)-(2)له أ بنابراین جواب مس

 بندی قضیه زیر را خواهیم داشت:با جمع

 :1ۀ قضی

را حداکثر در دو   Dموازی با محور عرض ها، مرزیک ناحیه کراندار و همبند باشد و هر خط   فرض کنید ناحیه 

 یگانه است.( 1)-(2)مقدارمرزی  لهأ ای باشند، آنگاه جواب مستوابع پیوسته  و  . اگرکند نقطه قطع

 وضعی م   ر ریمان با شرایط مرزی غی  –بخش دوم: مسئله مقدار مرزی برای معادله کوشی  

 گیریم: زیر را در نظر می مقدار مرزیله أ مس  

(14) 

 

 شود: زیر داده می غیرموضعی با شرط مرزیکه 

(15) 
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 و در ضمن  باشند می ( Holder)توابعی از کلاس هولدر   در آن  که

 

 :2آوری یاد

را   (7)اینکه بتوانیم دستگاه    که امکانخواهیم رسید    ای اول مقاله را بکار ببریم به رابطه اگر پروسه به کار رفته در بخش  

از یک روش دیگر استفاده می اثبات یگانگی را  از حالت دوم به این منظور    .کنیم  نتیجه بگیریم ندارد و لذا در این بخش 

را به دستگاه معادلات انتگرال    (14)-(15)  ابتدا مسدله مقدار مرزی  باشد  D متعلق به مرز  در آن   که  (13)رابطه  

می تبدیل  فردهلم  دوم  نوع  اساسیکنیم  مرزی  جواب  جایگزینی  با  رابط  و  ساده  (11)  ۀطبق  عملیات  بعضی  این  سازی  و 

 :معادلات انتگرال مرزی به صورت زیر خواهد بود

(16) 

 

 

 ها: های انتگرالهستهها در سازی تکینیمنظم 

دستگاه   انتگرال( 16)در  تکینی    هایی ،  دارای  آن   (singularity)که  فقط  راحتی،  برای  لذا  کنیم  می  مشخص  را  هستند 

نخست تکینی ندارد و   ۀاول رابط  ۀجمل   ۀگیریم. توجه شود که هست باشند را در نظر میینی میقسمت از هسته که دارای تک

 :تکینی دارد ۀرابط( 16)دوم  ۀتکینی ندارد و جمل (16)دوم  ۀاول رابط  ۀجمل ۀدوم آن تکینی دارد همچنین هست ۀجمل
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 و   های آن با  که ضابطه   و های مقدار میانگین برای مشتق در مورد منحنی ۀتوجه شود که از قضی

 کنیم و نیزداده شده است استفاده می

 

 

 

 :داریم ؛کنیم اری میذگ جای (16) دست آمده بالا را در دستگاهه روابط ب 

 

 

 

 و 
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  . [ 6،7]سازی شده استهای آنها منظمباشند که هستهمجهول میتابع  به  روابط فوق در واقع معادلات انتگرال مرزی نسبت  

زنیم. با توجه به شرط ضرب و طرفین را با هم جمع می  و    روابط اول و دوم بالا را به ترتیب در  اکنون  

 شود:له، دستگاه زیر حاصل میأ مرزی مس

 

 با جمع و تفریق معادلات دستگاه فوق داریم: 

(17) 

 

 جاکه در این

 

 

 و
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 و

 

 

 و

 

 

 

انتگرال   معادلات  واق  (17)دستگاه  بهدر  مرزی  مقدار  مسئله  یافته  تبدیل  معادلات    ع  با  دستگاه  فردهلم  دوم  نوع  انتگرالی 

های  های مربوط به هستههای مناسب روی عبارتدنبال این هستیم با تخمین اکنون    باشدسازی شده میهای منظمهسته 

مرزی    انتگرالمعادلات    نشان دهیم که   و    توابع  و      و       هایمنحنیی  فوق و ارائه شرایط کافی رو

و در نهایت یگانگی جواب این  ثابت این عملگر  ۀکنند تا از این موضوع یگانگی نقطفوق در شرایط نگاشت انقباضی صدق می

 آید: در می یرصورت زه ب اول دستگاه  ۀاستفاده کرده معادلابتدا از شرط مرزی به این منظور   .معادلات را نتیجه بگیریم

 

 عبارت داخل کروشه انتگرال بالا به صورت زیر داریم: با فرض

(18) 
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=  

 

 

 

 

 کنیم:  های مربوطه را ملاحظه میبرای اجزای هر کدام از هسته های بکار رفتهر زیر دلایل تخمیند

 

 اند. که توابع فوق مخالف صفر فرض شدهبه خاطر این نامساوی  

 

 . پذیرندکه توابع فوق یک بار مشتقبه خاطر این  هایتخمین

 

 باشد که مخرج آنها از واحد بزرگتر می به خاطر این و نیز روابط  
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 باشند. می    ۀدر داخل باز و   که نقاط    برقرار هستند به خاطر این هایتخمین

 

 

 پیوسته هستند.پذیر  برقرار هستند چون توابع دوبار مشتقروابط  

  ,    ,     , 

                                     (F) 

 توانیم به طور بدیهی داشته باشیم. های را می نامساوی

 شود.مینتیجه  (18)  ۀرابط    از مجموع روابط

توان نتیجه گرفت:قضیه زیر را مینگاشت انقباض  ۀبا توجه به قضی بنابراین  

 : 2 ۀقضی

 در شرایط زیر صدق کنند:   های  گیر در هستهرتوابع د( 17)اگر در دستگاه معادلات   

          الف(

                                     ب(

 پیوسته بوده و غیرصفر هستند.   در بازه  و توابع   ( ج

 برقرار باشد.  (18)تخمین   (د

دارای جواب یگانه است. (71)گاه دستگاه معادلات آن   
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