
 764                                                    1400، زمستان 4 ۀ، شمار7جلد                                               های ریاضی    پژوهش    

 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

های  شده با استفاده از مدل های فضایی گم بندی و تحلیل داده مدل 
 شده نمایی برداریروش ماکسیمم درست فضایی و اتورگرسیو 

 همحمدزاد  سمیرا زحمتکش، محسن

 تربیت مدرس   دانشگاهگروه آمار، 

 02/07/99 :پذیرش                    11/05/99 :دریافت

 چکیده 

شده  شده هستند. مقادیر مشاهده  دان تصادف فضایی، شامل مقادیر گممی  ک های ی ها، به عنوان تحققمجموعه داده  یگاه

حاوی اطلاعات مفیدی باشند. بازیابی این اطلاعات از دست    توانندیر قرار دارند مگ دیکی  گیفضایی که در همسای  ۀشدوگم

شده  های فضایی گمبندی دادهتری خواهد شد. به منظور مدلو دقیق  ب دستیابی به نتایج معتبرمناسب موج  یبه روش  رفته

ها حائز اهمیت است استفاده از روش مناسب  لچه که در استفاده از این مدد. آنهای اتورگرسیو استفاده کرتوان ازمدلیم

داده ها نشان  یمشاهده است. بررسهای فاقد  ویی در موقعیتگز پارامترهای مدل و در نتیجه پیشبرآوردی ا   برای دستیابی به 

های بر و ماکسیمممترهای مدل منجر به محاسبات زمانبرآورد ماکسیمم درستنمایی پاراها،  لاین مد  است که در استفاده از

ها در حضور  تحلیل مدل  ۀو نحو  یمعرف  "شدهماکسیمم درستنمایی برداری"زین  گروش جای   شود. در این مقالهیم  یموضع

رد روش تحت  کسازی و مثال کاربردی برای ارزیابی عملهمچنین مطالعات شبیه  گیرد.یقرار م  یشده مورد بررسمقادیر گم

 ه خواهد شد.ئمطالعه ارا

 شده، ماتریس وزن.فضایی، ماکسیمم درستنمایی برداریهای اتورگرسیو  شده، مدلمهای فضایی گداده :های کلیدیواژه

 . 62F15  ،91D25  ،91B72 :(۱۰۲۰)بندی ریاضی رده

 مقدمه .1

از مدلبندی دادههای مدلاز روش  کیی از طریق ی های فضایی استفاده  اتورگرسیو فضایی است، که در آن    ک های 

این مدل  ی فضایی مشاهدات در نظر گرفته م  یفضایی مناسب، وابستگ  ماتریس وزن در    بین   ی ها شدت وابستگشود. 

 ی تبیینبا فرض این که متغیرهای پاسخ و    [20]شود. اولین بار  یاتورگرسیو فضایی توصیف م  مشاهدات از طریق ضریب

های  هر موقعیت تنها وابسته به موقعیت گیری در  هاند و با فرض اینکه خطاهای اندازشدهمشاهده    یمستطیل تور   کروی ی

بندی  مدل اتورگرسیو مدل  کفضایی را از طریق ی  یمشاهدات هستند، وابستگ   گیپایین موجود درهمسایقبل و بعد و بالا و  

 ننشا  [2]  .های اتورگرسیو پرداختندیی با استفاده از مدلهای فضابه تحلیل داده  [5و    4،  2]سپس افرادی مانند    .کرد

ناسازگار هستند. برآوردیابی پارامترهای این  های دوم خطا اریب و  اتورگرسیو به روش کمترین توان های  مدلداد برآورد  

 ۀشامل عملیات محاسبات پیچیده مانند استخراج مقادیر ویژه، معکوس کردن و محاسب  های فضایی عموما  مدل نوع از

یابد. در  یجه با زیاد شدن مشاهدات افزایش مکواریانس است که حجم این محاسبات به میزان قابل تو دترمینان ماتریس

 
مسئول مقاله ۀنویسند        mohsen_m@modares.ac.ir 
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با استفاده از مشتقات و سایر محاسبات تقریبی است  یسازی غیرخطهای بهینهنیاز به روش  کسیمم درستنماییروش ما

مقدار بهینه به مقادیر    کشوند که کاربر به جای ییسبب م  ی متأسفانه چنین مسائل  شود.یمسأله محسوب م  ک که خود ی

را مطرح    ی مثال   [18]خبر باشد.  دهد بییسازی رخ مبهینهکه در حین    از خطاهایی   یدست پیدا کند و حت  یبهینه موضع

در واقع یک برآوردگر  شد.  یدرستنمایی حاصل م  ،مسأله  کی  پارامتر در  ککرد که در آن چندین مقدار بهینه برای ی

دادهایده به کار گرفتن  قابلیت  باید  الگوآل  به  متکی  نباید  و  باشد  داشته  استنباط سریع  و  بالا  با حجم  های  ریتم هایی 

از    [ 9]  گذارد. سازی غیرخطی باشد که تنها یک مقدار موضعی و نه فراگیر را به عنوان مقدار بهینه در اختیار میبهینه 

برای برآورد پارامترها استفاده کرد که در آن به منظور کاهش تعداد پارمترها ابتدا تعدادی از پارامترها   1رخدرستنمایی نیم

رخ نسبت به آن پارامتر شوند و سپس تابع درستنمایی نیمپارامترها در تابع درستنمایی جایگذاری میبر حسب یکی از  

پارامترها برآورد میماکسیمم می از برآورد آن و جایگذاری در تابع درستنمایی سایر    سازگاری   [ 8] شوند.شود و پس 

سریع برآوردها   ۀ روشی برای محاسب   [15] اثبات رساند.  رخ را به  ماکسیمم کردن تابع درستنمایی نیم برآوردهای حاصل از  

 "2هشد ماکسیمم درستنمایی برداری "که به  ه دادندئکند ارا وقتی متغیر وابسته از یک فرایند اتورگرسیو فضایی تبعیت می 

  معمول   گر غیرخطی، که به طور هینه های استفاده از ب از دیدگاه محاسباتی برداری کردن مسأله از افزایش هزینه   .دارد   شهرت 

  د.کنمراه تکرار هستند، جلوگیری میه

شده  ها و جانهی مقادیر گمهای فضایی اغلب امری طبیعی است. واضح است که با بازسازی دادهوجود گمشدگی در داده

نتامی به  استنباطتوان  و  دقیقیج  دادههای  در  یافت.  دست  که  تری  مشاهداتی  بین  وابستگی  شدت  فضایی،  ر  دهای 

ها  های آماری دادهبندی و استنباطتر از وابستگی مشاهدات دور است. این ویژگی بر مدلهمسایگی یکدیگر قرار دارند قوی

بنابراین مقادیر گم یا مشاهدات قرار دارند شامل اطلاعات  ای که در فواصل  شدهتأثیرگذار است.  نزدیک به هم  مکانی 

ها شود. در نظر گرفتن فرضی  تری در تحلیل دادهتواند منجر به نتایج دقیقها میکار گرفتن آن   مفیدی هستند که به

ها را از دهی در داشدگفرایندهای مختلف بروز گم [19]. ها حایز اهمیت استشدگی در دادهمناسب در مورد سازوکار گم

   (MAR) 4یتصادف   یشدگ گم ،  )(MCAR  3شدگی کاملا  تصادفیگم شدگی را به سه دسته د و سازوکار گمکرهم متمایز 

شده و مشاهده  های مشاهده  وقتی فرایند گمشدگی مستقل از داده بندی کرد.  تقسیم     (MNAR) 5ی غیرتصادف  یشدگگمو  

شدگی  دهد که فرایند گمتری است و زمانی رخ میفرض ضعیف MAR دهد، میرخ   MCAR نشده باشد، در این صورت

، به  نامندمیپوشی شدگی را قابل چشمتنها به مقادیر مشاهده شده بستگی داشته باشد. به طور کلی این دو حالت از گم

های  همچنین روش های کامل و  های رایج مربوط به دادهاز مدلاستفاده    MARو    MCAR  این معنی که تحت فرض

شدگی شده است، اغلب منجر به نتایج معتبر قابل  مبتنی بر درستنمایی بدون درنظر گرفتن فرایندی که منجر به گم

 MNAR شدگینباشد، گم MAR و MCAR شدگی هیچ یک از دو دستهوقتی فرایند گم .  [12]قبول خواهند شد  

به دادهرخ داده است، در این حالت گم به دادههای  شدگی هم  های مشاهده نشده بستگی دارد و  مشاهده شده و هم 

گم چشماصطلاحا   غیرقابل  استشدگی  جمله  .پوشی  داده  هایروش   از  با  مقابله  برای  گمشده  معمول  جانهی  "های 

 
1 Profile Likelihood 
2 Vectorized Maximum Likelihood 
3 Missing Completely At Random   
4 Missing At Random 
5 Missing Not At Random   
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از دو روش جانهی    دند را معرفی کر  رویکرد سومی  ]1[هستند.    "دهی احتمال معکوسوزن"و    "چندگانه که ترکیبی 

سازی روش ترکیبی مزایای بیشتری دهی احتمال معکوس است. با توجه به نتایج حاصل از مطالعه شبیهچندگانه و وزن

به    ،یمدل پارامتر اشتراک  کیا استفاده از تکنهای فضایی گمشده ب در تحلیل داده  ]21[.  داشتها  نسبت به سایر گزینه

بخشی   آنبا استفاده از  پرداختند، که    یزی چارچوب ب  کیدر    یگمشدگ  ندیو فرا  ییفضا  یریگاندازه  دنیتوأم فرا  یبندمدل

مدل حاصل تحت سازوکارهای مختلف گمشدگی به ویژه وقتی گمشدگی    است.بازیابی  قابل  از اطلاعات از دست رفته  

نتیجه  غیرتصادفی است به درستی عمل می ت   ریاثرات سوء مقادکند و در  بندی  مدلبه   [10]   شود.  می  لیعدگمشده 

که به منظور برآورد پارامترهای مدل و  های اتورگرسیو فضایی پرداختند به طوریشده از طریق مدلهای فضایی گمداده

شده  های مشاهدهشده به شرط دادههای گمشده و میانگین شرطی دادهشده و مشاهدهپیشگویی از اطلاعات مقادیر گم

جا  . در اینکرددرستنمایی یا رهیافت بیزی استفاده    توان از روش ماکسیمم ها میکردند. برای برآورد این مدلاستفاده  

 شوند.بندی میپوشی مدلشدگی قابل چشمتحت فرض گم  های اتورگرسیو فضایی از طریق مدلشده  های فضایی گمداده

اساس فرض گم  [ 10] بر  قابل چشمو تحت  ابتدا دشدگی  برآورد میهای گمادهپوشی  داده  شده  یک مجموعه  و  شوند 

شدبازسازی خواهد  تولید  ب،  [ 16،  12]   شده  ماکسیممسپس  روش  برداری  ا  برآورد  درستنمایی  مدل  پارامترهای  شده 

شود بلکه برآورد پارامترها  ها میشود استفاده از این روش نه تنها باعث افزایش دقت پیشگوییشوند. نشان داده میمی

از  گیرد نیز بهبود بخشیده میها را نادیده میهای دوم که ویژگی فضایی دادهترین تواننسبت به روش کم شود. پس 

هایی که از این شود که برآوردها و استنباطمونت کارلویی، نتیجه می  هایبررسی عملکرد این روش به کمک آزمایش

 .اند های کاملی است که مبنی بر اطلاعات دادههایدقت پیشگویی مدل ۀآیند به اندازروش به دست می

های  ها به دادهنوع از مدلبرازش این    ۀشوند. سپس نحوهای اتورگرسیو فضایی معرفی میدر این مقاله ابتدا انواع مدل

برداری شده در حضور مقادیر گمگم  فضایی  برآورد ماکسیمم درستنمایی  و  شده معرفی خواهد شد. سرانجام در  شده 

های انتخابات  همچنین داده  درستنمایی برداری شده ارزیابی خواهد شد. عملکرد روش ماکسیمم  سازیای شبیه مطالعه

  د.گیرآمریکا به عنوان مثال واقعی، مورد تحلیل قرار می

 فضایی  های اتورگرسیومدل . ۲

𝑦 ا بر اساس رگرسیون معمولی های اتورگرسیو فضایی، پیشگویی متغیر پاسخ ر در یک میدان تصادفی فضایی، مدل  = 𝑋𝛽 + 𝜀   

 کنند.تصحیح می  از طریق میانگین موزون مقادیر در همسایگی مشاهدات و با در نظرگرفتن ضریب اتورگرسیو فضایی در مدل 

 ( SDM)   8و مدل داربین فضایی   ( SEM)   7، مدل خطا فضایی ( SLM)   6های اتورگرسیو فضایی مدل تأخیر فضایی پرکاربردترین مدل 

 هستند و به ترتیب به صورت 

𝑦 = 𝜌𝑊𝑦 + 𝑋𝛽 + 𝜀                                                    (1) 

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜈;     𝜈 = 𝜌𝑊𝜈 + 𝜀                                          (2) 

𝑦 = 𝜌𝑊𝑦 + 𝑋𝛽 + 𝑊𝑋𝛾                                                          (۳) 

 
6 Spatial Lag Model   
7 Spatial Error Model 
8 Spatial Durbin Model 
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𝑦 هاشوند، که در آنتعریف می = (𝑦1, … , 𝑦𝑛)  ،بردار متغیر پاسخ𝑋   ماتریس طرح 𝑛 × 𝑘 بعدی متشکل از 𝑘  متغیر

𝛽تبیینی، = (𝛽1, … , 𝛽𝑘)   بردار 𝑘 × اتورگرسیو و نشان   𝜌ضرایب رگرسیونی، 1 شدت وابستگی    ۀ دهندضریب مدل 

,𝑁(0 توزیعجمله خطا با     𝜀فضایی،  𝜎2𝐼𝑛) و 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) وزن فضایی  ماتریس 𝑛 × 𝑛  بعدی است. در ماتریس وزن

𝑤𝑖𝑖 همسایه صفر است، همچنینشاهدات غیرمقداری مثبت و برای م   𝑗  ،𝑤𝑖𝑗 و 𝑖 برای دو مشاهده همسایه = ، یعنی   1

های مختلفی  روش𝑊 همسایگی و ساخت ماتریسوزن همسایگی هر مشاهده با خودش برابر صفر است. برای تعریف  

شده    استاندارد𝑊 شود ماتریسوجود دارد که در بخش بعدی به تفصیل بیان خواهد شد. به عنوان یک قرار داد فرض می

های وزن همسایگی که استاندارد سطری در برخی ماتریس .[۳]  است  1سطری است، یعنی جمع عناصر هر سطر آن برابر  

توان به ماتریس وزن استاندارد شده سطری دست یافت، در  های هر سطر بر مجموع آن سطر، میقسیم وزننیستند از ت

با  این برابر  سطر  هر  عناصر  مجموع  ومی  1صورت  ب 𝑊𝑦 شود  بود.  خواهد  مشاهدات  موزون  پارامتر ه  میانگین  علاوه 

فضایی،  منظور     𝜌همبستگی  به  و  استفاده  مورد  مدل  از  نظر  بازهصرف  به  محدود  کواریانس،  ماتریس  ماندن   معتبر 

 (−
1

𝜆min
,

1

𝜆max
.  [ 10]  هستند 𝑊 به ترتیب کوچکترین و بزرگترین مقادیر ویژه ماتریس 𝜆max و 𝜆min است، که در آن (

باشد،   𝑊 وقتی ستونی  یا  سطری  𝜆maxاستانداردشده  = |𝜌| و   1 < چنان[6] ،1 𝜌   0  چه.  فضایی  = همبستگی   ،

مند به وجود همبستگی فضایی  های اتورگرسیو فضایی علاقهندارد. لازم به ذکر است که اغلب در به کارگیری مدلوجود 

𝜌  (0,1)  شود مثبت هستیم به همین دلیل در عمل فرض می بر اساس ترکیب خطی از   𝑦 ت  تغییرا SLM در مدل.  ∋

شود که در خطاها همبستگی فضایی وجود دارد و در  میفرض   SEM ها و متغیرهای تبیینی است. در مدلهمسایگی

ها در همسایگی و متغیرهای تبیینی وابسته است بلکه به وزن متغیرهای  متغیر پاسخ نه تنها به وزن پاسخ SDM مدل

ی  هابا توجه به اینکه در تمامی مدل.  کندشدت این ارتباط را توصیف می 𝛾 ها نیز وابسته است وتبیینی در همسایگی

,𝑁(0 دارای توزیع 𝜀 هایاتورگرسیو فضایی درایه 𝜎2)  هستند، لگاریتم تابع درستنمایی به صورت 

ℓ(𝜎2, 𝜀) = −
𝑛

2
ln(2𝜋𝜎2) −

1

𝜎2 𝜀′𝜀                     (4) 

توان به  میرا  SLM شود. مدلهای اتورگرسیو فضایی ساخته میاست، که با استفاده از آن تابع درستنمایی برای مدل

  صورت

𝑦 = (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1𝑋𝛽 + 𝜀′;     𝜀′ ∼ 𝑀𝑉𝑁(0, 𝜎2(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊′)−1) 

پارامترهای مدل  برآورد ماکسیمم درستنمایی  به منظور  تأخیر  SLM نیز نوشت.  برای مدل  تابع درستنمایی  لگاریتم 

𝜀 فضایی با تغییر متغیر = (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)𝑦 − 𝑋𝛽  به صورت 

                            ℓ(𝛽, 𝜌, 𝜎2, 𝑦) = −
𝑛

2
ln(2𝜋𝜎2) + ln|𝐼 − 𝜌𝑊| 

−
1

2𝜎2 ((𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)𝑦 − 𝑋𝛽)′((𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)𝑦 − 𝑋𝛽)            (5) 

 توان به صورت را می SEM شود. همچنین مدلحاصل می

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀′;     𝜀′ ∼ 𝑀𝑉𝑁(0, 𝜎2(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊′)−1) 
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′𝜀نوشت، که در آن  = (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1𝜀   . ترتیب مدل این  با ماتریس   SEM به  عام  به صورت یک رگرسیون خطی 

 شود. لگاریتم تابع درستنمایی برای مدل خطا فضایی با تغییر متغیر کواریانس غیرخطی برای جمله خطا تبدیل می 

𝜀 = (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)(𝑦 − 𝑋𝛽)    به صورت  

ℓ(𝛽, 𝜌, 𝜎2, 𝑦) = −
𝑛

2
ln(2𝜋𝜎2) + ln|𝐼 − 𝜌𝑊| 

−
1

2𝜎2 [(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)(𝑦 − 𝑋𝛽)]′[(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)(𝑦 − 𝑋𝛽)                (6) 

  ت:که خواهیم داشبیان کرد به طوری نیز SLM توان به صورت مدلرا می SDM آید. مدلدست میه ب 

𝑦 = 𝜌𝑊𝑦 + 𝑋∗𝛽′ + 𝑒;    𝑋∗ = (𝑋,𝑊𝑋),    𝛽′ = (𝛽, 𝛾) 

 و 

 𝑦 = (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1𝑋∗𝛽′ + 𝑒′;     𝑒′ ∼ 𝑀𝑉𝑁(0, 𝜎2(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1(𝐼𝑛 − 𝜌𝑊′)−1), 

 .آیددست میهب SLM به این ترتیب لگاریتم تابع درستنمایی مشابه مدل 

 شده های گمدل اتورگرسیو فضایی در حضور داده م. ۳

 ای از آن، یعنیبرابر با تعداد واحدهای نمونه باشد، تنها برای زیرمجموعه  𝑛 شده، اگرهای فضایی با مقادیر گمدر داده

𝑛o𝑏𝑠 < 𝑛   متغیر پاسخ y اتورگرسیو فضایی دشوار    مشاهده شده است. به این ترتیب محاسبه برآورد پارامترهای مدل

 𝑛o𝑏𝑠 تنها برای y کهخواهد بود، زیرا ماتریس وزن همسایگی برای تمام واحدهای نمونه تعریف شده است، در حالی

شدگی وجود دارد تنها از اطلاعات موجود ها گممطالعات فضایی که در دادهواحد نمونه مشاهده شده است. در بسیاری از  

جا به منظور برآورد پارامترهای مدل اتورگرسیو فضایی و پیشگویی،  شود. در اینشده استفاده میهای مشاهدهدر داده

تفاده خواهد شد تا دقت  شده اسشده و گمهای مشاهدهپوشی از اطلاعات موجود در دادهشدگی قابل چشمتحت فرض گم

های اتورگرسیو فضایی لازم  های مناسب برآورد مدلها بهبود و کارایی برآوردها افزایش یابد. قبل از معرفی روشپیشگویی

 ها تجزیه شوند. به عنوان نمونه مدلشدگیهای مورد نظر به دو بخش مربوط به مشاهدات و گماست که هر یک از مدل

SEM   .توان به صورتساختار مدل را می در نظر بگیرید  

(𝑦𝑜𝑏𝑠
𝑦𝑚𝑖𝑠

) = (𝑋𝑜𝑏𝑠
𝑋𝑚𝑖𝑠

) 𝛽 + (𝑣𝑜𝑏𝑠
𝑣𝑚𝑖𝑠

)                                      (۷) 

(𝑣𝑜𝑏𝑠
𝑣𝑚𝑖𝑠

) = 𝜌 (
𝑊𝑜𝑜 𝑊𝑜𝑚

𝑊𝑚𝑜 𝑊𝑚𝑚
) (𝑣𝑜𝑏𝑠

𝑣𝑚𝑖𝑠
) + (𝜀𝑜𝑏𝑠

𝜀𝑚𝑖𝑠
)                (۸) 

آن   در  که  کرد،  ماتریس m𝑖𝑠 و o𝑏𝑠 هایاندیسها  تجزیه  و  بردارها  ترتیب  دادهبه  با  مرتبط  مشاهدههای  و  های  شده 

نشان میگم را  ماتریس   𝑊𝑜𝑜دهند،  شده  𝑛o𝑏𝑠 یک  × 𝑛o𝑏𝑠   وزن شامل  و  دادهبعدی  به  مربوط  های  های همسایگی 

𝑛o𝑏𝑠   از بعد 𝑊𝑜𝑚 شده، ماتریسمشاهده × 𝑛𝑚𝑖𝑠 است که در آن 𝑛𝑚𝑖𝑠 در نمونه است و به   شدهتعداد واحدهای گم

ترتیب طور کامل مشاهده شده است و  به  𝑋 تعاریف مشابهی خواهند داشت. همچنین ماتریس 𝑊𝑚𝑚 و 𝑊𝑚𝑜 همین 

شده در متغیرهای پاسخ را نشان  شده و مشاهدهتناظر با مقادیر گمدر تجزیه آن، صرفا  بردارهای م m𝑖𝑠 و o𝑏𝑠 هایاندیس

شده معلوم هستند. در واقع معلوم بودن موقعیت مکانی  شده و گمهای مشاهدهدهد. فرض کنید موقعیت تمام دادهمی
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به 𝑊 سازد که ماتریس وزنمشاهدات، این امکان را میسر می برای کل نمونه ساخته شود. ماتریس کواریانس خطاها 

Γ صورت = 𝜎2[(𝐼 − 𝜌𝑊)(𝐼 − 𝜌𝑊)′]−1 ماتریس دقت که معکوس ماتریس کواریانس است به صورتو  

Ω = Γ−1 = (
1
𝜎2)(𝐼 − 𝜌𝑊)(𝐼 − 𝜌𝑊)′ 

  شده به صورتهای مشاهدهخواهد بود. تابع درستنمایی داده

𝐿(𝛽, 𝜎2, 𝜌|𝑦o𝑏𝑠) = ∫ 𝑓(𝑦|𝛽, 𝜎2, 𝜌)𝑑𝑦𝑚𝑖𝑠                                                              (9) 

  داریم SEM شود که برای مدلحاصل می 

𝑓(𝑦|𝛽, 𝜎2, 𝜌) = (2𝜋𝜎2)−
𝑛

2 |𝐼 − 𝜌𝑊|e𝑥𝑝[−(
1

2
)(𝑦 − 𝑋𝛽)′Ω(𝑦 − 𝑋𝛽)]. ( 01 ) 

𝑒  اگر قرار داده شود  = 𝑦 − 𝑋𝛽 ،𝑒o𝑏𝑠 = 𝑦o𝑏𝑠 − 𝑋o𝑏𝑠𝛽   و 𝑒𝑚𝑖𝑠 = 𝑦𝑚𝑖𝑠 − 𝑋𝑚𝑖𝑠𝛽 گاه عبارتآن 

 (𝑦 − 𝑋𝛽)′Ω(𝑦 − 𝑋𝛽) ( به صورت10در )  

𝑒′Ω𝑒 = 𝑒′o𝑏𝑠Ω𝑜𝑜𝑒o𝑏𝑠 + 𝑒′𝑚𝑖𝑠Ω𝑚𝑜𝑒o𝑏𝑠 + 𝑒′o𝑏𝑠Ω𝑜𝑚𝑒𝑚𝑖𝑠 + 𝑒′𝑚𝑖𝑠Ω𝑚𝑚𝑒𝑚𝑖𝑠       (11) 

تجزیه  𝑊 هستند که مشابه ماتریس وزن Ω اجزای ماتریس Ω𝑚𝑚   و  Ω𝑜𝑜  ،Ω𝑚𝑜  ،Ω𝑜𝑚تجزیه خواهد شد، که در آن 

عبارتشده   𝑒𝑚𝑖𝑠 است.  = 𝑦𝑚𝑖𝑠 − 𝑋𝑚𝑖𝑠𝛽 رابط مقادیر گم11)  ۀدر  به  مربوط  اطلاعات  تابع  (  وارد  را  متغیرها  شده 

شده  شده و مشاهدهکند، از طرفی اطلاعات مربوط به ماتریس دقت فضایی و همچنین ارتباط مقادیر گمدرستنمایی می

قابل اجراست و قابل تعمیم   SLM د. روش مشابهی برای تجزیه مدلشووارد تابع درستنمایی می Ω𝑜𝑚 و Ω𝑚𝑜 از طریق

∗SLM، 𝑋  در مدل  𝑋 است، تنها کافیست به جای SDM به مدل = [𝑋 𝑊𝑋] و به جای𝛽  ،(𝛽, 𝛾)′    شوند. در    جانهی

  عبارت SLM ( آمده است، برای مدل9شده که در )های مشاهدهتابع درستنمایی داده

𝑓(𝑦|𝛽, 𝜎2, 𝜌) = (2𝜋𝜎2)−
𝑛
2 |𝐼 − 𝜌𝑊| × exp[−

1
2
(𝑦 − (𝐼 − 𝜌𝑊)−1𝑋𝛽)′Ω(𝑦 − (𝐼 − 𝜌𝑊)−1𝑋𝛽)] 

  ت.های کامل استابع درستنمایی داده 

 برآورد مدل اتورگرسیو فضایی . ۴

استفاده کردند، که   (OLS)9  های دوم عادیترین توان شده از روش کمهای مستقل با مقادیر گم[ در تحلیل داده7]

پارامترهای مدل   OLS [. سپس با روش16،  12شده، مجموعه داده را بازسازی کردند ]های برآورد مقادیر گمروشابتدا با  

جا که در این حالت  دست آمد. از آنه  های کامل بحاصل از داده OLS مورد نظر را برآورد کردند که نتایجی مشابه برآورد

واحد نمونه روی اطلاعات مربوط به سایر واحدهای نمونه تأثیر مشاهدات مستقل از هم هستند، اطلاعات مربوط به یک  

رو لازم  های فضایی واحدهایی که در همسایگی یکدیگر قرار دارند روی یکدیگر تأثیرگذار هستند، از این ندارند. اما در داده

نظور برآورد ماکسیمم  به م . [10دهند مورد توجه قرار گیرند ]ای که در همسایگی مشاهدات رخ میشدهاست مقادیر گم

شده و  های گمپوشی از اطلاعات موجود در دادهشدگی قابل چشمهای اتورگرسیو فضایی تحت فرض گمدرستنمایی مدل

 
9 Ordinary Least Square 
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که تنها بر   OLS هد که نسبت به روشها نشان میکه نتایج حاصل از روش آنشده استفاده کردند به طوری مشاهده

گیرد، خطاهای پیشگویی  ها را نیز نادیده میشود و همچنین وابستگی فضایی دادهشده اجرا میهای مشاهدهاساس داده

 .یابدتا حد زیادی کاهش می

 برآورد ماکسیمم درستنمایی  . ۴  .۱

آن  دادهاز  به  مربوط  اطلاعات  که  گمجا  محاسب𝑦𝑚𝑖𝑠   شدههای  نیستند  دسترس  در  طریق   ۀ،  از  پارامترها  برآورد 

اساس ] بر  تابع درستنمایی میسر نیست.  این مقادیر گم[ می10ماکسیمم کردن  با میانگین شرطی روی  توان  را  شده 

مشاهدهداده مدل 𝑦o𝑏𝑠شده،  های  در  اینکه  فرض  با  کرد.  جانهی   ، SEM   ،هستند نرمال  توزیع  دارای  خطاها 

𝐸(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠)  به صورت  

𝐸(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) = 𝜇𝑚𝑖𝑠 + Γ𝑚𝑜Ω𝑜𝑜(𝑦o𝑏𝑠 − 𝜇o𝑏𝑠)                                     (12)    

𝜇𝑚𝑖𝑠 است، که در آن  = 𝑋𝑚𝑖𝑠𝛽 و 𝜇o𝑏𝑠 = 𝑋o𝑏𝑠𝛽  .همچنین در مدل   ، 𝐸(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) به صورت  

𝐸(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) = 𝜇𝑚𝑖𝑠 + Γ𝑚𝑜Ω𝑜𝑜(𝑦o𝑏𝑠 − 𝜇o𝑏𝑠)                                          (1۳) 

𝜇𝑚𝑖𝑠 شود، که در آنحاصل می  = 𝐵𝑚𝑚𝑋𝑚𝑖𝑠𝛽 + 𝐵𝑚𝑜𝑋o𝑏𝑠𝛽 و 𝜇o𝑏𝑠 = 𝐵𝑜𝑜𝑋o𝑏𝑠𝛽 + 𝐵𝑜𝑚𝑋𝑚𝑖𝑠  . اگر  

   𝐴 = (
𝐼o𝑏𝑠 − 𝜌𝑊𝑜𝑜 −𝜌𝑊𝑜𝑚

−𝜌𝑊𝑚𝑜 𝐼𝑚𝑖𝑠 − 𝜌𝑊𝑚𝑚
)                                                           (14) 

𝐵گاه آن   = 𝐴−1   .،𝐵𝑜𝑜  𝐵𝑜𝑚 ،𝐵𝑚𝑜  و 𝐵𝑚𝑚  ای از ماتریستجزیه 𝐵ماتریس وزن ۀو مشابه تجزی 𝑊  است، که در آن

 .است 𝜌 تنها تابعی از پارامتر𝐵 ماتریس

شده  توان مقادیر گمشده هستند، میمشاهده  ۀپارامترها و اطلاعات نمون( شامل  1۳( و )12توابع امید شرطی در )

برآورد شده از طریق امید شرطی را در تابع درستنمایی جانهی کرد و پس از آن به منظور دستیابی به برآوردی برای 

  ورتهای کامل به صتمامی پارامترها، تابع درستنمایی را ماکسیمم کرد. تابع درستنمایی برای داده

𝑓(𝑦o𝑏𝑠, 𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑋o𝑏𝑠, 𝑋𝑚𝑖𝑠, 𝛽, 𝜎2, 𝜌) = 𝑓(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠, 𝑋𝑚𝑖𝑠, 𝛽, 𝜎2, 𝜌)𝑓(𝑦o𝑏𝑠|𝑋o𝑏𝑠, 𝑋𝑚𝑖𝑠, 𝛽, 𝜎2, 𝜌) 

توان از تابع  شده است. به این ترتیب میهای مشاهده  است، که در آن جمله دوم سمت راست، تابع درستنمایی داده 

,𝑓(𝑦o𝑏𝑠|𝑋o𝑏𝑠 انتگرال گرفت و تنها   𝑦𝑚𝑖𝑠شده،  های گمهای کامل نسبت به دادهدرستنمایی داده 𝑋m𝑖𝑠, 𝛽, 𝜎2, 𝜌)  

دست خواهد  ه  های ناکامل بماکسیمم کرد و به این ترتیب برآورد ماکسیمم درستنمایی برای دادهرا نسبت به پارامترها  

,𝐸(𝑦m𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠مورد نظر باشد،   𝑦m𝑖𝑠 آمد. چنانچه پیشگویی 𝑋o𝑏𝑠, 𝑋m𝑖𝑠, 𝛽, 𝜎2, 𝜌)    .تابعی از پارامترهای مدل است

𝑛 عکوس ماتریسبرای ماکسیمم کردن لگاریتم تابع درستنمایی نیاز است م × 𝑛 بعدی A  محاسبه شود که معمولا  از

 .شودیک روش تقریبی برای جلوگیری از انجام محاسبات پیچیده استفاده می

𝐸(𝑦m𝑖𝑠) شده در متغیر پاسخ به صورتمقادیر گم OLS در روش = 𝑋m𝑖𝑠𝛽̂ شوند که در آن برآوردبرآورد می 𝛽 

𝛽̂ شده به صورتمشاهدهبر اساس اطلاعات نمونه   = (𝑋′o𝑏𝑠𝑋o𝑏𝑠)
−1𝑋′o𝑏𝑠𝑦o𝑏𝑠 آید. در حالی که در  دست میه  ب

 و 𝑋o𝑏𝑠 شده، از اطلاعات موجود درروی مقادیر مشاهده  شدهشده بر اساس امید شرطی مقادیر گمهای گمبرآورد پاسخ
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𝑋m𝑖𝑠   علاوه ساختار کواریانس  ه  شود. بمتغیر پاسخ نیز اثر آن وارد میشود که در پیشگویی  به طور همزمان استفاده می

توان به عنوان ضریب ها میشود که به آنوارد می Ω𝑜𝑜 و Γ𝑚𝑜 شده به شکلشده و مشاهدههای فضایی مقادیر گمموقعیت

نگاه کرد که همبستگی بین از لحاظ 14]دهد  را نشان می 𝐸(𝑦m𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) و 𝑦m𝑖𝑠 همبستگی چندگانه  این روش   .]

پیچیده و دشوار خواهند  Ω𝑜𝑜 و Γ𝑚𝑜 های با بعد بالاینظری به راحتی قابل بیان است، ولی عملیات محاسباتی ماتریس

ماتریس این  پارامتربود. چون  از  تابعی  برآورد  𝜌 ها  برای  درستنمایی  تابع  کردن  ماکسیمم  عملیات  بار  هر  در  هستند 

 باید محاسبه شوند. همچنین در طی ماکسیمم کردن تابع درستنمایی، لگاریتم دترمینان جمله 𝜌 و𝛽 ،  𝜎2 پارامترهای

|𝐼 − 𝜌𝑊|  ای با  های حجیم، عملیات محاسباتی نیاز به حافظه کار داشتن با داده و باید محاسبه شود که در صورت سر

 .حجم بالا برای ذخیره اطلاعات خواهد داشت

سازی غیرخطی با استفاده از مشتقات و سایر  های بهینه م درستنمایی سنتی نیاز به روشاز طرفی در روش ماکسیم

شوند که کاربر به یک  شود. متأسفانه چنین مسائلی سبب میمحاسبات تقریبی است که خود یک مسأله محسوب می

[ مثالی را  18خبر باشد. ]بی دهد سازی رخ میمقدار بهینه فراگیر دست پیدا نکند و حتی از خطاهایی که در حین بهینه

شد. در واقع یک برآوردگر مطرح کرد، که در آن چندین مقدار بهینه برای یک پارامتر در یک مسأله درستنمایی حاصل می

های  هایی با حجم بالا و استنباط سریع داشته باشد و نباید متکی به الگوریتمآل فضایی باید قابلیت به کار گرفتن دادهایده

گذارند.  سازی غیرخطی باشند که تنها یک مقدار را به صورت موضعی و نه فراگیر به عنوان مقدار بهینه در اختیار میبهینه 

در زیربخش بعدی روشی کارآمد از لحاظ محاسباتی به منظور برآورد پارامترهای مدل اتورگرسیو فضایی به ویژه برای  

 .شودهایی با حجم بالا، ارایه میداده

 شده آورد ماکسیمم درستنمایی برداریبر  .۴.  ۲

های اتورگرسیو فضایی، بسیاری از مشاهدات بر یکدیگر تأثیری ندارند و تنها مشاهدات در هر همسایگی بر  در مدل

های  گذارند، در واقع این موضوع باعث ایجاد یک ماتریس وزن تنک خواهد شد که به معنای شیوع درایه یکدیگر تأثیر می

[ روشی برای محاسبه سریع برآوردها وقتی متغیر وابسته از یک فرایند اتورگرسیو فضایی  15ماتریس وزن است. ]صفر  

روش  تبعیت می به  مربوط  بازنویسی محاسبات  و  ماتریس وزن  تنکی  ویژگی  از  استفاده  با  آن  دادند، که در  ارایه  کند 

 .دست آورده بتری توان برآوردها را با هزینه کمماکسیمم درستنمایی می

𝐼) ( را در نظر بگیرید که به صورت1)  ۀدر رابط SLM مدل − 𝜌)𝑦 + 𝜌(𝐼 − 𝑊)𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀   .قابل بازنویسی است

𝐼) و 𝑦 ای ازدر واقع هدف دستیابی به ترکیب محدب بهینه − 𝑊)𝑦 ۀ است. همچنین لگاریتم تابع درستنمایی در رابط 

  به صورت SLM ( برای مدل5)

𝐿(𝛽, 𝜌, 𝜎2) = 𝑐 + ln|𝐼 − 𝜌𝑊| −
𝑛

2
(𝑆𝑆𝐸)                             (15) 

نظر  مجموع توان دوم خطاها است. در این روش ابتدا با ثابت در SSE مقداری ثابت و c قابل بازنویسی است، که در آن 

های اتورگرسیو فضایی، از طریق  ، با توجه به همبسته بودن خطاها در مدل𝛽بردار ضرایب رگرسیونی𝜌 گرفتن پارامتر
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𝑦 شود. در یک مدل ساده رگرسیونی به صورتبرآورد می  (GLS)10های دوم تعمیم یافته ترین توان برآورد کم  = 𝑋𝛽 + 𝜀  

Var(ε) چنانچه فرض استقلال خطاها برقرار نباشد، یعنی = σ2Σ که در آن پارامتر مقیاس ، 𝜎2 نامعلوم و Σ   همبستگی(

𝑦) عبارت GLS و واریانس نسبی بین خطاها( معلوم است، برآوردگر − 𝑋𝛽)′Σ−1(𝑦 − 𝑋𝛽) کند. در  را مینیمم می

  به صورت 𝛽 نتیجه بردار ضرایب رگرسیونی

𝛽̂𝑔𝑙𝑠 = (𝑋′Σ−1𝑋)−1𝑋′Σ−1𝑦                                                          (16) 

را به طور نااریب برآورد   GLS  ، 𝛽  معلوم باشد، برآوردگر 𝜌 های اتورگرسیو فضایی چنانچه مقدارشود. در مدلبرآورد می 

  به صورت SLM کند و مجموع توان دوم خطا برای مدلمی

𝑆𝑆𝐸 = (𝑦 − 𝜌𝑊𝑦 − 𝑋𝛽𝜌)′(𝑦 − 𝜌𝑊𝑦 − 𝑋𝛽𝜌)                           (17) 

  به صورت 𝜌 بر حسب 𝛽 (، مقدار بهینه16است. با توجه به ) 

𝛽𝜌 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′(𝐼 − 𝜌𝑊)𝑦 = 𝛽𝑜 − 𝜌𝛽𝑤                          (18) 

𝛽𝑤 است، که در آن  = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑊𝑦 و 𝛽𝑜 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑦  .( در رابط18با جانهی )( داریم17) ۀ  

𝑆𝑆𝐸 = (𝑦 − 𝑋𝛽𝑜 − 𝜌𝑊𝑦 + 𝜌𝑋𝛽𝑤)′(𝑦 − 𝑋𝛽𝑜 − 𝜌𝑊𝑦 + 𝜌𝑋𝛽𝑤) 

= (𝑒𝑜 − 𝜌𝑒𝑤)′(𝑒𝑜 − 𝜌𝑒𝑤) = 𝑒𝑜
′𝑒𝑜 − 2𝜌𝑒𝑤

′𝑒𝑜 + 𝜌2𝑒𝑤
′𝑒𝑤     (19) 

 X روی yW  و رگرسیون X روی y  رگرسیون OLS های حاصل از برآوردماندهبه ترتیب باقی 𝑒𝑤 و 𝑒𝑜 که در آن 

برآوردگر وقتی  یک   GLS هستند.  کمبه  برآوردگر  به  تبدیل  باشد،  وابسته  برآورد  قابل  توانپارامتر  دوم ترین    های 

برآوردتعمیم از   شدهیافته  بازنویسی  قابل  تابع درستنمایی  لگاریتم  با توجه به روش ماکسیمم درستنمایی  خواهد شد. 

  مقدار ثابت به صورت( و پس از کنار گذاشتن 15( است که با جاگذاری آن در )19) ۀدر رابط SSE طریق عبارت

𝐿(𝛽, 𝜌, 𝜎2) = ln|𝐼 − 𝜌𝑊| −
𝑛

2
ln(𝑒𝑜

′𝑒𝑜 − 2𝜌𝑒𝑤
′𝑒𝑜 + 𝜌2𝑒𝑤

′𝑒𝑤)    ( 02 ) 

 𝑚 صورت که برداری به طول  ماکسیمم کرد به این 𝜌 توان لگاریتم تابع درستنمایی را نسبت بهخواهد بود. اکنون می 

𝜌𝜐 به صورت  (0,1]  ۀدر باز 𝜌 از مقادیر = (𝜌1, … , 𝜌𝑚) شود. سپس مقادیر لگاریتم تابع درستنمایی در هر  انتخاب می

  :شود، به این ترتیب خواهیم داشتیک از این مقادیر محاسبه می

[
 
 
 
 
ln(𝛽, 𝜌1, 𝜎

2)

ln(𝛽, 𝜌2, 𝜎
2)

    ⋮
ln(𝛽, 𝜌𝑚, 𝜎2)

]
 
 
 
 

∝

[
 
 
 
 
ln|𝐼𝑛 − 𝜌1𝑊|

ln|𝐼𝑛 − 𝜌2𝑊|
    ⋮
ln|𝐼𝑛 − 𝜌𝑚𝑊|

]
 
 
 
 

−
𝑛

2

[
 
 
 
 
 
ln(𝛷(𝜌1))

ln(𝛷(𝜌2))
    ⋮
ln(𝛷(𝜌𝑚))

]
 
 
 
 
 

                (21)  

Φ(𝜌𝑖)که در آن  = 𝑒𝑜
′𝑒𝑜 − 2𝜌𝑖𝑒𝑤

′𝑒𝑜 + 𝜌𝑖
2𝑒𝑤

′𝑒𝑤   .با معلوم بودن مقادیر اسکالر 𝑒𝑜
′𝑒𝑜  ،𝑒𝑤

′𝑒𝑜  ،𝜌2𝑒𝑤
′𝑒𝑤   و

[  15شود. ]می( بسیار ساده  21هستند، تعیین مقدار تابع درستنمایی ) 𝜌𝜐 بردار لگاریتم دترمینان مقادیری که تابعی از

 
10 Generalized Least Square 
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الگوریتم از  محاسباستفاده  منظور  به  را  چولسکی  تجزیه  مانند  تنک  ماتریس  مستقیم  روی    ۀهای  دترمینان  لگاریتم 

ترین مقدار لگاریتم درستنمایی را نتیجه  را که بزرگ 𝜌𝜐 ای از بردارپیشنهاد دادند. درایه 𝜌 ای از مقادیر پارامترمشبکه 

 ای از مقادیربسیار نزدیک به صفر برآورد شود، لازم است مجددا  مشبکه  𝜌 چه مقداردهیم. چنانمینشان   𝜌M𝐿 دهد بامی

𝜌   روی این مشبکه انجام شود. مدل  سازیای که شامل مقادیر منفی نیز است تشکیل شود و عملیات ماکسیممدر بازه 

SDM   مشابه مدل SLM شود و کافی است به جایبرداری می X ماتریس [𝑋    𝑊𝑋] و به جای 𝛽 بردار (𝛽, 𝛾)′ 

گر غیرخطی،  هایی که ممکن است با استفاده از بهینه جایگزین شود. از دیدگاه محاسباتی با برداری کردن مسأله از هزینه 

های  های محاسباتی چنین عملیاتشود. در محیطکه به طور معمول به همراه تکرار هستند، متحمل شویم جلوگیری می

، در  𝜌𝑚ℓ در انتخاب 𝜌 دهند. با استفاده از تعداد متناهی مقادیرگیری کاهش میه با تکرار، کارایی را به طور چشمهمرا

شود ولی تعیین  گیر غیرخطی، به میزان اندکی از دقت برآورد کاسته میسازی از طریق بهینه مقایسه با روش ماکسیمم

 .افزایدبر میزان استواری برآوردگر می 𝜌 ای شامل مقادیرمشبکه مقدار تابع لگاریتم درستنمایی بر  

 شده های گمشده در حضور دادهبرآورد ماکسیمم درستنمایی برداری  .۴.  ۳

های  سازی لازم است دادهشدگی وجود داشته باشد، قبل از پرداختن به مسأله ماکسیممهای فضایی گموقتی در داده

شده  برآورد مناسبی از مقادیر گم 𝐸(𝑦m𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) مقدار  [،  10مناسبی جانهی شوند. با تکیه بر روش ]شده با مقادیر  گم

قابل استفاده در   𝑦 بازسازی خواهد شد. بردار تکمیل شده 𝑦 که با جایگذاری آن در مجموعه داده، برداراست به طوری 

 به صورت 𝛽 پارامتر 𝜌M𝐿 یابی بهمحاسبه شود. پس از دست𝜌 پارامتر ML ( است تا برآورد21عبارت برداری شده )

𝛽 = 𝛽𝑜 − 𝜌M𝐿𝛽𝑤  شود. همچنین برآورد پارامتربرآورد می 𝜎2بر اساس SSE  و به صورت  

𝜎̂2 =
1

𝑛o𝑏𝑠
(𝑒𝑜

o𝑏𝑠 − 𝜌𝑚𝑙𝑒𝑤
o𝑏𝑠)′(𝑒𝑜

o𝑏𝑠 − 𝜌𝑚𝑙𝑒𝑤
o𝑏𝑠)           (22) 

برآورد پارامترهای   OLS به این معنی است که در روش 𝑒𝑤 و 𝑒𝑜 هایبرای مانده obs نمادشود، که در آن  محاسبه می 

برآورد پارامترها،    ۀ[. پس از محاسب12شده انجام شده است ]های مشاهدهمانده بر اساس داده  ۀمدل و در نتیجه محاسب

ازمی پیشگویی مقادیر گم 𝐸(𝑦m𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) توان  استفادهبرای  بردارنمود، طوری    شده  با   𝑦 که  بازسازی خواهد شد و 

دست یافت. همچنین در طی این تکرارها برآورد  𝐸(𝑦m𝑖𝑠|𝑦o𝑏𝑠) توان به مقدار کارآمدی ازمی ML تکرار فرایند برآورد

 .شودپارامترها بر اساس روش ماکسیمم درستنمایی برداری شده بهبود بخشیده می

 کاربرد. ۵

پوشی در متغیر پاسخ فضایی، بر اساس مفروضاتی که بیان شد، از یک مدل  شدگی قابل چشمفرض وجود گمابتدا با  

شبیه  فضایی  میاتورگرسیو  برداری شده  سازی  درستنمایی  ماکسیمم  روش  با  مفروض  پارامترهای مدل  برآورد  و  شود 

های انتخابات  مدل اتورگرسیو فضایی به دادهگیرد. سپس یک  شده، مورد بررسی قرار میکارایی روش بازسازی مقادیر گم

شده است برازش داده شده است و عملکرد  ریاست جمهوری در کشور آمریکا که در آن متغیر پاسخ حاوی مقادیر گم

 . تشده اس ارزیابی ها روش جانهی پیشنهادی و دقت برآورد
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 شدهگمتورگرسیو فضایی در حضور مقادیر  سازی مدل اشبیه.  ۵.  ۱

شده  شده و گمهای مشاهدهسازی با در نظر گرفتن دو پیکربندی فضایی مختلف از نحوه قرارگیری داده مطالعه شبیه 

های  شده که در تحلیل دادهشده و گمهای مشاهدهدر همسایگی یکدیگر انجام شده است. ساختار همبستگی فضایی داده

بسیار   میفضایی  فرض  اول،  حالت  در  است.  گرفته  قرار  توجه  مورد  اینجا  این  در  است  دادهمهم  و  های گمشود  شده 

  𝑊𝑚𝑜 و 𝑤𝑜𝑚 هایفضایی بسیار جدی داشته باشند. به این ترتیب تعداد زیادی از عناصر ماتریس  شده تداخلمشاهده

 و   𝑊𝑜𝑜 هایابر یا بیشتر از عناصر غیرصفر ماتریسغیرصفر خواهند بود و حتی ممکن است تعداد این عناصر غیرصفر بر

𝑊𝑚𝑚   گیردمورد مطالعه قرار می "وابستگی زیاد"باشند. این حالت تحت عنوان. 

شده ازهم جدا باشند.  شده و مشاهدههای گمشوند که موقعیت مکانی دادهای تولید میها به گونهدر حالت دوم، داده

شده بسیار کم است و این موضوع باعث شکل گرفتن تعداد  شده و مشاهدههای گمفضایی بین دادهدر این حالت تداخل  

شده  ها ارتباط فضایی مقادیر گمخواهد شد، این ماتریس 𝑊𝑚𝑜 و 𝑊𝑜𝑚 های وزن فضاییکم عناصر غیرصفر در ماتریس

 .گیردگی کم“ مورد بررسی قرار میکنند. در ادامه این حالت به عنوان “وابستو مشاهده شده را منعکس می

به حجم ابتدا مجموعه مختصات فضایی تصادفی  پیکربندی فضایی مذکور  شود.  تولید می=n 500  برای ساختن دو 

سازی بر اساس بزرگی مجموع طول و عرض جغرافیایی انجام  سپس لازم است مختصات فضایی مرتب شود، این مرتب

ایدهمی برای ساخشود.  پیکربندی  های متفاوتی  زیاد "ت  این  "وابستگی  ایجادوجود دارد، در  با  این کار  در  MAR جا 

انجام میداده به طوریها  تصادفیشود  متغیر  ابتدا  𝑢 که  = (𝑢1, … , 𝑢𝑛)   یکنواخت توزیع  می  U(0,1)از  شود،  تولید 

𝑚 سپس اگر متغیر نشانگر = (𝑚1, … ,𝑚𝑛) به صورت  

𝑚𝑖 = {
واحد  𝑖 ام  گمشده  باشد         1

واحد  𝑖 ام  مشاهده  شده  باشد    0
 

آن  شود،  𝑃(𝑚𝑖 گاهتعریف  = 1) = 𝑃(𝑢𝑖 < 𝑞)  آن در  که   ، 𝑞   بازه در  اسکالر  تقریبی  (  1و0) یک  نسبت  که  است 

را مشخص میگم با فرضکند شدگی   .۳/0 𝑞 نمون= واحدهای  به  برای  شدگی تخصیص داده میگم  ۀ،  شود. همچنین 

باشد، کافینسبت مورد نظر از گم 𝑝 چه، چنان"وابستگی کم "ساخت پیکربندی   از واحدهای 𝑝   ست به نسبتشدگی 

1شدگی و به نسبت گم  ۀابتدایی نمون − 𝑝   .۳/0  از واحدها، مشاهده شده تخصیص داده شود یا بالعکس  𝑝 در نظر  =

شده درون مختصات فضایی برای این دو حالت شده و گمهای مشاهدهقرارگیری داده   ۀنحو  1  شکلگرفته شده است. در  

  شده است.اول ساخته  ۀهمسایگی مرتب بر اساس 𝑊 نمایش داده شده است. ماتریس وزن

نمایش داده شده است.    مذکور  برای دو حالت 𝑊𝑚𝑚 و 𝑊𝑚𝑜 و 𝑊𝑜𝑜 عناصر غیرصفر موجود در  ۳و    2های  در شکل

صفر در  است، همچنین تعداد عناصر غیر  848برابر با   𝑊𝑚𝑜 تعداد عناصر غیرصفر در ماتریس  "وابستگی زیاد"در حالت  

تعداد    "وابستگی کم"ست که برای حالت  است. این در حالی  560  و  14۳2به ترتیب برابر با   𝑊𝑚𝑚 و 𝑊𝑜𝑜 هایماتریس

که  𝑊𝑚𝑚 و 𝑊𝑜𝑜 هایاست که نسبت به تعداد عناصر غیرصفر در ماتریس  9۳برابر با   𝑊𝑚𝑜 سعناصر غیرصفر در ماتری

های متفاوت فضایی که بر اساس ارتباط فضایی  تر است. تأثیر پیکربندیاست، بسیار کم 1752و  1750به ترتیب برابر با 

  شده از طریقمقادیر گماند در برآورد شده ساخته شدهشده و مشاهدهه گمنمون

𝐸(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦𝑜𝑏𝑠) = 𝜇𝑚𝑖𝑠 + Γ𝑚𝑜Ω𝑜𝑜(𝑦𝑜𝑏𝑠 − 𝜇𝑜𝑏𝑠)                    (2۳) 

   شود.مشاهده می 
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وابستگی زیاد  -زیاد و بوابستگی  -الف)ستاره( و مشاهدات )نقاط سیاه( با پیکربندی    شدگی های گمموقعیت  . ۱شکل   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 "وابستگی زیاد"در حالت   𝑊𝑚𝑚 و 𝑊𝑜𝑜 𝑊𝑚𝑜 هایهای غیرصفر موجود در ماتریس درایه   .۲شکل 

 

 
 “در حالت “وابستگی کم 𝑊𝑚𝑚 و 𝑊𝑜𝑜 𝑊𝑚𝑜 هایهای غیرصفر در ماتریس درایه   . ۳شکل 
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𝑊𝑚𝑜  گاه باشد، آنشده وابستگی فضایی وجود نداشته شده و مشاهدهدر حالت خاص اگر بین نمونه گم = 𝑂𝑚𝑜  که ،

آن درایه 𝑂 در  با  است.  ماتریس  پیشگویی  های صفر  در خطای  موجود  اطلاعات  ترتیب  این  از    به  است  عبارت   که 

(𝑦𝑜𝑏𝑠 − 𝜇𝑜𝑏𝑠)   اهمیت نخواهد داشت، زیرا Γ𝑚𝑜Ω𝑜𝑜 = 𝑂𝑚𝑜 و . 𝐸(𝑦𝑚𝑖𝑠|𝑦𝑜𝑏𝑠) = 𝜇𝑚𝑖𝑠   در حالتی که وابستگی

𝑦𝑜𝑏𝑠) شده بالا باشد اطلاعات موجود درشده و مشاهدهنمونه گم  فضایی بین − 𝜇𝑜𝑏𝑠) های اهمیت خواهد داشت و وزن

𝑦𝑜𝑏𝑠) و 𝑋𝑜𝑏𝑠 و 𝑋𝑚𝑖𝑠 برای ترکیب اطلاعات موجود در 𝑊𝑜𝑚 و 𝑊𝑚𝑜 غیرصفر در − 𝜇𝑜𝑏𝑠) در پیشگویی 𝑦𝑚𝑖𝑠   به کار

 در نظر گرفته شده است. SLM بررسی عملکرد روش پیشنهادی مدل اتورگرسیوجا برای روند. در اینمی

 تولید شده است، فرایند تولید متغیر پاسخ برای مدل  2از توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانس   𝑥 متغیر کمکی

SLM   به صورت   𝑦 = (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1𝑥𝛽 + (𝐼𝑛 − 𝜌𝑊)−1𝜀   در آن  است، که    𝜀 ∼  𝑁(0, 𝜎𝜀
2)  ،6/0  𝜌 =،   4/0  

𝛽 𝜎𝜀   و =
2 = استفاده شده است،  𝑥 و 𝑦 برای تولید داده در حالات “وابستگی کم“ و “وابستگی زیاد“ از نمونه یکسان  . 1

 SLM کند. برازش مدلشده تغییر میهای مشاهده شده و گممشاهده در داده 𝑛 به طوری که تنها ترتیب قرار گرفتن

بر اساس    اجرا شده است.  SLM-ALL و SLM-MISS هایسازی شده بر اساس دو مدل تحت عنوان شبیههای  به داده

های اتورگرسیو فضایی بر اساس روشی  درستنمایی برداری شده پارامترهای مدلبرآورد ماکسیمم   SLM-MISS مدل

شود و برآورد ماکسیمم  نمونه کامل اجرا میبر اساس   SLM-ALL شود. مدل ها انجام میه شد محاسبه و پیشگوییئکه ارا

پارامترهای مدل های  آید. واضح است که این کار در دادهدست میه  های اتورگرسیو فضایی بدرستنمایی برداری شده 

جا به عنوان معیاری برای ارزیابی عملکرد دو روش اول پذیر نیست و در اینشدگی در آن وجود دارد امکانواقعی که گم

نتیجده میاستفا بدیهی است  بر مدلایده  ۀشود.  برای روش مبتنی  شود که دقت  وقتی حاصل می SLM-MISS آل 

ها در دسترس باشد، که در آن تمام داده SLM-ALL معادل یا نزدیک به دقت پیشگویی بر اساس مدل  پیشگویی در آن

 .گیردشده در آن صورت نمیهستند و گام جانهی مقادیر گم

بازتولید خواهد شد.   𝜀 که در هر تکرارشود به طوری یکسان تولید می 𝑥 و 𝑦 دنباله از بردار 1000ای از مجموعه اکنون 

پیشگویی مقادیر گم  1000برای دو مدل مذکور   ید.  آدست میه  شده، برای دو نوع پیکربندی فضایی ببرآورد و خطای 

 .ه شده استئارا 1بر اساس این دو مدل در جدول  (SD) 11و انحراف استاندارد SLM برآورد پارامترهای مدل

 SLM-ALL  و   SLM-MISSبرآورد پارامترهای دو مدل   :۱جدول 

 مدل  

SLM-MISS                                  SLM-ALL

  

 SDبرآورد             SD        برآورد    مقدارواقعی  پارامتر                  پیکربندی فضایی 

    
 وابستگی زیاد 

1     1β             ۴/0 ۳۹۳/0     0۶۹/0 ۳۹۷/0         0۵۱/0 

            ۱         𝜎𝜀
2 ۹۹0/0     ۱۵۵/0 ۹۸۴/0          ۱0۷/0 

    ρ            ۶/0 ۶۲۱/0     0۹۷/0 ۶۱۷/0          0۹۲/0 

 
 

 وابستگی کم

 

     1β              ۴/0 

 

۴۱۹/0      ۱۳۴/0 

 

۴۴۷/0          0۸۶/0 

            ۱         𝜎𝜀
2 ۳۳۹ /۱       ۳0۹/0 ۳0۹/۱          ۲۳۲/0 

 
 11 Standard Deviation 
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      ρ            ۶/0   ۶۴۷/0       ۱0۹/0 ۶۱0/0          0۹۲/0 

 

 SLM-ALLو    SLM-MISSبرای دو مدل    MAPEمقادیر ملاک    :۲جدول

 مدل 

 SLM-MISS SLM-ALL پیکربندی فضایی 

 ۹۱0/0 ۹۱۹/0 وابستگی زیاد 

 ۹۴0/0 ۹۸۵/0 وابستگی کم

 12ویی گپیش   خطای   قدرمطلق   میانگین   و   است   شده   انجام  ی شدگ گم   های درموقعیت  ویی گپیش   مفروض،   مدل   دو   اساس   بر 

(MAPE)   ویی مدل گ کم“ دقت پیش   ی زیاد“ و “وابستگ   ی آمده است. در دو حالت “وابستگ  2  جدول درSLM-MISS   

کم“    یکند. البته در حالت “وابستگییید م أ که اعتبار روش به کار گرفته شده را ت  است، SLM- ALL   نزدی به مدل 

دارد که بیانگر     SLM-ALLبیشتری از مقدار آن براساس مدل  ۀفاصل  SLM-MISSمقدار این کمیت بر اساس مدل

بر اساس نتایج حاصل    ی فضایی بین مشاهدات کاهش یافته است. به طور کلی  است که وابستگ  ی کاهش دقت مدل وقت

آزمایش شبیه برآورد رد مناسبی دارد به طوری که چه  کعملتولید شده    برای نمونه   SLM-MISSسازی، مدلاز  در 

-SLM،لکام  ۀبر نمون  یحاصل از مدل مبتن  به نتایج   کویی مقادیر گم شده، نتایج بسیار نزدیگپارامترها و چه در پیش

ALL      .است 

 

(ب)     
 

( الف)  

خط چین( در دو   SLM-ALL (خط( و SLM-MISS (تکرار برای دو مدل 1000در     ρتوزیع تقریبی برآوردهای   .4شکل  

 کم  وابستگی  ‐ب  و  زیاد  وابستگی  ‐فضایی الف پیکربندی  حالت  

 
 

 MAR های انتخابات تحت فرضتحلیل فضایی داده  .  ۵.  ۲

از مدل ارائه کاربردی  اتورگرسیو در مدلبرای  های  از داده  ، MARشده تحت فرضهای فضایی گمدادهندی  بهای 

مرکزی هر شهر به عنوان    ۀا استفاده شده است. نقطکشهر آمری  ۳107در    1980جمهوری سال  ریاست   مربوط به انتخابات

ساخته   ۳107×    ۳107با ابعاد     Wشعاع، ماتریس وزن  ۀهای فاصلآن شهردر دسترس است. بر اساس وزنمختصات فضایی  

 های فضایی در نظر گرفته شده است. موقعیت  ی، میانه فواصل اقلیدس dمورد نظر برای فاصله،  شده است، که در آن کران

  ی اهگدانش  جمعیت با تحصیلات  2xسال( در هر شهر،   19ی دادن )بالای  أ جمعیت واجد شرایط ر  1xچهار متغیر تبیین  

  متوسط درآمد سرانه افراد  4xو    هستند در هر شهر    یونکیت واحد مسکدارای مالکه  جمعیت واجد شرایط    ۳xدر هر شهر،  

 
12 Mean Absolute Prediction Error 
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اریتم این متغیرها به عنوان متغیرهای گ شده است. برای کاهش حجم محاسبات، ل  در هر شهر در نظر گرفتهواجد شرایط  

  ی اریتم نسبت کل آراء به جمعیت واجد شرایط در هر شهر، یعنگدر نظر گرفته شده است. همچنین ل  در مدلی  تبیین

دهندگان رأی  است.    نسبت  شده  منظور  پاسخ  متغیر  عنوان  به  شهر،  حدود  هر  نامشخص،  دلایل  از    28به  درصد 

   SDMرد روش ارایه شده در این جا، ابتدا مدلکگم شده است. برای ارزیابی عمل های مربوط به متغیر پاسخگیری اندازه

 به صورت 

  y=  β0 + β1 ln(x1) + β2 ln(x2) + β۳ ln(x۳) + β4 ln(x4) + W ln(x1) β5 +W ln(x2) β6     :  مدل  1

                            + W ln(x۳) β7 + W ln(x4) β8 + ρWy + ε                                        

، مدل  1رد مدلکه است، سپس به منظور ارزیابی عمل ها برازش داده شدبه داده  شدهی رابا روش ماکسیمم درستنمایی برد

 به صورت  ساده رگرسیون

      y = β0 + β1 ln(x1) + β2 ln(x2) + β۳ ln(x۳) + β4 ln(x4) + ε     : مدل  2

 

برازش داده شده است. همانبه داده   OLSبا روش اساس مدل تأخیر1شود مدل  یطور که ملاحظه مها  بر  فضایی    ، 

  نیز اضافه   یساخته شده است با این تفاوت که علاوه بر تأخیرهای فضایی متغیر وابسته تأخیر فضایی متغیرهای تبیین

  است.  SLMاز مدل یحالت خاص  SDMبیان شد مدل ً طور که قبلال گرفته است. همان کش  SDMمدل کشده و ی

 

 ت های انتخابابه دادهی و رگرسیون خط   SDMبرازش دو مدل :۳جدول  

 مدل 

 SDM  رگرسیون خطی  

 مقدار              -SD                  p                    برآورد    مقدار -SD            p                   برآورد  پارامتر

β0 2/6e−14              0/128               1/065  200/0  ۳60 /0  6/899 

β1 <2/4e−16       0/054            −0/626  8/6e−6        0 /02۳               −0/721 

β2 <2/4e−16       0/052             0/862  2/4e−15            0 /0۳5                  0/45۳      

β۳ 1/4e−10          0/041            0/052  0/ 012                  471 /0                     170 /0             

β4 4/1e−6                0/057          −0/28۳  0/6۳9 ۳68/0     −0/ 480  

β5 -              -                    -                   -  0/ ۳00  ۳50 /0  −5/ 80۳  

       β6 -              -                    -                   -  0/ 200  796/0  1/ 9۳0  

β7 -              -                    -                   -  0/ 100  240 /0  5/2۳6 

β8 -              -                    -                   -  0/ 052  584/0  −0/ 085  

 

 گر وجود وابستگی فضایی بینحاصل شده است که بیان   7/409𝑒−7برابر با  مقدارp_   آزمون همبستگی مورانبرای  

برآورد    482/0  برابر با  SDM مدلکند در  که شدت وابستگی فضایی را بیان می 𝜌 . همچنین پارامتر[ 12]  ها استداده

کند. نتایج مربوط به برآورد ضرایب رگرسیونی برای دو یید میأ خود وجود وابستگی فضایی را نیز ت ۀشده است، که به نوب

مدل ضریب   شود در هر دوطور که ملاحظه میه شده است. همانئارا  2در جدول   SDM مدل رگرسیون خطی و مدل
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شرایط مقداری منفی برآورد شده است که این رخداد به دلیل در نظر گرفتن متغیر پاسخ به صورت متغیر جمعیت واجد  

یون خطی تابع لگاریتمی نسبت آراء به جمعیت واجد شرایط امری طبیعی است. اثر هر چهار متغیر تبیینی در مدل رگرس

ر  دامعنی SDM یر وابسته فضایی آن در مدل افراد واجد شرایط و متغ  ۀدار است. اثر متغیر میانگین درآمد سرانمعنی

با وجود عدم معنی تأخیر   ،SDM  داری متغیر جمعیت دارای مالکیت واحد مسکونی در مدلنیست. همچنین  متغیر 

متغیرهای تأخیر فضایی جمعیت واجد شرایط   SDM علاوه در مدله  دار است. بیی آن با ضریب بزرگ و مثبتی معنیفضا

دادن   بارأی  آکادمیک معنی  و جمعیت  گرفته شده OLS دار هستند که در مدلتحصیلات  این موضوع  نادیده  و  اند 

مدلمی احتمالی  نقاط ضعف  از  تعدیل  د.محسوب شو OLS تواند  تعیین  برای مدلضریب  روش   SDM یافته  با  که 

است در حالی که مقدار این کمیت برای مدل    7۳4/0ماکسیمم درستنمایی برداری شده برازش داده شده است برابر با  

با   برابر  مقدار  628/0رگرسیون خطی  با   OLS در روش SSE است. همچنین  ماکسیمم    ۳02/4۳برابر  روش  برای  و 

برای   RMSE شدگی، مقدارهای گماست. در پیشگویی متغیر پاسخ در موقعیت 642/25شده برابر با  درستنمایی برداری 

ها حاکی  است. مقادیر این کمیت  184/0شده برابر با  ای روش ماکسیمم درستنمایی برداریو بر  222/0برابر با   OLS روش

شده برازش داده شده است، با به کارگیری  با روش ماکسیمم درستنمایی برداری از آن است که مدل تأخیر فضایی که  

 .غیر پاسخ شده استتری در پیشگویی متها، منجر به خطای کماطلاعات فضایی موجود در داده

 گیری نتیجه

های اتورگرسیو فضایی های فضایی با مدلبندی دادهشدگی، مدلپوشی بودن گمدر این مقاله تحت فرض قابل چشم

شده انجام شد. سپس روشی مناسب برای برآورد پارامترهای مدل تحت عنوان برآورد ماکسیمم  و پیشگویی مقادیر گم

معرفی شد که جایگزینی مناسب برای روش ماکسیمم درستنمایی کلاسیک، در موارد مواجهه  درستنمایی برداری شده  

که  های اتورگرسیو فضایی است، به طوری های مربوط به ماکسیمم کردن تابع درستنمایی به ویژه در مدلبا پیچیدگی

سازی و مثالی واقعی  ایش شبیه شود. در این راستا انجام آزممشکل دستیابی به ماکسیمم موضعی از طریق آن رفع می

هایی  بندی در چنین دادهمورد هدف قرار داده شد که نتایج حاصل حاکی از آن بود که روش معرفی شده و نحوه مدل

  .شودنتایج بهتری حاصل می OLS عملکرد قابل قبولی داشته و نسبت به روش رایج

 تقدیر و تشکر 

ای که موجب ارائه بهتر مقاله شد محترم مجله برای پیشنهادهای ارزنده  و ویراستار  داوران  ت تحریریه،أ نویسندگان از هی

 نمایند.زمانی دانشگاه تربیت مدرس قدردانی می -های وابسته فضایی و از حمایت قطب علمی تحلیل داده
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