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 چکيده

مفهوم فضای ،  متریک احتمالی منگر و فضای شبه متریک احتمالی منگر - bدر این مقاله ابتدا با استفاده از ساختار فضای 

برای بعضی قضایای نقطه ثابت  پسدهیم. سهایی از این فضا ارائه میمثالکنیم و منگر را تعریف می متریک احتمالی - bشبه 

)هاینگاشت , ) - تایج از نقطه ثابت را برای ادامه بعضی نماییم. در نا در این فضاها بیان و اثبات میر انقباضی چند مقداری

انقباضی های نگاشت -  تعریف شده روی فضای شبه نوع تعمیم یافتهb -  دهیممی نشانمتریک احتمالی منگر .

 دهیم.ارائه میمان نتایج هایی جهت بررسی سودمند و کارا بودنهمچنین مثال

 ، نگاشت چند مقداری ،  نقطه ثابت،  نگاشت انقباضیمنگرمتریک احتمالی ی فضا  متریک، -bفضای شبه  واژههای کليدی: 

 . مقدمه1

ایده منگر استفاده [. 6] معرفی شد 0فضای منگر ( توسط منگر -PMمفهوم فضای متریک احتمالی منگر ) به طور خلاصه  

شود که فاصله فضای متریک احتمالی وقتی مطرح میاز تابع توزیع به جای عدد نامنفی برای مقدار یک متریک بود. مفهوم 

x,دانیم. از این رو در چنین فضاهایی فاصله دو نقطهطور دقیق نمیبین دو نقطه را به  y  با تابع توزیع,x yF شود داده می

,0]که در آن  برای هر  )t     مقدار, ( )x yF t  احتمال رخ دادن رویداد این که فاصله بین,y x  ازt  کمتر باشد را نشان

فضای منگر کامل به دست آوردند که در توسیع  -PMتعمیمی از اصل انقباضی باناخ روی 3رید -و پاریچا2سگال  دهد.می

فضای منگر  -PMخواص 7و اسکلار  4بعدها، شوایزر .[9] فضای منگر نقش مهمی داشت -PMنظریه نقطه ثابت در یک 

                                                           
 khanehgir@mshdiau.ac.ir   نویسنده مسئول  

 
1 Menger 
2 Sehgal 
3 Bharucha-Reid  
4 Schweizer 
5 Sklar 

mailto:khanehgir@mshdiau.ac
mailto:khanehgir@mshdiau.ac


 های ریاضی پژوهش                                                    0411زمستان ، 4 ۀ، شمار7جلد                                                            736
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

متریک  -bفضای  7گیرخانهو  6حسنوند .[1] ارائه دادندرا مورد مطالعه قرار دادند و بعضی نتایج اساسی روی این فضاها را 

بعضی  9پاپو 1هدزیک از سوی دیگر  .[4] قطه ثابت در این فضاها را اثبات نمودندناحتمالی منگر را معرفی و بعضی قضایای 

)های قضایای نقطه ثابت را برای  نگاشت )C - نمودند و اثبات  انقباضی چند مقداری در فضاهای متریک احتمالی بیان

نقطه ثابت را  ۀقضی 02و اژدری 00بیت اللهی .[01] را به حالت چند مقداری تعمیم داد زمفهوم انقباض هیک 01زیکیک .[3]

)های برای نگاشت , , , )    -  اکنون،  .[0]در فضاهای متریک احتمالی منگر مورد مطالعه قرار دادند انقباضی چند مقداری

)هایما رده نگاشت , ) -  فضای شبه  را درانقباضی چند مقداریb - ۀکنیم و قضیمعرفی می متریک احتمالی منگر 

نگاشت انقباضی. سپس کنیماثبات می ها بیان واین نوع از انقباضثابت را برای  ۀنقط - را بررسی  نوع تعمیم یافته

 دهیم.ارائه می ماننتایج و کارا بودن ی جهت بررسی سودمندهایمثال همچنیننماییم. می

متریک احتمالی منگر را معرفی می - bابتدا مفهوم فضای شبه 2صورت زیر تنظیم شده است: در بخش ه این مقاله ، ب 

)قضیه نقطه ثابت را برایو سپس  کنیم , ) - اثبات  و این فضاها بیانروی  تعریف شده ی چند مقداریهاانقباض

نگاشت انقباضی به 3در بخش نماییم. می -  اهاز انقباضاین نوع بعضی نتایج نقطه ثابت برای نوع تعمیم یافته و 

 . پردازیممی

 نماییم.یمورد نیاز را که بعدها در این مقاله مورد نیاز است بیان م مفاهیمدر زیر، بعضی نمادها ، تعاریف و 

:ای ناتهی  باشد و فرض کنید  مجموعه Xفرض کنید [2] .1تعریف  [0, )b X X     نگاشتی باشد که در شرایط

 زیر صدق کند: 
)اگر   (1) , ) 0b x y   آنگاهx y، 

x,برای هر (2) y X ،( , ) ( , )b bx y y x ، 

1sعدد حقیقی  (3)  چنان موجود باشد که برای هر, ,x y z X ، 

 ( , ) ( , ) ( , ) .b b bx z s x y y z    

)شود و دوتایی می نامیده Xمتریک روی  - bیک شبه  bدر این صورت  , )bX   یک فضای شبهb - متریک با ثابت

s شود. نامیده می 

فرض کنید  [2] .1مثال  0,1,2X کنیم . تعریف می 

2, 0,

( , ) 1
, .

2

b

x y

x y
otherwise



 


 


 

)صورت در این , )bX یک فضای شبهb-  2متریک با ثابتs   .است 
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[0,1]:*( تابع نرم )یا یک نرم مثلثی -tیک [7] .2تعریف  [0,1] [0,1]  ست به طوری که برای هر ا

, , , [0,1]a b c d  :در خواص زیر صدق کند 
)پذیری : شرکت (0) ) ( )a b c a b c    . 

aجابجایی :  (2) b b a  . 

1aوجود عنصر واحد :  (3) a . 

aیکنوایی : اگر  (4) b وc d آنگاه ،a c b d   . 

 است اگر به عنوان یک تابع، پیوسته باشد. نرم پیوسته -tیک 

,کنید فرض [7] .2مثال  [0,1]a b در این صورت . : min ,Ma b a b  ،:Pa b a b   و

 : max 1,0La b a b    هایی از مثالt- خواصدر اینجا  هستند. های پیوستهنرمt- نرم را برایL

 ( برقرار است. زیرا داریم 0پذیری )نماییم . خاصیت شرکتبررسی می
 ( ) max 2, 1,0 max 2,0a b c a b c c a b c           

 و 

 ( ) max 2, 1,0 max 2,0 .a b c a b c a a b c           

aشوند. همچنین اگر می( به سادگی بررسی 3( و )2خواص ) b وc d  1آنگاه 1a c b d      و لذا

a c b d   .از طرفی چون توابع جمع، تفریق و ماکزیمم توابعی پیوسته هستند لذاL،t-  .نرمی پیوسته است 

:تابع   [4] .3تعریف  ( , ) [0,1]F    شود اگر صعودی و پیوسته ای منگر نامیده مییک تابع توزیع فاصله

limو همچنینچپ باشد  ( ) 0, (0) 0
t

F t F


   وlim ( ) 1
t

F t


ای . مجموعه تمام توابع توزیع فاصله

Dمنگر را با   منگر است:  ایتابع توزیع فاصله برای مثال تابع تعریف شده با ضابطه زیر یک دهیم. می نمایش 
0, 0,

( )
1, 0.

t
H t

t


 


 

تایی   یک سه فضای منگر( با ضریب -PbMمتریک احتمالی منگر )به اختصار -bیک فضای [4] .4تعریف 

( , , )X F   است وقتی کهX ای نا تهی،مجموعه  یکt - و  نرم پیوستهF  یک نگاشت ازX X  به توی

D  ( است,x yF ،  مقدارF در نقطه( , )x y ودهدرا نمایش می ) به طوری است  [0,1)یک عدد حقیقی در

 که شرایط زیر برقرار است :
( 1)PbM , ( ) ( )x yF t H t  اگر و فقط اگرx y ، 

( 2)PbM  
, ,( ) ( )x y y xF t F t، 

( 3)PbM  برای هر, ,x y z X  و هر, 0s t   ،(0,1]  موجود است به طوری که        

, , ,( ) ( ) ( ).x y x z z yF t s F t F s    

 نماییم.ها استفاده میاز آن 3در نظر گرفته شده است که ما در بخش   .[7]در  های زیر از توابع خاصخانواده

,0]:تابع  . 5تعریف  ) [0, )   یک ، -شود اگر در شرایط زیر صدق کند:تابع نامیده می 
 (0)( ) 0t   0اگر و فقط اگرt . 
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 (2)  به طور اکید صعودی است و( )t  ه گاهرt . 

(3)  0) روی, ) پیوسته چپ است. 

(4)  0درt  .پیوسته است 

,0]:رده همه توابع پیوسته صعودی  همچنین دهیم.نمایش می توابع را با- در ادامه، رده همه ) [0, )    

(0)به طوری که  0   و( ) 0n

na  0اه هرگna  که، وقتیn ، 0را بادهیم.نمایش می 

 

)هایبرای نگاشت قضيه نقطه ثابت  . 2 , ) -نقباضی چند مقداری در فضای شبها 
 b- متریک احتمالی منگر 

هایی از این فضا کنیم و به ارائه مثالحتمالی منگر را معرفی میمتریک ا -bابتدا مفهوم فضای شبهدر این بخش،   

)هاییعنی قضیه نقطه ثابت برای نگاشتقضیه اصلی این مقاله پردازیم. سپس می , ) - چند مقداری در فضای انقباضی

ارایی کدهیم که ه میمان، مثالی ارائبه عنوان کاربردی از نتایج .  دهیممیمتریک احتمالی منگر را مورد مطالعه قرار  -bشبه

 دهد.این نتایج را نشان می

تایی ، یک سهفضای منگر( با ضریب  -PbMLمتریک احتمالی منگر )به اختصار-bیک فضای شبه .7تعریف 

( , , )X F  است کهX تابع  ای ناتهی ،مجموعه  t -  نرمی پیوسته وF  نگاشتی ازX X به تویD  

x,هست ) yF  به مقدارF  در نقطه( , )x y کند( ودلالت می است به طوری که شرایط زیر  [0,1)عددی حقیقی در

 برقرار است:

( 1)PbML  اگر, ( ) ( )x yF t H tگاه آنx y، 

( 2)PbML , ,( ) ( )x y y xF t F t ، 

( 3)PbML برای هر, ,x y z X  و هر, 0s t  ،(0,1] موجود است به طوری که 

, , ,( ) ( )* ( ).x y x z z yF t s F t F s   

1، 7اگر در تعریف    آنگاه( , , )X F   است. .[7]یک فضای شبه متریک احتمالی منگر 

)فرض کنید .3مثال  , )bX یک فضای شبهb– متریک با ثابتs اشد. نگاشت ب:F X X D   

 زیر در نظر بگیرید: ۀرا با ضابط

,, , ; ( ) ( ( , )).x y bx y X t F t H t x y      

)در این صورت  , , )MX F یک فضای شبهb- 1متریک احتمالی منگر با ضریب

s
   .است 

)فرض کنید . 4مثال  , )bX یک فضای شبهb– متریک با ثابتs باشد. نگاشت:F X X D    را با

 زیر در نظر بگیرید: ۀضابط

,

, 0,
( , )( )

0, 0.

bx y

t
t

t x yF t

t






 
 
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)در این صورت  , , )MX F یک فضای شبهb-  1منگر با ضریبمتریک احتمالی

s
  حالت خاص،  است. در

فرض کنید
b دهیمباشد. نشان می 0مانند مثال( , , )MX F نیست. برای  یک فضای شبه متریک احتمالی منگر

0xمثال قرار دهید  y   و. 2z  در این صورت از( 3)PbML 1با  1و هر 2, 0t t  آوریم به دست می

0,0 1 2 0,2 1 2,0 2( ) min ( ), ( ) ,F t t F t F t  

 شودکه از آن نتیجه می

1 2 1 2

1 2
1 2

min , .
1 12

2 2

t t t t

t t
t t

 
 

  
    

 

 

1باجایگذاری  1t  ،2 2t  3آوریمبه دست می در نامساوی بالا 2 4
min ,

5 3 5

 
  

 
که تناقض است. لذا 

( , , )MX F  .یک فضای شبه متریک احتمالی منگر نیست 

فرض کنید  .8تعریف  nxیک دنباله در یکPbML-  فضای منگر( , , )MX F  :باشد. گوییم 

  nx همگرا بهx  0است اگر برای هر  (0,1)و هر ،0n   چنان موجود باشد که برای هر

0n n ،, ( ) 1
nx xF    نویسیم)در چنین حالتی میnx x، ) 

  nx 0یک دنباله کوشی است اگر برای هر (0,1)و هر ،0n   چنان موجود باشد که برای هر

0,m n n ، , ( ) 1
n mx xF    ، 

 ( , , )X F  کامل است اگر هر دنباله کوشی، درX ،همگرا باشد  

    nxۀ، یک دنبالG - 0کوشی است اگر برای هر  و هرp داشته باشیم ،    

,lim ( ) 1,
n n px x

n
F 


 

 ( , , )X F   ،G - کامل است اگر هر دنبالهG-  .کوشی در آن همگرا باشد 

)اگر  4و  3های در مثال , )bX  گاه  فضاهای شبهکامل باشد آنb- متریک احتمالی منگر( , , )MX F   متناظر

 نیز کامل هستند.

 لم زیر را می توان اثبات نمود.  [7]از  03در لم  مختصری با تغییرات 

فرض کنید .1لم  nx یک دنباله درPbML- فضای منگر( , , )X F  باشد و,x y X  به طوری که

nx x وnx y   وقتیn در این صورت .x y. 

فرض کنید  .2لم  nx یک دنباله درPbML-فضای منگر( , , )X F  باشد به طوری که برای هرt  ،

1,lim ( ) ( )
n nx x

n
F t H t


 در این صورت . nx یک دنبالهG -  کوشی در( , , )X F  .است 

p,فرض کنید  اثبات. n 0دلخواه باشند و فرض کنید کنیم که داده شده باشد. مشاهده می 

1 1, , ,

( 1)
( ) ( ) ( )

n n p n n n n px x x x x x

p
F F F

p p

  


   


  
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1 1 2 2
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 آوریم که ، به دست مینرم - tدهیم . با توجه به پیوستگی نهایت میل میبیبه را  nدر عبارت بالا

1 1 2 1

2

, , , ,lim ( ) lim ( ) ( )*... ( )
n n p n n n n n p n p

p

x x x x x x x x
n n
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1 1 ... 1 1.     

tپس برای هر  ،,lim ( ) ( )
n n px x

n
F t H t


  و این بدان معناست که nx لۀیک دنباG -کوشی در

( , , )X F  ست .ا 

)که  با فرض این     , , )X F  یکPbML-  2از ، منظورمنگر استفضایX های ناتهی گردایه همه زیرمجموعه

X  است .A X  اگراه گهر گوییم بستهx X  0برای  هر و  (0,1)و هر ،z A  چنان

,موجود باشد که   ( ) 1x zF    آنگاهx A.( )c X های بسته و ناتهیگردایه همه زیرمجموعهX  در نظر

.  همچنین نماد یریمگمی
1

i
i

w



  1برابر با مقدار 2 3 ...w w w   . است 

)فرض کنید .  9 تعریف , , )X F  یکPbML-  (0,1):، منگرفضای (0,1)   نگاشتی باشد به طوری

)، (0,1)که برای هر  )    وlim ( ) 0n

n
 


 و: (0, ) (0, )     .یک نگاشت باشد

:نگاشت  2Xf X   یک نگاشت( , ) -  شود اگر برای هرچند مقداری نامیده میانقباضی,x y X  و

0هر   (0,1)و هر : داشته باشیم 

, ,( ) 1 , ; ( ( )) 1 ( ).x y z wF z fx w fy F             

xنیم کهکیادآوری می X یک نقطه ثابت برای نگاشت چند مقداری: 2Xf X   است اگرx fx. 

) کنید فرض.  1قضيه  , , )X F  یکPbML- منگرفضایG- با کامل 
0 1

sup 1
a

a a


  ،

: ( )f X c X  یک نگاشت( , ) -  0برای هر انقباضی چند مقداری باشد به طوری که  ،

1

( )n

n

 




  0همگرا باشد. اگر برای هرx X ،1 0x fx  چنان موجود باشد که
0 1,x xF D   برای و

0هر  ، 

(1)                                              
1

lim (1 ( )) 1.n i

n i
 




 
   

xحداقل یک نقطه ثابت دارد یعنی  fگاهآن X  هست کهx fx .  1همچنین فرض کنید اگرx  2وx  دو

گاه باشند آن fنقطه ثابت برای
1 2,x xF D در این صورت .f .دارای نقطه ثابت منحصر به فرد است 
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 چوناثبات.  
0 1,x xF D  (0,1)پس برای هر ،0  وجود دارد که

0 1, ( ) 1x xF    چون .

f نگاشت ،( , ) -  2انقباضی چند مقداری است پس 1x fx  موجود است به طوری که 

2 1, ( ( )) 1 ( ).x xF      

با ادامه این روند دنباله  nx X یابیم به طوری که برای هر میn  ،1n nx fx   و 

(2)                                  
1

1 1

, ( ( )) 1 ( ).
n n

n n

x xF    


     

0برای هر  بنابر فرض   (0,1)و  هرداریم lim ( ) lim ( ) 0n n

n n
   

 
 .  دهیم نشان میحال

0برای هر  0 ،
1, 0lim ( ) 1

n nx x
n

F 


 0. در واقع اگر 0   0و (0,1) داده شده باشند و

0n  0به قدر کافی بزرگ باشد به طوری که برای هرn n ،0( )n    0و( )n    با استفاده آنگاه

0nرای هرب (2)از n داریم                                                    

1 1, 0 , 0( ) ( ( )) 1 ( ) 1 .
n n n n

n n

x x x xF F     
 

     

 

 

لذا 
1 , 0lim ( ) 1

n nx x
n

F 


.   1اکنون فرض کنید 0   دلخواه باشد . چون
1

( )n

n

 




 همگراست پس عدد

1طبیعی 
1( )

2
n


هست که  

1
1

1

( )
2

( )
2

n

n n



 





 1. برای هر
1( )

2
n n


  با به کارگیری رابطه

( 3)PbML داریم 

2 2 1 1

1 1
, 1 , ,( ) ( ) ( )

2 2n n n n n nx x x x x xF F F
 


   
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1
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n n n n
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  

  

1همچنین عدد طبیعی 
2 ( )

4
n


هست به طوری که  

1
2

2

1

( )
4

( )
4

n

n n


 
 





 مجددا با استفاده از .

( 3)PbML  1برای هر 1
1 2max ( ), ( )

2 4
n n n

  
  

 
 توان نوشتمی  

3 3 2 2

1 1
, 1 , ,( ) ( ) ( )

2 2n n n n n nx x x x x xF F F
 


   
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2 1 1

, , ,( ( )) ( ) ( )
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n
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   

 
    

   

3 2 2 1 1

2 1

, , ,( ( )) ( ( )) ( ( )).
n n n n n n

n n n

x x x x x xF F F     
    

    

)،pاز این رو برای هر  )n p توان یافت به طوری که برای هر به اندازه کافی بزرگ می( )n n p داریم 

(3)                                
1 1

1
1

, 1 ,
1

( ) ( ( )).
n p n n i n i

p
n i

x x x x
i

F F  
    


 


  

)و هر  pنرم برای هر  -tاز طرفی با توجه به خواص  )n n p داریم 

(4)                  
1

1 1

1 1
(1 ( )) (1 ( )).

p
n i n i

i i
   

 
   

 
       

)و هر pهر برای    (4)و  (3)،(2)از ترکیب روابط  )n n pآیدرابطه زیر به دست می. 
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(5)                            
1

1

, 1
1

( ) (1 ( )).
n p n

n i

x x
i

F   
 


 


   

2می توان  (1)از  1( )n    2یافت به طوری که برای هر 1( )n n  ،  

(6)                        1

1
1
(1 ( )) 1 .n i

i
  


 


    

و هر  pبرای هر  (6)و (5)با تلفیق روابط  2 1max ( ), ( )n n p n  آوریمبه دست می 

1, 1 1( ) 1 .
n p nx xF  
 

  

این به آن معناست که  nx یک دنبالهG- کوشی است و چونX،G- کامل است پسx X  موجود است

limکه  n
n

x x


دهیم . حال نشان میx fx  با توجه به اینکه . برای این منظور( )fx c X است کافی 

0اثبات نماییم برای هر   (0,1)و  هر ،z fx   هست به طوری که, ( ) 1x zF     چون  .

0 1

sup 1
a

a a


   (0,1)پس برای ،( ) ( 0 , 1 )   موجود است به طوری که

(1 ( )) (1 ( )) 1          

)و همچنین  ) (0,1)  1)چنان موجود است که ( )) (1 ( )) 1 ( )          قرار می  .-

دهیم  ( ) min ( ), ( )       .توانیم نتیجه بگیریم کهمی 
(1 ( )) ((1 ( )) (1 ( ))) 1 .               

0اکنون    یابیم که چنان می
2

( )
3

 
   .چونlim n

n
x x


  1پسn  موجود است به طوری

1nکه برای هر  n ،, ( ) 1 ( )
3nx xF


 


  .  2 (2)از رابطهn گیریم که را طوری در نظر می

2nبرای هر  n ،
1

2

, ( ) 1 ( )
3n nx xF

 
 


   3وn 3یابیم که برای هر را طوری میn n ،

, ( ) 1 ( )
3nx xF


 
  چون  .f  نگاشت( , ) -  انقباضی است پسz fx   موجود است به طوری

3nبرای هر  که n ،
1 , ( ( )) 1 ( ( ))

nx zF     


  3.  پس برای هرn n، آیدرابطه زیر به دست می. 

1, 1,

2

( ) ( ( )) 1 ( ( )) 1 ( ).
3n z n zx xF F

 
      

 
       

با انتخاب  1 2 3max , ,n n n nتوان به دست آوردرابطه زیر را می 

1 1

2 2

, , , ,( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3n n n nx z x x x x x zF F F F
    


     

(1 ( )) ((1 ( )) (1 ( ))) 1 .                

xبنابراین fx . 

باشند به طوری که fدو نقطه ثابت برای 2xو  1xاکنون فرض کنید  
1 2,x xF D (0,1). مقدار بت ولی را ثا

0. پسگیریمدلخواه در نظر می  وجود دارد که
1 2,. ( ) 1x xF    چونfنگاشت ،( , ) -  انقباضی چند

 مقداری است پس داریم 

1 2, 1 2 ,( ) 1 , ; ( ( )) 1 ( ).x x z wF z fx w fx F             

1zدهیمقرار می x  2وw x پس داریم .
1 2, ( ( )) 1 ( )x xF      برای هر. با ادامه همین روندn   به
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 آوریمدست می

1 2, ( ( )) 1 ( ).n n

x xF      

0فرض کنید حالا 0   0و (0,1)  0دلخواه باشند و فرض کنیدn  به قدر کافی بزرگ باشد به طوری

0nکه برای هر  n ،0( )n    0و( )n  0. پس برای هرn n   داریم 

1 2 1 2, 0 , 0( ) ( ( )) 1 ( ) 1 .n n

x x x xF F          

 دلخواه داریم tاز اینرو برای هر
1 2, ( ) ( )x xF t H t  با استفاده از شرط ولذا( 1)PbML  ، یریمگنتیجه می

1 2x x .بنابراینf رسد.در اینجا اثبات مسئله به پایان میفرد است. دارای نقطه ثابت منحصربه 

 گزاره زیر را داریم.  [1]از  2.  3در اثبات قضیه مختصری تغییرات  با

 سری شرطدو سویی و صعودی باشد جایگزین شرط به جز آن که  0تحت فرضیات قضیه  .1گزاره 
1

( )n

n

 





  دارد. Xحداقل یک نقطه ثابت در fنگاشتگاه آنهمگرا باشد 

 باشد. به مثال زیر توجه نمایید. فردمنحصربه fلزومی ندارد نقطه ثابت، 0توجه کنید در گزاره 

)فرض کنید . 5مثال  , )bX   باشد. نگاشت 0مانند مثال:F X X D    این در نظر بگیرید. در  3را مانند مثال

)صورت  , , )X F  یکPbML-فضای منگرG-  کامل با ضریب
1

2
   .نگاشتاست : ( )f X c X  با

ضابطه  (0) 1f  ، (1) 0,1f   و (2) 0,2f  همچنین  نگاشت هایو: (0,1) (0,1)   با ضابطه

( )
2


    و: (0, ) (0, )      با ضابطه( ) 2t t  .در این صورت را در نظر بگیریدf  یک

)نگاشت , ) -  نگاشتشود طور که ملاحظه میهمانبرقرار است.  0همه شرایط گزاره انقباضی چند مقداری است وf 

 است.  1,2دارای دو نقطه ثابت 

 

 نماییم.، مثال زیر را بیان می0به عنوان کاربردی از قضیه 

فرض کنید  . 6مثال  ( 0,1 , )C   فضای توابع پیوسته از 0,1  باشد. این فضا را به شبه به تویb-  متریک 

 , ( 0,1 , )x y C         
2 2 2

[0,1]
( , ) max( ( ) ( ) ) ,b

t
x y x t y t


  

اکنون نگاشت نماییم. مجهز می   : ( 0,1 , ) ( 0,1 , )F C C D   کنیم.را با ضابطه زیر تعریف می 

 , ( 0,1 , ).x y C   0,t    , ( ) ( ( , )),x y bF t H t x y  

)دانیم که  می ([0,1], ), ,*)C F یکPbML-فضای منگرG-  کامل است. نگاشت چند مقداری

: ([0,1], ) ( ([0,1], ))f C c C  با ضابطه 
1

22 2
'

50

Arctan( ( )) sin( ( ) )
( ') , [0,1]

2 1 ( )

sx t x s
fx s ds t

x s

 
  

    
   
 

 

:همچنین  نگاشت های را در نظر بگیرید. (0,1) (0,1)    با ضابطه( )
2


    و: (0, ) (0, )      با ضابطه
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( )
2

t
t  .(0,1)در این صورت برای هر  را در نظر بگیرید0، هر  و هر , ( 0,1 , )x y C ، 

, ( ) 1x yF     2اگر و فقط اگر 2 2

[0,1]
max( ( ) ( ) )
t

x t y t


  . اکنون اگرz fx  [0,1]پسt   هست که 

' [0,1].s          

1

22 2
'

50

Arctan( ( )) sin( ( ) )
( ') ,

2 1 ( )

sx t x s
z s ds

x s

 
  
  

 

'برای هر [0,1]s   قرار دهید

1

22 2
'

50

Arctan( (1)) sin( ( ) )
( ')

2 1 ( )

sy y s
w s ds

y s

 
  
  

 این صوررت به سادگی می. در-

,توان بررسی کرد  ( ( )) 1 ( )z wF     لذا .f یک نگاشت( , ) -  انقباضی چند مقداری است و همه شرایط

'برقرار است. پس  0قضیه  ( [0,1], )x Cهست که  ی' 'x fx. 
 

 متریک احتمالی منگر - bقضيه نقطه ثابت در فضای شبه.  3

های انقباضیبرای  نگاشتقضیه نقطه ثابت  یکدر این بخش     - در فضای شبه نوع تعمیم یافتهb- متریک

   پردازیم.می .  قبل از آن به معرفی چند مفهوم مورد نیازدهیممیاحتمالی منگر را مورد مطالعه قرار 

)فرض کنید  .01تعریف  , , )X F   یکPbML- فضای منگر و:f X X  یک نگاشت باشد. همچنین فرض

,0)دو تابع از وکنید  )X X    0)به توی, ) شند. گوییمباf  ،( , )  -  پذیرفتنی است اگر برای هر

,x y X  0و برای هرt   ، 
( , , ) 1 ( , , ) 1,x y t fx fy t    
( , , ) 1 ( , , ) 1.x y t fx fy t    

[0,1]:خانواده تمام توابع  .11تعریف  [0,1]h 0کند با را که در شرایط زیر صدق میدهیم . نمایش می 

0) h،نزولی باشد 

اگر  (2  [0,1]na  1، آنگاهna   اگر و فقط اگر( ) 0nh a . 

[0,1]:برای مثال تابع  [0,1]h   2با ضابطه( ) ( 1)h t t   به
0 دارد. تعلق 

0hاگر  .2گزاره   (1)، آنگاه 0h   به علاوه .( ) 0h t  1اگر و فقط اگرt  . 

(1)برای این که نشان دهیم  اثبات. 0h ( از تعریف 2، کافی است در قسمت )برای هر 00 ،n  ،1na   در

t[0,1]بگیریم . حال اگر برای  نظر  ،ی( ) 0h t برای هر00( از تعریف 2گاه در قسمت )آن ،n  تعریف ،

naنیم کمی t  1شود نتیجه می 00. از تعریفt . 

)فرض کنید  .2قضيه  , , )X F  یکPbML- فضای منگرG -  کامل با ضریب باشد و:f X X 

)یک نگاشت  , ) - :پذیرفتنی باشد که در شرایط زیر صدق کند  

0) f نگاشت انقباضی -  نوع تعمیم یافته باشد یعنی برای هرk           داشته باشیم ،
1 1

, ,( , , ) ( ( ( ))) ( , , )max ( ( ( ( )))),k k k k

fx fy x y

t t
x y t h F t fx fy h F

c c
         

 


 

1

,( ( ( ( )))) ,k

y fy

t
h F

c
  




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x,برای هر  y X  0و برای هرt   وقتی که ،0  ،0h  (0,1)وc . 

2) 0x X 0برای هر باشد کهچنان موجودt   ،0 01 ( , , )x fx t ،0 0( , , ) 1x fx t . 

 دارد. Xیک نقطه ثابت در  fگاه آن

,به علاوه اگر برای  هر  ( )x y Fix f  منظور از (( )Fix f مجموعه نقاط ثابتf  0است ( و برای هرt  

1 ( , , )x y t  و( , , ) 1x y t  آنگاهf .یک نقطه ثابت منحصر به فرد دارد 

0xابتدااثبات .  X فرض کنید و  ( صدق کند2که در شرط )نیم کرا چنان انتخاب می nx دنباله پیکاردf  بر

nباشد، یعنی برای هر  0xپایه   ،1n nx fx  اگر . 0 0n   چنان موجود باشد که
0 0 1n nx x 

شود. اکنون فرض کنید برای هر  ست و قسمت وجودی اثبات تمام میا fنقطه ثابتی از 0x، آنگاه  0n  ،

1n nx x ( نتیجه می2. از شرط ) شود که برای هرn  0و هرt     ،11 ( , , )n nx x t   

)1و , , ) 1n nx x t  .   0فرض کنید 0t   دلخواه باشد، چون 0در صفر پیوسته است پسr   هست که

0 ( )t r  داریم . 

1 1 1, 0 , 1 ,( ( )) ( ( ( ))) ( , , ) ( ( ( )))
n n n n n n

k k k

x x x x n n fx fxh F t h F r x x r h F r     
    

1

1
1 1

1 , ,( , , ) max ( ( ( ( )))), ( ( ( ( ))))
n n n n

k
k k

n n x x x fx

r r r
fx fx h F h F

c c c


      




 



 
  

 
 

(7) 
1

1 1

, ,max ( ( ( ( )))), ( ( ( ( )))) .
n n n n

k k

x x x fx

r r
h F h F

c c
     



  
  

 
 

 دو حالت زیر رخ می دهد :

 ماکزیمم سمت راست، (7)حالت اول . اگر در عبارت 
1

1

,( ( ( ( ))))
n n

k

x x

r
h F

c
  



 آنگاه از خاصیت  باشد

 داریم  صعودی بودن 

1 1

1

, ,( ( ( ))) ( ( ( ( ))))
n n n n

k k

x x x x

r
h F r h F

c
    

 

 

1

2 2

, 2
( ( ( ( )))) ...

n n

k

x x

r
h F

c
  



  

(8)                                   
1,( ( ( ( )))).

n n

n k n

x x n

r
h F

c
  



 

limچون  ( )k n

nn

r

c
 


   پس

1,lim ( ( )) 1
n n

k n

x x nn

r
F

c
 






 گیریم کهنتیجه می 2. از گزاره 

1,lim ( ( ( ))) 0.
n n

k n

x x nn

r
h F

c
 






 

  آید.زیر به دست میعبارت ،  لذا از خواص 
(9)                                    

1,lim ( ( ( ( )))) 0.
n n

n k n

x x nn

r
h F

c
  






 

 شود. می نتیجهرابطه زیر  (9)و  (8)ز ا

1,lim ( ( ( ))) 0.
n n

k

x x
n

h F r 


 

  داریم 2با به کار گیری دوباره گزاره 
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1,lim ( ( ))) 1.
n n

k

x x
n

F r 


 

شود لذا نتیجه می
1, 0lim ( ) 1

n nx x
n

F t


 . 

ماکزیمم سمت راست،  (7)اگر در عبارت حالت دوم . 
1

1

,( ( ( ( ))))
n n

k

x x

r
h F

c
  



  باشد آنگاه داریم 

1 1 2 1

1 1

, , ,( ( ( ))) ( ( ( ( )))) ( ( ( ( ))))
n n n n n n

k k k

x x x x fx fx

r r
h F r h F h F

c c
       

   

   

0 1,... ( ( ( ( )))).n k n

x x n

r
h F

c
   

2 1

2 2

, 2
( ( ( ( ))))

n n

k

x x

r
h F

c
  

 

 

 آوریم که مشابه حالت اول به دست می ینهایت میل دهیم با استدلالرا به بی nحال اگر

1,lim ( ( )) 1
n n

k

x x
n

F r 


 

و لذا 
1, 0lim ( ) 1

n nx x
n

F t


 0. حال چونt دلخواه است و در هر دو حالت به
1, 0lim ( ) 1

n nx x
n

F t


 

}گیریم که نتیجه می 2لم از رسیدیم، پس  }nx دنباله  یکG- کوشی در فضایG-  کامل( , , )X F  

zلذا است .  X  وجود دارد به طوری کهnx z  وقتیn   یعنی ، 

, ( ) 1 .
nx zF   0 00, (0,1), , ;n n n         

0tکنیم که برای هر است . برای اثبات این مطلب مشاهده می fنقطه ثابتی از zکنیم کهثابت می   و هرn  

(10)         
1 1 1, , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

2 2 2 2n n n nz fz z x x fz z x fx fz

t t t t
F t F F F F

   
  

    

nxچون  z  وقتیn   ،گیریم که به خصوصنتیجه می 

(11)                                                         
1,lim ( ) 1.

2nz x
n

t
F




 

یعنی  (10)دهیم که جمله دوم در سمت راست عبارتحال نشان می
, ( )

2nfx fz

t
F

 اه گنیز به یک همگرا است هرn  به

0t. فرض کنید  میل کندنهایت بی   دلخواه ولی ثابت باشد. چون  0در صفر پیوسته است پس   وجود دارد که

( )
2

t
    داریم . 

,( , , ) ( ( ( )))
n

k k

n fz fxz x h F     ,( ( ( )))
n

k

fz fxh F   

1

,( ( ( ( ))))
n n

k

x fxh F
c


  





1
1

,( , , ) max ( ( ( ( )))),
n

k
k

n z xfz fx h F
c c

  
   




 


 

  

1 1

, ,max ( ( ( ( )))), ( ( ( ( )))) .
n n n

k k

z x x fxh F h F
c c

 
       

  
 

 

nxند و چون کمیگاه جمله دوم از سمت راست به صفر میل نهایت میل کند آنبه بی nاگر در عبارت بالا z  وقتی

n  ،شودلذا نتیجه می 
1

, ,lim ( ( ( ))) lim ( ( ( ( )))) 0.
x nn

k k

fz f x z
n n

h F h F
c


     

 
  

ند کهکرابطه ایجاب میاین 
,lim ( ( )) 1

x n

k

fz f
n

F   


  لذا  . 
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(12)                                             
,lim ( ) 1.

2x n
fz f

n

t
F




 

,گیریم که نتیجه می (12)و   (11)، (10)از ترکیب  ( ) 1z fzF t .  بنابراینz fz. 

 ( 2باشند در این صورت از شرط  ) fمتمایز برایدو نقطه ثابت  yو  xاگر .  پردازیمدر ادامه به یکتایی نقطه ثابت می

 از فرضیات قضیه داریم 
0, ( , , ) 1& ( , , ) 1.t x y t x y t     

 در صفر پیوسته است پس چون 

0 00; ( ).s t s   

کنیم که بنابراین ملاحظه می
, 0( ( )) 0k

x yF s   و 

 , 0 0 , 0( ( ( ))) ( , , ) ( ( ( )))k k k

x y fx fyh F s x y s h F s       

1 1 10 0 0
, ,( , , )max ( ( ( ( ))), ( ( ( ( ))))k k k

x y y fy

s s s
x y h F h F

c c c
          

  
 

1 10 0
, ,max ( ( ( ( ))), ( ( ( ( )))) .k k

x y y fy

s s
h F h F

c c
       

  
 

 

(13) 

 گاه داریماولین عبارت باشد آن (13)اکنون اگر ماکزیمم سمت راست 
2 2 0

, 2
( ( ( ( ))))k

x y

s
h F

c
  1 0

, 0 ,( ( ( ))) ( ( ( ( ))))k k

x y x y

s
h F s h F

c
    

0
,... ( ( ( ( )))).n k n

x y n

s
h F

c
    

nحد عبارت سمت راست وقتی    برابر صفر است . پس
, 0( ( ( ))) 0k

x yh F s    شود نتیجه می 2که از گزاره

, 0( ( ))) 1.k

x yF s    

بنابراین داریم  
, 0 ,( ( )) ( )k

x y x yF s F t   . 

,،  tبرای هر  رو از این ( ) 1x yF t  ند ک. این ایجاب میx y  که تناقض است . همچنین اگر ماکزیمم عبارت

xشود لالی مشابه ثابت میدومی باشد با استد (13)سمت راست  y . پس فرض خلف باطل است و که تناقض است

f تنها یک نقطه ثابت درX . دارد 

:و  aفرض کنید  . 1نتيجه  [0,1] [0, ]h a نزولی باشد و اگر{ } [0,1]na  1، آنگاهna   اگر و فقط اگر

( ) 0nh a   وقتیn  2)برای مثال( ) ( 1)h t a t   به جز  2را  در نظر بگیرید( . در این صورت با فرضیات قضیه

 دارد . Xنقطه ثابت یکتا در fدر شرایط مذکور صدق کند hاین که تابع

Xفرض کنید  . 7مثال    و:b X X    2نگاشتی با ضابطه( , ) ( )b x y x y    باشد . در این

2sمتریک با ثابت  -bیک شبه  bصورت   فرض کنید   . است( , , )MX F   یک فضای شبهb-  متریک احتمالی

1منگر با ضریب 

2
s   باشد. نگاشت  3مانند مثال:f X X   توابع ،  و  0)از, )X X    0)به توی, ) 

را به ترتیب با 
2

x
fx   و( , , ) ( , , ) 1x y t x y t   تعریف کنید . حال, : (0, ) (0, )      با ضابطه
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( ) ( )t t t    را در نظر بگیرید و قرار دهید
1

2
c دهیم نگاشت . نشان می( , ) - پذیرفتنیf یک نگاشت 

   بررسی کنیم .است. برای این منظور کافی است شرط زیر را نوع تعمیم یافته 
2

2| | | |
( ( ) ) 1
2 2 2k

t x y
H
 

   
 

  

2 2
22

2 2

9
max ( ( ) ) 1 , ( ) 1 .

2 2 4k k

t t
H x y H y

 

    
         

    

 

 کنیم که سمت چپ نمی تواند برابر یک و سمت راست برابر صفر باشد.رسی درست بودن این رابطه ثابت میبرای بر

2لذا داریم   فرض کنید به برهان خلف ، چنین اتفاقی بیفتد

2
( )

2k

t
x y


   2و

2
( )

2k

t
x y


   و

2

2

9

2 4k

t
y


 که این تناقض است . پسf  یک نگاشت    2نوع تعمیم یافته است که در تمام شرایط قضیه 

0xنقطه ثابت منحصر به فرد  وکند صدق می  . دارد 
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