
 627                                                      1444 زمستان، 4 ۀ، شمار7جلد                                       های ریاضی    پژوهش
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 باناخی هامشبکهی رو فشرده فیضع –𝒃ی عملگرها ازی خواص
 

  نژاداکبر بهرام، نژاد آذرحق کاظم

 گروه ریاضیات و کاربردها، علوم ۀدانشکد، دانشگاه محقق اردبیلی

 22/11/77 :پذیرش                    22/47/77 :دریافت 

 چکیده

 –𝑏ی عملگرها خواص ازی بعض و ارائه را باشد فضا   𝐸 ،-𝐾𝐵 باناخ مشبکه کهنیای برای کاف و لازم شرط مقاله نیا در
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  مقدمه

 در آنها. کردند مطرح 2فشععرده فیضععع -bی عملگرها نام به را عملگرها ازی دیجد ۀرد ]2[ در همکارانش و 1یآلپا

شان مقاله نیا شرده فیضع-bی عملگرها که دادند ن ستند گرید شده شناختهی عملگرها از زیمتما،  ف  وی آلپا بعداً. ه

ی عملگرها ةرابط و دادند انجامی قاتیتحق فشععرده فیضععع -bی عملگرها خواص دربارۀ ]4[در 4نیآلت و  ]3[ در 3ارکان

b-شرده فیضع شرده فیضعی عملگرها مانند  شده شناختهی عملگرها ازی گریدی ها رده با را ف شرده-مین و ف  و 5ف

شان  ]5[ در همکارانش و 4اکزوز .کردندی بررس رهیغ  کی یکل حالت در فشرده فیضع-b عملگر یک دوگان که دادند ن

 .است ریپذامکانی کاف و لازمی طیشرا تحتی ول ستین فشرده فیضع-b عملگر

شرده فیضعدر این مقاله روی خواص عملگرهای  شرده فیضع -bو  ف سی ف شان کنیممیو تحقیق  برر  دهیممی. ن

ر هر عملگ، های باناخ طی روی مشبکهینیست ولی تحت شرا فشرده فیضع، فشرده فیضع -bکه در حالت کلی عملگر 

b- شرده فیضع شرده فیضعتواند ، میف شد. هم ف شرده فیضع-bعملگرهای  ةچنین رابطبا شرد ف  ۀرا با عملگرهای ف
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 عملگر هر صورت نیا در باشد، 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸اگر مشبکه باناخ که   دهیممیو نشان  کردهبررسی  1ضعیف ترتیبی

 . است فشرده فیضع 𝑋، –𝑏 مانند باناخی فضای بتو 𝐸 ازی بیترت فیضع ۀفشرد

 3دیددکن کامل را سیری فضععا و میدهیم شینما 𝐸  با را)مشععبکه برداری(  2سیری فضععا ،مقاله نیا سععر سععرتا در

 . باشد ممیسوپری دارا آن کراندار بالا از وی ناته ةرمجموعیز هر هرگاه مینامیم

 :  هرگاه مییگو( هم بر عمود) مجزا را 𝑦و  𝑥 عضو دو 𝐸 سیری فضا در. 1 فیتعر

|𝑥| ∧ |𝑦| = 0 

𝑥 میسینویم و ⊥ 𝑦  .  

. ‖ نرم. 2 فیتعر  ,𝑥 هری برا هرگاه مییگوی امشعععبکه نرم  را 𝐸 سیری فضعععا بر  ‖ 𝑦𝜖𝐸 ، اگر |𝑥| ≤ |𝑦| گاهآن 

‖𝑥‖ ≤ ‖𝑦‖ .شبک شبکة را نرم نیا به مجهزی بردار ةم شبکة اگر. مییگویم نرمداری بردار م  4تام 𝐸 نرمداری بردار م

 . مینامیم باناخ مشبکه را آن گاهآن باشد،

 . است 𝑋ی روی خطی هاتابعک همه شامل 𝑋ی برداری فضا از ∗𝑋یجبر دوگان که میکنیمی ادآوری  

:𝑇 عملگری الحاق صورت نیا در .باشندی برداری فضاها 𝑌 و 𝑋 دیکن فرض 𝑋 → 𝑌 میکنیم فیتعر صورتدینب را : 

𝑇∗: 𝑌∗ → 𝑋∗
 

(𝑇∗𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑇𝑥), (𝑓𝜖𝑌∗ , 𝑥𝜖𝑋). 

,𝑋) میکن فرض  𝜏) ضا کی شد کیتوپولوژی برداری ف ,𝑋) از ′𝑋 کیتوپولوژ دوگان. با 𝜏) ضایز کی  ازی برداری رف

𝑋∗ ی خطی ها تابعک تمام شامل𝜏 - ی رو وستهیپ𝑋 سیر نرمداری فضا کیتوپولوژ دوگان. است 𝐸 با را 𝐸′ دوگان و 

𝑓 هری برا. میدهی م نشان ′′𝐸 با را 𝐸 کیتوپولوژ دوم ∈ 𝐸′ نرم ‖𝑓‖ صورتبه را  

‖𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑓(𝑥)‖: ‖𝑥‖ ≤ 1 }, 

𝑓 هری برا ‖𝐸′، ‖𝑓 نرم از ما منظور صورت نیا در. میکنیم فیتعر ∈ 𝐸′ اگر. است 𝐸 در باشدی بردار مشبکه کی 

+𝐸عبارت بهتر ، بهمیریگیم 𝐸 مثبتی ها عضو تمام مجموعه را +𝐸 صورت نیا = {𝑥 ≥ 0: 𝑥 ∈ 𝐸}. 

 . باشد همگرا نرم  +𝐸 در کراندار نرم یصعود دنبالة هر هرگاه مینامیم 5فضا -𝐾𝐵 یک را 𝐸 باناخ ةمشبک. 3 فیتعر

,𝑥هری ازابه هرگاه مینام آلدهیا را 𝐸 سیری فضعععا از 𝐴ی برداری رفضعععایز. 4 فیتعر 𝑦 ∈ 𝐸  اگر |𝑥| ≤ |𝑦| و 

𝑦 ∈ 𝐴 گاهآن   𝑥 ∈ 𝐴. 
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ندی گرید 1تور هرگاه م،ییگو 𝑥 بهی بیترتی همگرا را 𝛼(𝑥𝛼) تور 𝐸 سیری فضعععا در. 5 فیتعر (𝑦𝛼) مان
𝛼

 وجود 

 :  کهیطور هب باشد داشته

𝑦𝛼 ↓ 0, ∀𝛼:     |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼 

𝑥𝛼  صععورتبه رایی همگرا نیا صععورت نیا در

𝑜
→ 𝑥 عبارت. میدهیم نشععان 𝑦𝛼 ↓ (𝑦𝛼)که اسععتی معن نیا به  0

𝛼
 

. و استی نزولی ادنباله inf(𝑦𝛼) = 0 

(𝑥𝛼) اگر هرگاه  م،ینام 2یبیترت ةبست را𝐸 سیری فضا از 𝐴 رمجموعهیز .7 فیتعر ⊆ 𝐴  و 𝑥𝛼

𝑜
→ 𝑥 گاهآن 𝑥 ∈ 𝐴 .

 شینما 𝐵𝐴  با را 𝐸 سیری فضا در 𝐴 ةمجموع وسیلةبه شده دیتول نوار و مینامیم 3نوار یک رای بیترت ةبست آلدهیا هر

 .میدهیم

 . باشد ′′𝐸 دری نوار  𝐸 اگر فقط و اگر ستا فضا 𝐾𝐵 , 𝐸– باناخ Gمشبک .6 ۀیقض

  شود مراجعه ]1[  منبع از 44.4 ةیقض به. اثبات

 به کهیطور به باشعععد موجود 𝐸 دری ا  𝑦 هرگاه مینامی بیترت کراندار را 𝐸 سیری فضعععا از 𝐴 ةرمجموعیز .7 فیتعر

𝑥 هری ازا ∈ 𝐴 میباش داشته |𝑥| ≤ 𝑦. 

:𝑇ی خط عملگر. باشند سیری فضا دو  𝐹و 𝐸 میکن فرض. 9 فیتعر 𝐸 → 𝐹  را : 

𝑥 هری ازابه هرگاه مییگو مثبت( الف ∈ 𝐸+  میباش داشته  𝑇(𝑥) ≥ 0 . 

 . باشدی بیترت کراندار 𝐹 در 𝐸، 𝑇(𝐴) از 𝐴 ی بیترت کراندار ةرمجموعیز هری برا هرگاه مییگو 4یبیترت کراندار( ب

  𝐸ی بیترت دوگان را آن و میدهیم نشعععان ~𝐸 با را 𝐸 سیری فضعععا بری بیترت کرانداری خطی هاتابعک همه ةیگردا

 .است سیری فضا کی ~𝐸،یبیترت دوگانی فضا ]1[ از 52 ةصفح به توجه با. مینامیم

  گرید عبارتبه میدهیم نشان ~~𝐸 با و مییگویم 𝐸 سیری فضای بیترت دوم دوگان را ~𝐸یبیترت دوگان

𝐸~~: = (𝐸~)~. 

صو  یبیترت کراندار -𝑏تعاریف  ضای ریس  𝑏 تیخا سیلةبهایم، برای اولین بار که در زیر آوردهرا  برای یک ف آلپای  و

 د.شومراجعه  ]3[تر به ارائه شدند، برای اطللاعات بیش ضعیف فشرده-𝑏خواص عملگرهای  بررسیو همکارانش برای 

  صورت نیا در. باشد سیری فضا کی 𝐸 میکن فرض. 11 فیتعر

𝐴( الف ⊆ 𝐸 را –𝑏 هرگاه مینامیمی بیترت کراندار  𝐴 در𝐸~~ باشدی بیترت کراندار . 

 . باشدی بیترت کراندار 𝐸 در 𝐸ی بیترت کراندار -𝑏 ةرمجموعیز هر هرگاه است 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸( ب

                                                           
1. net 
2. Order closed 

3. Band 

4. Order bounded 
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𝛼(𝑥𝛼)هری برا اگرتنها  و اگر اسعععت 𝑏 تیخاصعععی دارا 𝐸 سیری فضعععا داد نشعععان توانیم ⊆ 𝐸  و 𝑥در ی𝐸′′ که 

0 ≤ 𝑥𝛼 ↑≤ 𝑥  ،تور (𝑥𝛼) در 𝐸 یم فرض کن واضح است، برای قسمت برگشت، قضیهرفت این . باشدی بیترت کراندار

𝐴که  ⊆ 𝐸 ،𝑏- صورت  یبیترت کراندار شد. در این  ′′𝑥با ∈ 𝐸+
ست که برای هر  ′′ 𝑥موجود ا ∈ 𝐴  داریم|𝑥| ≤ 𝑥′′ .

,4]بازه  𝑥′′] به ند را  مان 𝑥𝛼)صعععورت توری 
′′)

𝛼∈𝐼
𝐼 جاگیریم که در اینمی در نظر    = [4, 𝑥′′] و برای هر 𝛼𝜖𝐼  قرار

𝑥𝛼دهیم می
′′ = 𝛼  0 . در این صعععورت ≤ 𝑥𝛼

′′ ↑≤ 𝑥′′ حال اگر قرار دهیم  .𝐵 = {|𝑥|:  𝑥𝜖𝐴}گاه ، آن𝐵   یک

(𝑥𝛽)زیرتوری مانند 
𝛽𝜖𝐽

𝑥𝛼)از 
′′)

𝛼∈𝐼
0که  اسععت    ≤ 𝑥𝛽 ↑≤ 𝑥′′ در این صععورت بنا به فرض .𝑧𝜖𝐸  موجود اسععت که

0 ≤ 𝑥𝛽 ↑≤ 𝑧  و بنا براین𝐴  استکراندار ترتیبی. 

. ‖  نرم با باناخة مشبک کی  𝐸 میکن فرض. 11 فیتعر . ‖  نرم صورت نیدرا. باشد‖  وستهیپ را 𝐸 باناخ مشبکة بر‖

𝑥اگر هرگاه مییگوی بیترت  ↓ ‖𝑥𝛼‖ گاهآن   0  → 0 . 

  .ارزندهم ریز احکام 𝐸 باناخ مشبکهی برا. 12 ۀیقض

1. 𝐸 استی بیترت وستهیپ نرمی دارا . 

2. 𝐸 در آلدهیا کی 𝐸′′ است . 

 . است فیضع ۀفشرد 𝐸 مرتب ۀباز هر .3

           .                                                  شود مراجعه  ]1[ منبع از 4.7 ةیقض به اثباتی برا. اثبات

 نرم و 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 که است آن باشد فضا 𝐾𝐵- کی 𝐸 باناخ مشبکة کهنیای برای کاف و لازم شرط. 13 ۀیقض

 . باشدی بیترت ةوستیپ

 𝐸  باناخ ةمشبک  ]1[ از 232 صفحه حاتیتوض به توجه با صورت نیا در. باشد فضا𝐾𝐵-  کی 𝐸 میکن فرض. اثبات

(𝑥𝛼) میکن فرض. هست زین  𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 میدهیم نشان حال. استی بیترت ةوستیپ نرمی دارا ⊆ 𝐸 و𝑥′′ ی ا

0𝑥𝛼 که باشد داشته وجود ′′𝐸در ↑ ≤ 𝑥′′  .نیبنابرا 𝑠𝑢𝑝 ∥ 𝑥𝛼 ∥≤∥ 𝑥′′ ∥<  فضا𝐾𝐵-  یک  𝐸چون  و ∞+

𝑥 جهینت دراست،  ∈ 𝐸 که است موجود ∥ 𝑥𝛼 − x ∥⟶ 0𝑥𝛼 داریم ]1[ از 3.44 ةیقض به بنا صورت نیا در. 0 ↑

𝑥  است برقرار حکم نیبنابرا و. 

′′𝐸دری نوار 𝐸 میده نشان استی کاف 7 ةیقض به توجه با برعکس، = 𝐸~~ کهنیا از. است 𝐸 یبیترت ةوستیپ نرمی دارا 

𝑥 یازابه کهیطورهب باشد E در تور کی (𝑥𝛼 ) میکنیم فرض حال. است ′′𝐸در یآلدهیا 𝐸 ،12ة یقض بر بنا است  یا ′′

0 𝑥𝛼شرط ′′𝐸 در ↑ 𝑥 ′′𝑥 که میده نشان ]1[ از 1.37 لم به بنا استی کاف. باشد برقرار ′′ ∈ 𝐸 .به بنا جاکهآن از 

𝑧  پس،  است 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 فرض ∈ 𝐸0 شرط بای ا 𝑥𝛼 ≤ 𝑧 هری برا  ةجینت به توجه با چون. است برقرار 

𝑥  صورت نیا در است دیددکن کاملاً ی فضا کی 𝐸  ،]1[ از 4.14 = 𝑠𝑢𝑝 𝑥𝛼  و بنا براین دارد وجود 

𝑥 ∈  𝐸    رو،ایناز𝑥 = 𝑥  .ستا ′′𝐸دری نوار  𝐸نیبنابرا،و   ′′
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 یاصل بخش

:𝑇 عملگر. باشد باناخی فضا کی 𝑋 و باناخ مشبکة کی 𝐸 میکن فرض. 14 فیتعر 𝐸 → 𝑋 را −𝑏 فشرده فیضع 

– ةرمجموعیز هر ،𝑇 هرگاه مینامیم 𝑏 ازی بیترت کراندار 𝐸 از فیضعی نسب ۀفشرد ةرمجموعیز به را 𝑋 ببرد . 

,𝑊(𝐸 با را 𝑋ی تو به 𝐸 از فیضع ۀفشردی عملگرها ةهم ةمجموع 𝑋) یعملگرها ةهمة مجموع و−𝑏 فشرده فیضع 

,𝑊𝑏(𝐸 با را 𝑋)  میدهیم نشان  . 

 یهمان عملگر اگر فقط و اگر ستا فضا 𝐾𝐵-  کی 𝐸 صورت نیا در. باشد سیری فضایک   𝐸 میکن فرض. 15ۀ یقض

 𝐼 ∶ 𝐸 → 𝐸 ی عملگر−𝑏  باشد فشرده فیضع . 

– ةدنبال کی 𝐴 و فضا 𝐾𝐵-   کی 𝐸 میکن فرض. اثبات 𝑏 ازی بیترت کراندار 𝐸 هر 13 ةیقض بر بنا. باشد  -𝐾𝐵 فضا 

 نیبنابرا. است 𝐸ی بیترت کراندارة رمجموعیز کی 𝐴 رو،از این. است 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 پس است 𝑏 تیخاصی دارا

𝑥  𝐸+ کهیطورهب دارد وجود 𝐴 ⊂ [−𝑥, 𝑥] .ةمجموع 12 ةیقض  بر بنای طرف از [−𝑥, 𝑥] است فیضعۀ فشرد .

,𝑥−] چون 𝑥] پس است بستهة کی یگو 𝐴 جاکهآن از. است فیضع ۀ فشردی نسب ةرمجموعیز 𝐼 در استی همان عملگر 

 . است فشرده فیضع 𝐼، −𝑏 جهینت

:𝐼 میکن فرض برعکس، 𝐸 → 𝐸 ، 𝑏- و فشرده فیضع (𝑥𝑛) در کراندار نرم وی صعود دنبالة کی 𝐸+ نشان. باشد 

𝑥̂ نگاشت. ستا همگرا (𝑥𝑛) میدهیم ∶ 𝐸+
′ → 𝑅 هری برا را 𝑓 ∈ 𝐸+

𝑥̂ (𝑓) صورتبه ′ = lim
𝑛

𝑓(𝑥𝑛) یم فیتعر

+𝐸یرو 𝑥̂. میکن
 :  رایز استی جمع ′

𝑥̂(𝑓 + 𝑔) = lim
𝑛

(𝑓 + 𝑔)(𝑥𝑛) =  lim
𝑛

(𝑓(𝑥𝑛) + 𝑔(𝑥𝑛))

= lim
𝑛

(𝑓(𝑥𝑛)) + lim
𝑛

(𝑔(𝑥𝑛)) = 𝑥̂(𝑓) + 𝑥̂(𝑔) 

ی برا ′′𝐸 در. میدهیم نشان ̂ 𝑥با دوباره را آن که است عیتوس قابل ′′𝐸عنصر یک به ]1[ از 1.14 ةیقض بنابه رو،ایناز 

0: میدار 𝑛 هر ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑥̂ .نیبنابرا (𝑥𝑛) ة رمجموعیز –𝑏 ازی بیترت کراندار 𝐸 چون حال. است 𝐼 ، –𝑏 فیضع 

 .شودی م ثابت حکم و. ستا همگرا (𝑥𝑛) رو،از این ستا همگرا نرم به نسبت  (𝐼(𝑥𝑛))پس است فشرده

 : ارزندهم ریزی هاگزاره صورت نیا در. باشد باناخ مشبکة 𝐸 میکن فرض. 17 ۀگزار

1. 𝐸 کی –𝐾𝐵 فضاست . 

,𝐿(𝐸:  میدار 𝐹 باناخی فضا هری برا .2 𝐹) = 𝑊𝑏(𝐸, 𝐹) . 

ی بتو 𝐸 از وستهیپی عملگر 𝑇 و باناخی فضا کی 𝐹 میکن فرض و باشد فضا 𝐾𝐵 - کی𝐸  میکن فرض(.  21 اثبات

𝐹  و 𝐴 ة رمجموعیز کی –bازی بیترت کراندار 𝐸 هر 13 ةیبرقض بنا. باشد –𝐾𝐵 تیخاصی دارا فضا 𝑏 ،پس است 𝐴 در 

𝐸 مانندی مثبت عنصررو، از این. استی بیترت کراندار 𝑥 در 𝐸 که دارد وجود 𝐴 ⊆ [−𝑥, 𝑥] .چون 𝐸 ة وستیپ نرمی دارا

,𝑥−] مرتب ۀباز 12ة یقض بر بنا ،(استی بیترت وستهیپ نرمی دارا فضا 𝐾𝐵-هر 13 ةیقض به بنا) استی بیترت 𝑥] کی 
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𝐴̅ ،یطرف از. است فیضعۀ فشردی نسبة رمجموعیز
𝑤

⊆ [−𝑥, 𝑥] چون و𝐴̅
𝑤

,𝑥−] و فیضعة بست  𝑥] فیضع ۀفشرد 

𝐴̅ رو،از این است
𝑤

 فیضع ۀ فشرد  𝑇(𝐴̅𝑤) که شودیم جهینت است وستهیپ T عملگر کهنیا از. است فیضع ۀ فشرد 

̅̅𝑇(𝐴 )چون حال. است ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑤
⊆ 𝑇(𝐴̅

𝑤
̅̅𝑇(𝐴 ) لذا  ( ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑤

 ییعن است فشرده فیضع -𝑇، 𝑏پس است فیضع ۀ فشرد 

𝐿(𝐸, 𝐹) ⊆ 𝑊𝑏(𝐸, 𝐹). 

,𝑊𝑏(𝐸که استی هیبدی طرف از  𝐹) ⊆ 𝐿(𝐸, 𝐹)   شودی م ثابت حکم نیبنابرا . 

1  2 .)باناخی فضا هری برا میکن فرض F، . 𝐿(𝐸, 𝐹) = 𝑊𝑏(𝐸, 𝐹)ی همان عملگر صورتنیا در𝐼: 𝐸 → 𝐸 ، 

𝑏- که شودیم جهینت ،15ة یقض از نیبنابرا. است فشرده فیضع 𝐸 کی –𝐾𝐵 ست فضا. 

:𝑇 میکن فرض. 16 ۀیقض 𝐸 → 𝑋 باناخ مشبکة از وستهیپ عملگر کی 𝐸 باناخی فضا به 𝑋 عملگر صورت نیا در. باشد 

𝑇 𝑏  ،-دنبالة هری ازابه اگر فقط و اگر است فشرده فیضع –𝑏مانند مجزای بیترت کراندار (𝑥𝑛)  در  𝐸+ میباش داشته:  

lim
𝑛

‖𝑇(𝑥𝑛)‖ = 0. 

 .شود مراجعه ]4[ منبع از 1 ۀگزار به اثباتی برا .اثبات

:𝑇 میکن فرض. 17 ۀگزار 𝐸 → 𝐹 باناخ مشبکة از کراندار ترتیبی عملگر کی 𝐸 کامل ددکینید باناخ ةمشبکی بتو 𝐹 

,𝐿(𝐸 گاهآن نشود، نشانده 𝐹 در 𝑐0 اگر. باشد 𝐹) = 𝑊𝑏(𝐸, 𝐹) . 

𝑇با توجه به این که  .اثبات = 𝑇+ − 𝑇− بدون این که به کلیت خللی وارد شود ،𝑇 گیریم. حال چون را مثبت می𝑇 

– دنبالة هری ازابه میده نشان استی کاف 17ة یقض به بنا پیوسته است.  𝑇عملگر  ]1[از  4.3 ةمثبت است بنا به قضی

𝑏 مانند مجزای بیترت کراندار (𝑥𝑛) در𝐸+، lim
𝑛

‖𝑇(𝑥𝑛)‖ =  در که باشد +𝐸 در مجزا ةدنبال کی (𝑥𝑛) میکن فرض .0

𝑛 ، 0هری ازابه کهیطورهب دارد وجود ′′𝐸دری ا 𝑥 آن با رابطه ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑥 .میدار ]1[ از 1.3 ةیقض بنابر صورت نیا در 

∑ 𝑥𝑛 =∨𝑛=1
𝑘 𝑥𝑛

𝑘
𝑛=1 هری ازابه نیبنابرا و𝑥′ ∈ 𝐸′   هر و مثبت 𝑘 میدار𝑥′(∑ 𝑥𝑛) = 𝑥′(∨𝑛=1

𝑘 𝑥𝑛) ≤ 𝑥′(𝑥)𝑘
𝑛=1   .

′𝑥 هری ازابه رونیا از ∈ 𝐸′،  . ∑ 𝑥′(𝑥𝑛) < ∞∞
𝑛=1هری ازابه صورتدر این 𝑥′ ∈ 𝐹′ داریم ∑ 𝑥′(𝑇𝑥𝑛) =∞

𝑛=1

∑ 𝑇∗𝑥′(𝑥𝑛) < +∞ ∞
𝑛=1 ةدنبال کهو با توجه به این (𝑆𝑚 = ∑ 𝑇𝑥𝑛

𝑚
𝑛=1  )𝑚 2.5.5 ةکراندار ضعیف است، بنا به قضی 

 فضا 𝐾𝐵 - کی 𝐹مشبکه باناخ  ]1[از  4.44 ةبنا به قضی شودینم نشانده 𝐹 در 𝑐0 کهجاآن ازکراندار نرمی است.  ]7[از 

∑)و بنابراین  ستا صعودی و نرم کراندار است پس نرم همگرا (𝑆𝑚) ةاست. چون دنبال 𝑇𝑥𝑛
𝑘
𝑛=𝑚  در نرم همگرا به (

‖𝑇𝑥𝑚‖ داریممثبت است  𝑇 عملگرچون  و است صفر ≤ ‖∑ 𝑇𝑥𝑛
𝑘
𝑛=𝑚 limبنابراین  و ‖

𝑛
‖𝑇𝑥𝑛‖ =  بنا جهینت در .0

 .است فشرده فیضع 𝑇، –𝑏 عملگر 4.2 ةیقض به

 به 𝑆 مییگویم صورت نیا در. باشند 𝐹یبتو 𝐸 ازیی عملگرهاو𝑆 ,𝑇  سیری فضا دو𝐹 و 𝐸 دیکن فرض. 19 فیتعر

𝑥 هری ازابه هرگاه است شده محدود 𝑇 وسیلة ∈ 𝐸 میباش داشته   

|𝑆(𝑥)| ≤ 𝑇(|𝑥|). 



 های ریاضی پژوهش                                         1444 زمستان، 4 ۀ، شمار7جلد                                                          632
 (نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

𝑆, 𝑇: 𝐸  میکن فرض. 21 ۀیقض → 𝐹و باناخی هامشبکه نیبیی عملگرها 𝑆 وسیلةبه 𝑇 عملگر اگر. باشد شده محدود 

𝑇، –𝑏 گاهآن باشد، فشرده فیضع 𝑆 زین –𝑏 است فشرده  فیضع . 

 که میکن ثابت 17 ةیقض به بنا که استی کاف. باشد 𝐸در مجزا مرتب کراندار 𝑏– دنبالة کی (𝑥𝑛) میکن فرض. اثبات

lim
𝑛

‖𝑆(𝑥𝑛)‖ = 𝑛 هری ازابه. 0 ∈ ℕ میدار 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛
+ − 𝑥𝑛

𝑥𝑛) نیبنابرا. −
𝑥𝑛)  و (−

 هستند مجزایی هادنباله (+

  میدار است شده محدود 𝑇 وسیلةبه 𝑆 چون و

0 ≤ |𝑆(𝑥𝑛
+)| ≤ 𝑇(|𝑥𝑛

+|) = 𝑇(𝑥𝑛
+), 

0 ≤ |𝑆(𝑥𝑛
−)| ≤ 𝑇(|𝑥𝑛

−|) = 𝑇(𝑥𝑛
−), 

 رواز این

0 ≤ |𝑆(𝑥𝑛)| = |𝑆 (𝑥𝑛
+ − 𝑥𝑛

−)| ≤ |𝑆(𝑥𝑛
+)| + |𝑆(𝑥𝑛

−)| ≤ 𝑇(𝑥𝑛
+) + 𝑇(𝑥𝑛

−). 

limداریم  17 ةیقض بر بنا است فشرده فیضع 𝑇، –𝑏 عملگر چون گرید طرف از
𝑛

𝑇(𝑥𝑛
−) = 0 و lim

𝑛
𝑇(𝑥𝑛

+) = از     0

𝑙𝑖𝑚 رو،این
𝑛

‖𝑆(𝑥𝑛)‖ =  .است فشرده فیضع 𝑆 ، –𝑏 عملگری عنی 0

 هری ازابه هرگاه مییگوی بیترت فیضعۀ فشرد را 𝑋 باناخی فضای بتو 𝐸 باناخ مشبکة از 𝑇 عملگر. 21 فیتعر

𝑇([−𝑥, 𝑥])̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ، 𝑥 ∈ 𝐸+ از فیضع ۀ فشرد ة رمجموعیز X باشد . 

ی فضای بتو 𝐸 ازی بیترت فیضعۀ فشرد هرعملگر صورت نیا در باشد، 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 باناخ مشبکة اگر. 22 ۀیقض

 .  است فشرده فیضع 𝑋، –𝑏 باناخ

:𝑇 و 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 که میکن فرض. اثبات 𝐸 → 𝑋 وی بیترت فیضع ۀ فشرد عملگر کی 𝐴 ةرمجموعیز–𝑏کراندار 

 مانندی مثبت عنصررو، از این. استی بیترت کراندار 𝐸 در 𝐴 پس است، 𝑏 تیخاصی دارا 𝐸 جاکهآن از. باشد 𝐸ی بیترت

𝑥 در 𝐸 کهیطورهب دارد وجود 𝐴 ⊆ [−𝑥, 𝑥] .میدار پس: 

𝑇 (𝐴) ⊆ 𝑇 ([−𝑥, 𝑥] ⟹ 𝑇(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑤 ⊆  𝑇 ([−𝑥, 𝑥])̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑤. 

̅̅𝑇 (𝐴)  که شودیم جهینت پس است یبیترت فیضعۀ فشرد 𝑇 عملگر کهنیا به توجه با ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑤 فیضع ۀ فشرد رمجموعهیز 

 .است فشرده فیضع 𝑇 ، -𝑏 رونیا از. است 𝑋 از

 ی یعن. است فشرده فیضع 𝑏- ف،یضع ۀ فشرد عملگر هر پس. است کراندار ،یبیترت کراندارb–  ة رمجموعیهرز :تبصره

𝑊(𝐸, 𝑋) ⊆ 𝑊𝑏(𝐸, 𝑋)                                                         (1)  

𝑇میکن فرض را،یز ∈ 𝑊(𝐸, 𝑋)  و 𝐵 ⊆ 𝐸ی امجموعه–𝑏 رو،از این باشد یبیترت کراندار 𝐵 چون و است کراندار 

𝑇 پس است فیضع ۀ فشرد𝑇(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
 . است فشرده فیضع 𝑇 ، -𝑏 لذا است فیضع ۀ فشرد 
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. ‖ نرم. 23 فیتعر 1 ) 1جمعی –𝑝 را 𝐸 باناخ مشبکةی رو شده فیتعر ‖ ≤  𝑝 <  هری ازابه هرگاه مییگو (∞

𝑥 , 𝑦 ∈ 𝐸+  ی تساو هم، بر عمود(‖𝑥 + 𝑦‖)𝑝 = (‖𝑥‖)𝑝 + (‖𝑦‖)𝑝 باشد  برقرار. 

1  میکن فرض. 24 ۀگزار ≤  𝑝 <  .فضاست-𝐾𝐵 کی جمعی 𝑝– نرم یک با 𝐸 باناخ مشبکة هر صورت نیا در. ∞

 .شود مراجعه ]4[  منبع از 2.4.13جهینت به اثباتی برا. اثبات

:𝐼 یهمان عملگر. 25 مثال 𝐿1[𝑎, 𝑏] → 𝐿1[𝑎, 𝑏]  –𝑏 جا نیا در که است، فشرده فیضع 

(𝐿1[𝑎, 𝑏] = { 𝑓: [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ ∶ ‖𝑓‖1 =  ∫ | 𝑓(𝑥)  |𝑑𝑥 < ({ 𝑓  اندازه پذیر و  ∞ 
𝑏

𝑎
. 

,𝐿1[𝑎)در 𝑏] ًکهگیریم( با توجه به اینهمه جا مساوی باشند، یکی می دو عضو را که تقریبا 𝐿1[𝑎, 𝑏]  باناخی فضایک 

𝑓  ةرابط تحت و است ≤ 𝑔 (هری برا جا نیا در 𝑥  [𝑎, 𝑏] :داریم𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ی ازابه و است سیری فضا ک( ی

,𝑓 هر 𝑔 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] که | 𝑓(𝑥)| ≤ | 𝑔(𝑥)| میدار : 

∫ | 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 
𝑏

𝑎
∫ | 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥  

𝑏

𝑎
 

𝑓‖1‖ی عنی ≤ ‖𝑔‖1 ،  رو،از این 𝐿1[𝑎, 𝑏] برهم عمود مثبت و عنصعععر دو هری ازابه. اسعععت باناخ ةمشعععبک کی 

𝑓, 𝑔𝐿1[𝑎, 𝑏] میدار : 

‖𝑓 + 𝑔‖1 = ∫ |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎
∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

‖𝑓‖1 + ‖𝑔‖1 

,𝐿1[𝑎پس 𝑏]  دارای نرم–𝑝  جا )در این استجمعی𝑝 = ,𝐿1[𝑎، 24 ۀدر نتیجه بنا به گزار .(1 𝑏]  یکKB -  فضا

,𝐿1[𝑎ضعیف فشرده است. از طرفی، چون  𝑏–شود که عملگر همانی فوق نتیجه می 15ة از قضی رو،از ایناست.  𝑏]   

,𝐿1[𝑎، ]7[از  2.2.2 ةانعکاسی نیست، بنا به قضی 𝑏]  .ضعیف فشرده نیست 

نوار  𝐵𝐸پیوسته باشد. در این صورت اگر  𝑋بتوی فضای باناخ  𝐸باناخ  مشبکةاز  𝑇. فرض کنیم عملگر خطی 27 ۀگزار

𝑇گاه باشد، آن ′′𝐸در  𝐸 وسیلةبهتولید شده  ′′(𝐵𝐸) ⊂ 𝑋  است اگر و فقط اگرT  ، -𝑏.ضعیف فشرده باشد 

 مراجعه شود.  ]2[ از منبع  2.2 ۀبرای اثبات به گزار اثبات.

 :ارزندهم 𝐸باناخ  مشبکةاحکام برای این . 26 ۀقضی

 ترتیبی است.  ة پیوست ′𝐸نرم تعریف شده روی  .1

2. 𝐵𝐸  = 𝐸′′ (𝐵𝐸  نوار تولید شده توسط𝐸  در𝐸′′ است.) 

3. 𝐸′  یکKB – ست. ا فضا 

 مراجعه شود. ]4[ از منبع 2.4.14 ة . برای اثبات به قضیاثبات

 
                                                           
1. P-additive 
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:𝑇 اگر. 27 ۀیقض 𝑋 → 𝑌 معادلند عباراتاین  گاهآن باشد، باناخی فضاها نیب وستهیپ عملگر : 

1. 𝑇 است فیضع ۀ فشرد . 

2. 𝑇′′
(𝑋′′

) ⊂ 𝑌 . 

3. 𝑇′ است فیضع ۀ فشرد . 

 .شود مراجعه ]1[  منبع از 5.23ة یقض به اثباتی برا. اثبات

 گاهآن باشدی بیترتة وستیپ ′𝐸ی رو شده فیتعر نرم اگر. باشند باناخی فضا 𝑋 و  باناخ مشبکة 𝐸 میکن فرض. 29 ۀیقض

:𝑇 ۀ فشرد فیضع 𝑏– ة وستیپ عملگر هر 𝐸 → 𝑋، است فیضع ۀ فشرد. 

:𝑇 میکن فرض و باشدی بیترتة وستیپ 'E یرو شده فیتعر نرم میکن فرض. اثبات 𝐸 → 𝑋 عملگر کی –𝑏 فیضع 

𝑇′′(𝐵𝐸) که شودیم جهینت 24 ۀگزار از صورت نیا در. باشد ′′𝐸در  𝐸وسیلةبه شده دیتول نوار کی 𝐵𝐸 و فشرده ⊂ 𝑋  

𝐵𝐸  میدار 27ة یقض بنابر استی بیترتة وستیپ ′𝐸ی رو شده فیتعر نرم چونی طرف از. است 𝑇 دومی الحاق ′′𝑇 که =

𝐸′′ .نیبنابرا 𝑇′′
(𝐸′′

)   X شودیم حاصل جهینت 22ة یقض بنابر رو نیا از و. 
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