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انشعاب و آشوب در یک مدل گسسته همزیستی با نرخ برداشت 

 متناسب
 محمد حسین اکرمی

 دانشکده علوم ریاضیدانشگاه یزد، 

 02/11/98پذیرش                     19/01/98دریافت  

 چکیده 

متناست  را نا استتداده از روش اویلر نه یک مدل  در این مقاله یک مدل پیوستته همزیستتی نین دو نونه نا نرب نرداشتت    

دهیم دهیم. نا استتداده از نرریه منیدلد مرکزی نشتان مینستستته دیدیک کرده و دینامیک  ن را مورد دیزیه و دحلیک ارار می

دهیم ان مینیرد. همچنین نا استتداده از نمای لیاپان  ماکزیمال نشتکه مدل دحت انشتاا  دونرانرستازی دوره دناو  ارار می

 .پردازیم،  شونناک است و سپس نا استداده از روش کنترل نازخورد نه کنترل  شو  دراین مدل میکه مدل

 ، کنترل  شو .،  شو ، انشاا  دونرانرسازی دوره دناو مدل همزیستیکلیدی:  هایواژه

 

 مقدمه -۱

[. نه  2] نرندکنند و از کنار هم نودن ستتود میکمک میها نه یکدیگر  همزیستتتی یک داامک استتت که در  ن نونه 

ها یک رانطه همزیستتی است. زیرا حیوان از سلولز دولید شده عنوان مثال داامک نین نوستدندان و ناکتری درون روده  ن

اد ها از داشتتن یک منی  پایدار مونرد و از طرفی ناکتریشتود، ستود میدوست  ناکتری که ناع  دستلیک در ه تم می

دوان روان  استت ولی مامو  می  ها نستیار پیچیده[. روان  همزیستتی نین نونه۳] نرندمغذی در محی  میزنان ستود می

، همزیستتی نوارشتی و ، همزیستتی نرده افشتانیهمزیستتی را نه هلار دستته زیر دقستیم کردم همزیستتی نذرافشتانی

شتتناستتی  جمایت درمراجاه کنید.    [4] ها نهشتتتر از این دستتتههای نیهمزیستتتی حمایت متقانک. نرای جزایاو و مثال

ای شده است. ننانراین  های نین نونهشتکارهی یا راانت-نرری دوجه کمتری نه روان  همزیستتی نستیت نه داام و شتکار

شتکارهی نستیار -های ارااه شتده نرای داام و شتکارهای ریاضتی ارااه شتده نرای داام و همزیستتی در مقانک مدلمدل

های مااد و  ها را نه صورو دستگاهداامک نین نونه  های همزیستی ارااه شده در مقا و،نیشتر مدل[. ۵، 4]کمتر است  

ای از نونهنررستی پایداری ستراستری یک مدل دو  نه  [۶در ] ، لئونکنند. نه عنوان نمونهنندی میدیدرانستیک )عادی( مدل

نویستندنان نا استتداده از دان  لیاپان  و اصتک پایایی  ستال نه نررستی پایداری در یک مدل     [4در ]پردازد.  میهمزیستتی 

پردازند. در حقیقت حذف دادادی از نه نررستی دثییر نرداشتت در مدل می پردازند. نرخی از نویستندنان نیزهمزیستتی می

شتتود. مامو  نرداشتتت از یک جمایت نرای کنترل ن نرداشتتت شتتناخته میها نه عنواهای جمایت از زیستتتگاه  ننونه
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، رف  نیازهای عمومی نرای کنترل  ستتی  نه حیواناو، نرداشتتت ددریحی یا دیاری مورد استتتداده جمایت افزایش یافته

های پیوستتته  های ریاضتتی ارااه شتتده نرای داام و همزیستتتی مدلطور که ندتیم اکثر مدلهمان[.  7]  نیردارار می

دوانند نرای در هستتند. زیرا میهای نستستته نرای دوصتی  فر یندهای نا زمان های مشتوا، واا  نرایانههستتند. اما مدل

ها( را حدظ کرده  )مانند داداد نقاط یانت و نوع  ن های استاستی مدل پیوستته متنا رواحدهای نام زمانی دلوواه ویژنی

طور  زمان اجرا را نه  ،ستازی کامپیودریپیوستته از خود نروز دهند. همچنین در شتییهدری نستیت نه مدل  دینامیک غنی  و

دهند. ع وه نراین می دوان از انزارهای دستگاه دینامیکی نسسته و مااد و دداضلی نرای دحلیک هشمگیری کاهش می

[  9ستتتی نین دو نونه که در ]، در این مقاله یک مدل پیوستتته همزینا دوجه نه میاح  فوق [.  8] مدل استتتداده نمود

مارفی شتده استت را نا استتداده از روش اویلر نه یک مدل نستستته دیدیک کرده و دینامیک  ن را نه عنوان یک دستتگاه  

 .دهیمدینامیکی نسسته مورد دیزیه و دحلیک ارار می

مدل  یانت    نقاط ۳پردازیم. در نوش  مینه مارفی مدل و پارامترهای  ن    2نوش استتت. در نوش  8این مقاله دارای  

دهیم کته متدل دحتت انشتتتاتا  نشتتتان می 4کنیم. در نوش  هتا را دایین میدستتتت  ورده و پتایتداری موضتتتای  نرا نته

ستتازی عددی مدل را نرای مقادیری از پارامترها انیام داده و شتتییه  ۵نیرد. در نوش دونرانرستتازی دوره دناو  ارار می

دهیم که نا استتداده از نمای لیاپان  ماکزیمال نشتان می  ۶کنیم.  در نوش ود در مدل را درستیم میدیانرام انشتاا  موج

دهیم  نه کنترل  شتو  در مدل پرداخته و نا استتداده از کنترل نازخورد نشتان می 7در مدل  شتو  وجود دارد. در نوش  

 کنیم.ه در این مقاله  نح  میدست  مدکه  شو  اانک کنترل است. در نوش پایانی در مورد نتایج نه

 معرفی مدل  -۲

  مدل همزیستی نا نرب نرداشت متناس 

(1) 
𝑥̇ = 𝑥(𝑟1 − 𝑎𝑥 + 𝛼𝑦 − ℎ𝑥),
𝑦̇ = 𝑦(𝑟2 − 𝑏𝑦 + 𝛽𝑥 − ℎ𝑦),

 

𝑎،  نته دردیت  انتدازه جمایتت نونته اول و دوم  𝑦 و𝑥 در  ن   کته را در نرر نگیریتد =
𝑟1

𝐾𝑥
𝑏 و   =

𝑟2

𝐾𝑦
نته    𝑟2 و  𝑟1 و  

 𝑦 و  𝑦 نر𝑥 نه دردی  ایر همزیستتی  𝛽 و 𝛼،  رفیت  ستتانه𝐾𝑦 و𝐾𝑥   دردی  نرب رشتد اادی جمایت نونه اول و دوم،

های نرداشتتت متناستت  نا جمایت مرنوطه هستتتند. ع وه نراین دمامی پارامترهای  نستتیتℎ𝑦 و   ℎ𝑥 و همچنین   𝑥 نر

𝑟 ، یانت مثیت هستند. حال نا در نرر نرفتن مدل = 𝑟1 − ℎ𝑥  و 𝑠 = 𝑟2 − ℎ𝑦 دوان مدل را نه صورومی  

(2) 𝑥̇ = 𝑥(𝑟 − 𝑎𝑥 + 𝛼𝑦),
𝑦̇ = 𝑦(𝑠 − 𝑏𝑦 + 𝛽𝑥),

 

  را نه صورو دستگاه نسسته( 2)  نوشت. حال نا استداده از روش اویلر پیشرو دستگاه

(۳) 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛[1 + ℎ(𝑟 − 𝑎𝑥𝑛 + 𝛼𝑦𝑛)],
𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛[1 + ℎ(𝑠 − 𝑏𝑦𝑛 + 𝛽𝑥𝑛)],

 

ℎ  وریم که در  ندست مینه  >  .طول نام است0
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 هاپایداری موضعی آن نقاط ثابت و  -۳

نتته(  ۳) دستتتتتگتتاه  یتتانتتت  نتقتطتته  𝑝0صتتتورو  هتلتتار  = (0,0)  ،𝑝1 = (0,
𝑠

𝑏
)  ،𝑝2 = (

𝑟

𝑎
, 𝑝3 و  (0 =

(
𝛼𝑠+𝑏𝑟

𝑎𝑏−𝛼𝛽
,

𝑎𝑠+𝛽𝑟

𝑎𝑏−𝛼𝛽
𝑎𝑏 نا شرط   𝑝3 ای( هستند و نقطه  نقاط مرزی )کرانه  𝑝2 و  𝑝0 ،𝑝1 است. نقاط ( − 𝛼𝛽 > 0 

کنیم.  یک نقطه یانت درونی یا مثیت استت. نرای دایین پایداری موضتای نقاط یانت، انتدا مادریس کاکونی را محاستیه می

 شودمنه صورو زیر محاسیه می (۳)مادریس کاکونی دستگاه  

(4) J(x, y) = (
1 + h(r − 2ax + αy) αhx
βhy 1 + h(s − 2by + βx)

) .  

𝜆1 دارای مقادیر ویژه   𝑝0 مادریس کاکونی در نقطه یانت = 1 + ℎ𝑟    و 𝜆2 = 1 + ℎ𝑠 است که نا دوجه نه مثیت

پارامترها از دایره واحد نوده و ننانراین میدأ یا همان نقطه یانتنودن  ناپایدار است.  نوع   𝑝0 ، این مقادیر ویژه خارج 

 .کنیمرا در نزاره زیر نررسی می𝑝1 پایداری نقطه یانت 

0 انر    .۱  ۀگزار < ℎ𝑠 < 𝑝1 صورو نقطه یانت  در این2 = (0,
𝑠

𝑏
ℎ𝑠 ، انر  یک نقطه زین  ( > یک نقطه ناپایدار  2

ℎ𝑠 و انر  =  یک زین غیرهذلولوی  است.2

  صورو نه 𝑝1 در نقطه یانت (۳)مادریس کاکونی دستگاه  اییاو. 

(۵) J(0,
s

b
) = (

1 +
hsα + bhr

b
0

βhs

b
1 − hs

) , 

𝜆1  ید. مقادیر ویژه مادریس فوق نه صتورو دستت می نه  = 1 +
ℎ𝑠𝛼+𝑏ℎ𝑟

𝑏
𝜆2 و  = 1 − ℎ𝑠  هستتند. واضتا استت

𝜆1 که > 0 . حال انر1 < ℎ𝑠 < 𝜆2 صورودر این2 < ℎ𝑠 یک نقطه زین و انر   𝑝1 ننانر این نقطه یانتو   1 > 2  

𝜆2 ناه ن > ℎ𝑠 و یک نقطه ناپایدار است. همچنین انر  1 = 𝜆2ناه این نقطه غیرهذلولوی است زیرا  ن 2 = −1 .

𝜆1  هستتتند وخطوط پایا  ( ۳) از طرفی محورهای موتصتتاو نرای دستتتگاه > مدارها دور   𝑥پس در راستتتای محور    .1

  وریم.دست میمحدود کنیم، نگاشت زیر را نه 𝑦شونده هستند. حال انر دستگاه را نه محور 

(۶ )  y ↦ y(1 + hs − hby). 

𝑦یانت نگاشت فوق   ۀدنلا نقط =
𝑠

𝑏
′𝑓( است. در این نقطه  ۳دستگاه )  𝑝1  ۀاست که متنا ر نا نقط   (

𝑠

𝑏
) = . نرای  1−

 دایین پایداری از مشتق شواردزی استداده می کنیم. ننانراین  

(7)  Sf (
s

b
) = −

3

2
(2hb)2 < 0. 

نرای دستگاه    𝑝1[ را نیینید(. پس نقطه یانت  1در ]   ۶.  1نقطه یانت پایدار است )ا یه    𝑦در نتییه در راستای محور   
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 ( در این حالت یک زین غیرهذلولوی است. ۳)

 .کنیمزیر نیان می ۀرا در نزار 𝑝2 طور مشانه پایداری نقطه یانتنه

0 انر  .۲گزاره   < ℎ𝑟 < 𝑝2 صورو نقطه یانتدر این  2 = (
𝑟

𝑎
, ℎ𝑟 ، انریک نقطه زین  (0 > ناپایدار    ۀیک نقط  2

ℎ𝑟 و انر =  است. یک زین غیرهذلولوی 2

 .کنیمجا  ن را حذف میاست و در این 1ۀ اییاو این نزاره مشانه اییاو نزار اثبات.

ای درجه دوم نا  های هندجملهنریم که اردیاط نین ریشهلم زیر را نه کار می 𝑝3 نرای دایین پایداری نقطه یانت درونی 

 کند.  ضرای   ن را نیان می

𝐹(𝜆) دان  [(10)] .۱لم   = 𝜆2 + 𝐵𝜆 + 𝐶را در نرر نگیرید که در  ن 𝐵و 𝐶های حقیقی هستند و  یانت𝐹(1) > 0  .

𝐹(𝜆) های ماادلهریشه 𝜆2 و𝜆1 فرض کنید =  .های زیر نرارارند ناه نزارهناشند.  ن 0

1  . |𝜆1| < |𝜆2| و 1 < 𝐹(−1) انر و دنلا انر 1 > 𝐶و  0 < 1. 

2  . |𝜆1| < |𝜆2| و 1 > 𝐹(−1)انر و دنلا انر 1 < 0. 

۳  .|𝜆1| > |𝜆2| و 1 > 𝐹(−1) دنلا انرانر و  1 > 𝐶و 0 > 1. 

4. 𝜆1 = 𝜆2  و  1− ≠ 𝐹(−1) انر و دنلا انر 1− = 𝐵و 0 ≠ 0,2. 

۵ . 𝜆1 و 𝜆2 یک جدت ریشه موتل  مزدوج هستند و |𝜆1| = |𝜆2| =  انر و دنلا انر  1

                  − 2 < 𝐵 < 𝐶و 2 = 1. 

۶   .𝜆1 = 𝜆2 = 𝐹(−1)  انر و دنلا انر  1− = 𝐵و 0 = 2  . 

 نه صورو  𝑝3 یانت درونی در نقطه (۳)مادریس کاکونی دستگاه 

(8) J(x∗, y∗) = (
1 − ahx∗ αhx∗

βhy∗ 1 − hby∗), 

 ( نه صورو8مشوصه نریر مادریس ) ۀاست. ننانراین ماادل

(9) p(λ) = λ2 − (2 − hP)λ + (1 − hP + Qh2), 

   ید که در  ندست می نه

(1۰) 
P = ax∗ + by∗ =

a(α s + br) + b(as + β r)

ab − α β
,

Q = (ab − α β)x∗y∗ =
(α s + br)(as + β r)

ab − α β
.

 

𝑝(1) ناشند. داریم( 9های ماادله مشوصه )ریشه 𝜆2 و𝜆1 فرض کنید  = 𝑄ℎ2 >  همچنین   و   0

𝑝(−1) = 4 − 2𝑃ℎ + 𝑄ℎ2. 
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  طرفی هوناز 

 (2 − hP)2 − 4(1 − hP + Qh2) = P2 − 4Q, 

 ( داریمم 1۰)  ۀدر رانط  𝑄و   Pو نا دوجه نه داری  

(11) P2 − 4Q = (ax∗ − by∗)2 + αβx∗y∗ > 0. 

 شود.زیر نتییه می ۀنزار 1همواره دو ریشه حقیقی دارد. نا استداده از لم 𝑝(𝜆) ننانر این

 ( ۳نرای دستگاه ) 𝑝3 یانت درونی ۀنقط . ۳  ۀگزار

0یک هاه است انر. 1  < ℎ <
𝑃−√𝑃2−4𝑄

𝑄
  ؛

ℎیک منی  است انر .2  >
𝑃+√𝑃2−4𝑄

𝑄
  ؛

.  یک زین است انر۳ 
𝑃−√𝑃2−4𝑄

𝑄
< ℎ <

𝑃+√𝑃2−4𝑄

𝑄
  ؛

ℎ یک نقطه غیرهذلولوی است انر . 4   =
𝑃±√𝑃2−4𝑄

𝑄
ℎو  ≠

4

𝑃
,

2

𝑃
.  

اینکه در    انشاا  در این  نقاط غیرهذلولوی ممکن است انشاا  رب ندهدنا دوجه نه  نه نررسی وجود  ، در نوش ناد 

 .پردازیمدستگاه می

 آنالیز انشعاب -۴

پدیده از  دستگایکی  در  ملم  است.  ههای  انشاا   پدیده  دینامیکی  ایک های  نوش  در  ارااه شده  میاح   اساس  نر 

کند. ننانراین نا  یک نقطه یانت درونی غیرهذلولوی پیدا می  (۳)دانیم که نه ازای مقدار مشوصی از پارامترها دستگاه  می

  شود.کند که نه پدیده انشاا  منیر میدغییر مقدار پارامتر در نزدیکی این مقدار خاص خواص کیدی دستگاه دغییر می

  𝑝3 مادریس کاکونی دستگاه در نقطه یانت درونی   ۀ، یکی از مقادیر ویژنرارار ناشد  ۳  ۀ( نزار4انر شرط ) درنه طور دایق

است. در نتییه احتمال انشاا  دونرانر سازی دوره دناو  در این دستگاه وجود   -1و 1  جزه و دیگری مقداری ن -1 نرانر

 نویسمم های زیر مینه صورو میموعه  را  ۳ ( نزاره4[. حال شرط )1،11دارد]

 𝐹𝐵1 = {(𝑎, 𝑏, 𝑟, 𝑠, 𝛼, 𝛽, ℎ): ℎ =
𝑃−√𝑃2−4𝑄

𝑄
} , 

  و 

 𝐹𝐵2 = {(𝑎, 𝑏, 𝑟, 𝑠, 𝛼, 𝛽, ℎ): ℎ =
𝑃+√𝑃2−4𝑄

𝑄
} . 

 ( در نقطه یانت درونی۳دهیم دستگاه )پارامتر انشاا  در نرر نرفته و نشان میرا نه عنوان  ℎ در این مرحله پارامتر   

𝑝3 = (𝑥∗, 𝑦∗)    .انشاا  را در نقطه درانشاا  دونرانر سازی دوره دناو  دارد پارامترها در   نرای 𝑝3 اینیا  مقادیر 

 مقادیر پارامترها در همسایگی میموعه دوان انشاا  را نرایمیطور مشانه کنیم. نهنررسی می𝐹𝐵1 همسایگی میموعه
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 𝐹𝐵2 ,𝑎) حال فرض کنیددست  ورد.  نه نیز  𝑏, 𝑟, 𝑠, 𝛼, 𝛽, ℎ) ∈ 𝐹𝐵1 وℎ∗ =
𝑃−√𝑃2−4𝑄

𝑄
، سپس نا استداده از 

,𝑥) دغییر متغیر 𝑦, ℎ) → (𝑢 + 𝑥∗, 𝑣 + 𝑦∗, 𝛾 + ℎ∗) داریمم  

 (
a11 a12

a21 a22
) (

u
v

) (
u
v

) ↦ 

  (12)          + (

a13uv + a14u2 + b11γu + b12γv + b13γuv + b14γu2

a23uv + a24v2 + b21γu + b22γv + b23γuv + b24γv2) ,        

 

  که در  ن 

a12 =
1

ab−αβ
(αbrh∗ + α2sh∗),    

1

ab−αβ
(ab − αβ − abrh∗ − aαsh∗), a11 = 

a14 =
1

ab − αβ
(aαβh∗ − a2bh∗), 

1

ab − αβ
(aαbh∗ − α2βh∗), a13 = 

b12 =
1

ab − αβ
(αbr + α2s), 

1

ab − αβ
(−abr − aαs),     b11 = 

b14 =
1

ab − αβ
(aαβ − a2b), 

1

ab − αβ
(abα − α2β),     b13 = 

a22 =
1

ab − αβ
(ab − αβ − absh∗ + bβrh∗), 

1

ab − αβ
(aβsh∗ + β2rh∗),     a21 = 

a24 =
1

ab − αβ
(bαβh∗ − ab2h∗), 

1

ab − αβ
(abβh∗ − αβ2h∗), a23 = 

b22 =
1

ab − αβ
(−bβr − abs), 

1

ab − αβ
(rβ2 + aβs),     b21 = 

b24 =
1

ab − αβ
(bαβ − ab2).  

1

ab − αβ
(abβ − αβ2),     b23 = 

پذیرمادریس وارون   

𝑇 = (
𝑎12 𝑎12

−1 − 𝑎11 𝜆2 − 𝑎11
) .  

) را داری  کرده و سپس نا دغییر موتصاو  
𝑥̅
𝑦̅

) = 𝑇 (
𝑢
𝑣

  شودنه دستگاه زیر دیدیک می( 12دستگاه )(

(1۳) (
x̅
y̅

) ↦ (
− 1 0
0 λ2

) (
x̅
y̅

) + (
f(x̅, y̅, γ)
g(x̅, y̅, γ)

) , 
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  که در  ن

a13(λ2 − a11) − a12a23

a12(λ2 + 1)
uv +

a14(λ2 − a11)

a12(λ2 + 1)
u2 −

a24

(λ2 + 1)
v2 f(x̅, y̅, γ) = 

+
b11(λ2 − a11) − a12b21

a12(λ2 + 1)
γu +

b12(λ2 − a11) − a12b22

a12(λ2 + 1)
γv  

+
a13(λ2 − a11) − a12a23

a12(λ2 + 1)
γuv +

a14(λ2 − a11)

a12(λ2 + 1)
γu2 −

a24

(λ2 + 1)
γv2, 

 

a13(1 + a11) + a12a23

a12(λ2 + 1)
uv +

a14(1 + a11)

a12(λ2 + 1)
u2 +

a24

(λ2 + 1)
v2 g(x̅, y̅, γ) = 

+
b11(1 + a11) + a12b21

a12(λ2 + 1)
γu +

b12(1 + a11) + a12b22

a12(λ2 + 1)
γv  

+
b11(1 + a11) + a12b21

a12(λ2 + 1)
γu +

b12(1 + a11) + a12b22

a12(λ2 + 1)
γv,  

 و همچنین 

 𝑢 = 𝑎12(𝑥̅ + 𝑦̅),    𝑣 = −(1 + 𝑎11)𝑥̅ + (𝜆2 − 𝑎11)𝑦̅. 

( ادامه منیدلد مرکزی  در نقطه  1۳در  را  پارامتر  (0,0)(  𝛾 و در نزدیکی  = نه دست مینه  0  وریم. منیدلد مرکزی 

  صورو

(14) y̅ = h(x̅, γ) = h20x̅2 + h11γx̅ + h02γ2 + O((|x̅| + |γ|)3). ( 

 .شود. این منیدلد ناید در ماادله زیر صدق کندداری  می

(1۵) h(−x̅ + f(x̅, h(x̅, γ), γ) − λ2h(x̅, γ) − g(x̅, h(x̅, γ), γ) = 0. 

 داریمم (1۵) ۀدر ماادل (14) نذارینا جای 

 ℎ20 =
(1+𝑎11)(𝑎24(1+𝑎11)−𝑎13(1+𝑎11)−𝑎12𝑎23+𝑎12𝑎14)

1−𝜆2
2 , 

 ℎ11 =
𝑏12(1+𝑎11)2+𝑎12(𝑏22−𝑏11)(1+𝑎11)−𝑎12

2 𝑏21

𝑎12(1+𝜆2)2
, 

 ℎ02 = 0.  
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  دینامیک محدود شده نه منیدلد مرکزی نه صورو نگاشت ننانراین 

(1۶ ) F: x̅ ↦ − x̅ + f1x̅2 + f2γx̅ + f3γx̅2 + f4γ2x̅ + f5x̅3 + O((|x̅| + |γ|)4), 

   ید که در  ندست مینه 

1

λ2 + 1
(a12a14(λ2 − a11) − a24(1 + a11)2 − a13(λ2 − a11)(1 + a11) f1 = 

+a12a23(1 + a11)),  

1

a12(λ2 + 1)
(a12b11(λ2 − a11) − a12

2 b21 − b12(λ2 − a11)(1 + a11) f2 = 

+a12b22(1 + a11)),  

1

a12(λ2 + 1)
(h11(a12a13(λ2 − a11(λ2 − 2a11 − 1) − a12

2 a23(λ2 − 2a11 − 1) f3 = 

+ 2a12
2 a14(λ2 − a11) + 2a12a24(1 + a11)) + h20(a12b11(λ2 − a11)  

−a12
2 b21 + b12(λ2 − a11)2 − a12b22(λ2 − a11))),  

h11

a12(λ2 + 1)
(a12b11(λ2 − a11) − a12

2 b21 + b12(λ2 − a11)2 − a12b22(λ2 − a11)), f4 = 

h20

(λ2 + 1)
(a13(λ2 − a11)(λ2 − 2a11 − 1) + 2a12a14(λ2 − a11) − 2a24).  f5 = 

 [. 11، هر ناه در دو شرط زیر صدق کند ]نیرددحت انشاا  دونرانرسازی دوره دناو  ارار می (1۶نگاشت ) 

𝛼1 = [
∂𝐹

∂𝛾
.
∂2𝐹

∂𝑥̅2
+ 2

∂2𝐹

∂𝑥̅ ∂𝛾
] |(0,0) ≠ 0, 

𝛼2 = [
1

2
(

∂2𝐹

∂𝑥̅2
)

2

+
1

3

∂3𝐹

∂𝑥̅3
] |(0,0) ≠ 0.  

 م ( داریم1۶نرای نگاشت )مستقیم  ۀنا استداده از محاسی 
 

 𝛼1 = 𝑓2 ≠ 0,    𝛼2 = 𝑓1
2 + 𝑓5 ≠ 0. 

 .کنیمحال نتایج فوق را نه صورو یک ا یه نیان می
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 [.  14] ، هر ناه در دو شرط زیر صدق کندنیرددحت انشاا  دونرانرسازی دوره دناو  ارار می(  ۳) دستگاه .  ۱  ۀقضی

𝛼1 ≠ 0,    𝛼2 ≠ 0.  

𝛼2 این انر  نر  ع وه > 𝛼2)یا  0 < ، ندین مدلوم نحرانی )یا زیرنحرانی( است، فوق دناو   ۀنرانرسازی دور  (  انشاا  دو 0

  پایدار )یا ناپایدار( هستند. ۀدناونی منشا  شده از این نقط - 2که نقاط 

 سازی عددی شبیه  -5

را نرای نرخی مقادیر عددی  (  ۳و نمای لیاپان  دستتگاه ) دیانرام انشتاا   در این استمت نا استتداده از نرم افزار متل 

𝑎  کنیم.  فرض کنیتدرستتتم می = 0.19  ،𝑏 = 0.2  ،𝑟 = 0. 3  ،𝑠 = 0.28،𝛼 = 𝛽و  0.001 = . نتا دوجته نته   0.01

,∗𝑥)   یتک نقطته یتانتت درونی یکتتای  (۳) ، دستتتتگتاهمقتادیراین   𝑦∗) = دارد. انشتتتاتا    (1.586733,1.479337)

یکتتای نقطته  از  دنتاو   دوره  ,∗𝑥) دونرانرستتتتازی  𝑦∗)    پتارامتر ازای  ℎ1نته 
∗ =   و  FB1ۀاز میموعت    6.573063

ℎ2
∗ = ℎ1نا انتوا    دهد.  رب می  FB2از میموعه   6.824203

𝛼1 نه عنوان پارامتر انشتتاا  داریم   ∗ = −0.293075 

𝛼2 و = 0.424591 > ,𝑎) و  0 𝑏, 𝑟, 𝑠, 𝛼, 𝛽, ℎ) ∈ 𝐹𝐵1 فوق نحرانی استت. ننانراین انشتاا  نرای این مقادیر عددی ،

ℎ یانت درونی نرای ۀشتتود که نقطمی مشتتاهده 1 نا دوجه نه شتتکک <  پایدار استتت و در مقدار انشتتاا  6.573063

ℎ = از دستتتتت می  6.573063 را  نرای  دهتد.  پتایتداری خود  دنتاو   از دونرانرستتتتازی دوره  همچنین  نشتتتتاری 

6.573063 < ℎ <  دهد.را نشان می 𝐹𝐵1رفتار دستگاه در طول منحنی  1شکک اانک مشاهده است.   9.5

 
𝒂 برای مقادیر (  ۳: دیاگرام انشعاب دوبرابرسازی دوره تناوب دستگاه ) ۱شکل  = 𝟎. 𝟏𝟗  ،𝒃 = 𝟎. 𝟐  ،𝒓 = 𝟎. 𝟑  ،𝒔 =

𝟎. 𝟐𝟖، 𝜶 = 𝟎. 𝜷 و 𝟎𝟎𝟏 = 𝟎. .𝟎)اولیه مقادیر   و 𝟎𝟏 𝟏, 𝟎. 𝟑). 

های عددی ستاده مامو   ندین صتورو استت که دنلا نقاطی که نه  ستازی نا استتداده از الگوریتمنا دوجه نه اینکه شتییه

دواند از  ن جوا   شتوند. همچنین واتی الگوریتم نه یک جوا  دستتگاه نرستد نمییک جوا  پایدار نرستند درستیم می

از نستتتته    𝐹𝐵2ین نرای دنیال کردن جوا  در طول منحنیهای نادی را نیز ندستتتت  ورد. ننانراخارج شتتتده و جوا 

Matcont  ها و نقاط انشتتاا  را  نه دوان جوا [. نا استتتداده از این نستتته می1۵]  کنیمافزار متل  استتتداده میدر نرم

این نوش طور که در انتدای همان ها و دورهای ناپایدار را نیز درستیم نمود.صتورو دستتی دنیال کرد و همچنین جوا 
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 𝐹𝐵2  در طول منحنیفوق نحرانی استتت و نا محاستتیه پارامترهای انشتتاا     𝐹𝐵1نیان شتتد انشتتاا  در طول منحنی 

 داریمم

𝛼1 = 0.0347619 > 0,    𝛼2 = 0.02063975 < 0.  

وجود  مده در این انشتاا  ناپایدار هستتند. این ننانراین انشتاا  در طول این منحنی زیرنحرانی استت یانی دورهای نه

دوان دیانرام  دهد نمیهای پایدار را نشتان میمطل  دایید کننده این موضتوع استت که  نا نرنامه مامولی که دنلا جوا 

نقاط دو شاخه شدن در طول منحنی    Matcontادامه نا استداده از نسته   را رسم نمود. در 𝐹𝐵2 در طول منحنیانشاا   

𝐹𝐵2 انتدا نا دغییر پارامتر را نیینید(.  2 وریم )شتکک دستت میرا نهℎ  کنیم که همان  دو مقدار انشتاا  را محاستیه می

ℎ1  مقادیر
∗ = ℎ2و   6.573063

∗ = نین   اند.)ال ( مشتوا شتده-2در شتکک   (BP)هستتند. این نقاط نا   6.824203

استتتت. در مرحلته ناتد نقطته شتتتروع را نقطته انشتتتاتا    (NS)این دو مقتدار نقطته یتانتت مثیتت ستتتیستتتتم یتک زین  

ℎ2
∗ = کنیم. در هر نقطه انشاا  که روی شکک  در نرر نرفته و مسیر جوا  را دنیال می  FB2  ۀاز میموع  6.824203

) ( یکی از -2افتد که نه عنون نمونه در شتتکک دوره دناو  ادداق میمشتتوا شتتده استتت یک مرحله دونرانرستتازی  

 اند. ننانراینروی شتتکک مشتتوا شتتده BPایم. نقاط دو شتتاخه شتتدن نادی نا  ها را دا هند مرحله دنیال کردهشتتاخه

این  ی استت.دهد که  زیر نحراننیز انشتاا  دونرانرستازی دوره دناو  رب می  𝐹𝐵2در طول منحنیشتود که مشتاهده می

 را دثیید می کند. 4و مطال  نوش  ۳ ۀسازی نزارشییه

 

 )ال ( 

 

) ( 

و  𝒉. محور افقی طول گام  𝑭𝑩𝟐( در در طول منحنی   ۳: بررسی انشعاب دستگاه )۲شکل 

 دهند.را نشان می  𝒙متغیر  عمودی  محور 

 

 بررسی آشوب -6

های کمی وجود  شتو ، محاستیه نمای لیاپان   پردازیم. یکی از م کدر این نوش نه نررستی  شتو  در دستتگاه می 

یک نمای لیاپان   پردازیم.  ماکزیمال استتت. در اینیا انتدا نه مارفی و محاستتیه نمای لیاپان  یک دستتتگاه دینامیکی می

 [.  12]  اند ان وانرایی مدارهایی که از دو نقطه نزدیک نه هم شروع شده نیری میز ، کمیتی است نرای اندازه دستگاه دینامیکی 

 |𝛿𝑋(𝑡)| ≈ 𝑒𝜆𝑡|𝛿𝑋0| 
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  شوندینا نرب وانرا مفاز دستگاه  یدر نما از هم فاصله دارند δX_0دو مدار نا نقاط شروع که نه اندازه  ،درقیدا طور نه  

نرب وانرایی  [.  1۳]   نامندرا نمای لیاپان  می  𝜆که   نا دقری  خطی دوصی  کرد( رفتار وانرایی رانتوان  )نه شرطی که  

ممکن است نرای جلت های موتل  نردار اولیه جداشونده، متداوو ناشد. ننانراین طی  نمای لیاپان  نا ناد نمای فاز  

 نمای لیاپان  است.  𝑛 نادی دارای   -𝑛 دستگاه نرانر است، یانی یک دستگاه دینامیکی

ماکزیمال لیاپان   نمای  را  لیاپان   نمای  عنوان می نزرنترین  نه  مامو   ماکزیمال  لیاپان   نمای  نودن  مثیت  نامند. 

[. نمای لیاپان  ماکزیمال در حالت کلی نه صورو زیر داری  14،  1شود ]شاخا وجود  شو  در دستگاه شناخته می

 .شودمی

lim
𝑡→∞

lim𝛿𝑋0→0

1

𝑡
ln

|𝛿𝑋(𝑡)|

|𝛿𝑋0|
. 

𝑥𝑛+1 نرای دستگاه دینامیکی نسستهنمای لیاپان  ماکزیمال  = 𝑓(𝑥
𝑛

  نه صورو (

𝜆(𝑥0) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑

𝑛−1

𝑗=1

ln|𝑓′(𝑥𝑗)|, 

و مراج   ن را  [1۶لیاپان  وجود دارد )نه عنوان مثال  ]های عددی متداودی نرای محاسیه نمای  شود. روشداری  می

[ در  شده  ارااه  الگوریتم  از  مقاله  این  در  نقطه1۶نیینید(.  در  ماکزیمال  لیاپان   نمای  است.  شده  استداده   ] ℎ =

نر     1شکک نا ر نامت (۳) . نمای لیاپان  متنا ر نا دیانرام انشاا  دستگاه0.0437دقرییا نرانر است نا     6.824203

8 شده است. در این شکک مشوا است که نرای مقادیر رسم ۳شکک ، درℎحس  دغییراو طول نام   ≤ ℎ < 9.5 

 یک ناحیه  شونناک وجود دارد.

 

     
 . ۱ : نمای لیاپانف متناظر با شکل۳شکل 
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 کنترل آشوب  -7

 شو  ،  های کارنردینرخی مدل دریک دستگاه  شونناک است.    (۳)، دستگاه  طور که در نوش ایک نح  شدهمان 

ای دغییر نونهشود. زیرا حتی کوهکترین اخت ل در دستگاه ممکن است دستگاه را نه نه عنوان یک عامک مزاحم دلقی می

ننانر این  نامطلو  شوند.  نتایج کام    دانان و  کنترل  شو  و دستیانی نه یک رفتار منرم مورد دوجه ریاضی  دهد که 

نلایت دور متناو  ناپایدار که در ناحیه  شونناک وجود دوان نا پایدارسازی نیکار را می این .ملندسان ارار نرفته است

عنوان پارامتر کنترل نه دستگاه   این کار نا اضافه کردن یک اخت ل کوهک وانسته نه زمان نه[.  17، انیام داد ]دارند

، کنترل نازخورد که یک روش مؤیر پایدارسازی مدارهای  شونناک در نزدیکی نقطه یانت  . در این نوشنیردانیام می

 .[ مراجاه کنید2۰،  19،  18نرای جزایاو روش کنترل نازخورد نه مراج  ][.  18]  کنیمسازی میناپایدار است را پیاده

  نه صورو(  ۳)ل شده دستگاه کنتر فرم

(17) xn+1 = xn[1 + h(r − axn + αyn)] + Un,
yn+1 = yn[1 + h(s − byn + βxn)],

 

  را در نرر نگیرید که در  ن 

 Un = −k1(xn − x∗) − k2(yn − y∗), 

,∗𝑥) وهای نازخورد  نلره𝑘2 و𝑘1 هاییانتنیروی کنترل نازخورد است و     𝑦∗) همان نقطه یانت درونی 𝑝3 .نرای   هستند

  در فرم نرمال جردن نه صورو دقری  خطی نگاشت∗ℎ در همسایگی مقدارℎ  مقدار

(18) (
u
v

) ↦ (
a11 − k1 a12 − k2

a21 a22
) (

u
v

) , 

𝑢 است که در  ن = 𝑥 − 𝑥∗  ،𝑣 = 𝑦 − 𝑦∗   و مقادیر   𝑎𝑖𝑗مشوصه متنا ر نا    ۀماادلاند.  داری  شده(  12)  ۀدر رانط

  ( نرانر است نا18دستگاه ) مادریس ضرای 

(19) λ2 − (a11 + a22 − k1)λ + a22(a11 − k1) − a21(a12 − k2) = 0. 

  ، در این صوروناشند (19) ۀمقادیر ویژه متنا ر نا ماادل 𝜆2 و 𝜆1 فرض کنید

(2۰) λ1 + λ2 = a11 + a22 − k1,   λ1λ2 = a22(a11 − k1) − a21(a12 − k2). 

𝜆1𝜆2 ای ناحیه پایداری دوس  مااد و خطوط حاشیه   = 𝜆1 و 1 = 𝜆1𝜆2 ننانر این نا فرض شوند.  مشوا می ±1 = 1   

 :( داریم 2۰)  ۀ از ماادل 

 𝐿1:    𝑎22𝑘1 − 𝑎22𝑘2 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎21𝑎12 − 1. 
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𝜆1 همچنین نا فرض  =  می شودم ( نتییه2۰از مااد و ) ±1

 𝐿2:    (1 − 𝑎22)𝑘1 + 𝑎21𝑘2 = 𝑎11 + 𝑎22 − 𝑎11𝑎22 + 𝑎21𝑎12 − 1, 

 𝐿3:    (1 + 𝑎22)𝑘1 − 𝑎21𝑘2 = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎11𝑎22 − 𝑎21𝑎12 + 1. 

دوس  خطوط   ۀناحی ننانراین  است که  مثلثی شکک  ناحیه  ناحیه  𝐿3 و  𝐿1  ،𝐿2   پایداری  این  است.  نرای  اییاد شده 

𝑎 پارامترهای  = 0.19   ،𝑏 = 0.2  ،𝑟 = 0. 3  ،𝑠 = 0.28  ،𝛼 = 𝛽 و  0.001 =  .تاس رسم شده  4در شکک  0.01

   

𝒂برای  (  ۳)  ناحیه پایداری دستگاه :  ۴شکل   = 𝟎. 𝟏𝟗   ،𝒃 = 𝟎. 𝟐  ،   𝒓 = 𝟎. 𝟑  ،𝒔 = 𝟎. 𝟐𝟖  ،𝜶 = 𝟎. 𝜷  و     𝟎𝟎𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟏   

پارامترها  نا انتوا  مقادیر فوق نرای    دوان  شو  را کنترل کرد.های نازخورد درون این ناحیه مثلثی مینا انتوا  نلره

ℎ و مقدار  (1.5,1.4)    ید. نا شروع از نقطه اولیهدست مینه(1.586733,1.479337) نقطه یانت درونی نرانر = 9.3 

𝑘1  وریم. حال انر مقادیردست میسری زمانی یک مدار  شونناک را نه = 𝑘2 و  1.5− = نر  و کنترل  را انتوا  کنیم0.3

از دک پایدار دیدیک می  2۰۰  راررا ناد  نتایج را  روشن کنیم مشاهده می کنیم که مدار  شونناک نه یک مدار  این  شود. 

 .مشاهده کرد ۵دوان در شکک می

 
  دکنترل آشوب با استفاده از نیروی کنترل بازخور:  5شکل 



 های ریاضی  پژوهش                                         1400، زمستان 4 ۀ، شمار 7جلد                                                            7۱۲
 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 گیری نتیجه -8

در این مقاله یک مدل همزیستی نا نرب نرداشت متناس  را در نرر نرفته و سپس نا روش اویلر  ن را نه یک مدل  

شود، از سازی نسسته مینیری و شییهنسسته دیدیک کردیم. هر هند یک مدل رفتار پیوسته داشته ناشد ولی در اندازه

دوانیم نراساس پارامتر جدید نیز مدل را  رها اضافه شده و میسازی مدل، یک پارامتر نه میموعه پارامتطرفی نا نسسته 

های  دوان نا استداده از ا ایای موجود در نرریه سیستمنر این دینامیک مدل نسسته جدید را میدحلیک کنیم. ع وه

 ایم. دینامیکی نسسته مورد دیزیه و دحلیک ارار داد، که ما این کار را در این مقاله انیام داده

ادامه  نا استداده از نرریه منیدلد مرکزی نه طور دحلیلی  نشان دادیم که این مدل دحت انشاا  دونرانرسازی دوره  در   

 یند. در  وجود می... نهدناونی و-8دناونی،  -4دناونی،  -2نیرد. در انشاا  دونرانرسازی دوره دناو ، دورهای  دناو  ارار می

طور همزمان در سیستم موجودند و هیچکدام نه  د دارند هر دو نونه جمایت نهنتییه، زمانی که این دورهای پایا وجو

 نیرد. ها در مارض انقراض ارار میروند. ولی در جاهایی که نقطه یانت مرزی پایدار داریم یکی از نونهسمت انقراض نمی 

ز پارامترها انیام و دیانرام انشاا   سازی عددی نرای مقدار مشوصی ادر ادامه در دثیید مطال  دحلیلیِ اییاو شده، شییه 

رسم شده است. نا دوجه نه دیانرام انشاا  در این مدل انترار واوع  شو   داریم که  نا استداده از نمای لیاپان  ماکزیمال  

پرداختیم.  ،  شونناک است و سپس نا استداده از روش کنترل نازخورد نه کنترل  شو  دراین مدل  نشان دادیم که مدل

های نازخورد یا همان پارامترهای کنترل  دوان نلرهای ناشند که مدل  شونناک شود، مینتییه، انر پارامترها نه نونه  در

 ای انتوا  کرد که جمایت در یک مقدار پایدار ناای نماند. نونهرا نه 
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