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 چکیده

میدا ‌‌‌ۀبیرکهدو ‌راب د‌‌‌ۀقضدی‌.‌سازی‌در‌ابعاد‌متناهی‌دارندد‌های‌تصادفی‌دوگانه‌نقشی‌اساسی‌در‌نظریه‌احاطهماتریس

n ‌هایگشت‌های‌تصادفی‌دوگانه‌و‌جایماتریس nهدا‌در‌ابعداد‌نامتنداهی‌بده‌عملگرهدای‌‌‌‌‌‌ریستاین‌مدا‌.‌کندرا‌بیا ‌می

)فضاهایهای‌روی‌گشت‌تصادفی‌دوگانه‌و‌جای )pl I در‌ایدن‌مقاهده‌ابتددا‌عملگرهدای‌پدوا‌دوگانده‌را‌‌‌‌‌‌‌.‌یابندگسترش‌می 

بیرکهدو ‌را‌در‌ابعداد‌‌‌‌ۀکمک‌عملگرهای‌پدوا‌دوگانده‌قضدی‌‌‌‌سپس‌به.‌کنیم‌بررسی‌میده‌و‌خواص‌مهمی‌از‌آنها‌را‌کرمعرفی‌

‌.‌نامتناهی‌بررسی‌کنیم

 

‌.ای،‌نقاط‌هبهعملگر‌تصادفی‌دوگانه،‌عملگر‌پوا‌دوگانه،‌قضیه‌بیرکهو ‌:های کلیدیواژه

 ,15B48, 15B51 .47B37 (:0202)بندی ریاضیرده

 

 مقدمه

mیک‌ماتریس‌‌Aفرض‌کنیم nباشد‌‌ ‌نامنفی‌می‌Aماتریس. ‌را ‌گاه های‌آ ‌نامنفی‌درایه‌ۀهمگوییم‌هر

برابر‌با‌‌A(‌ستو )س ر‌‌رههای‌‌درایهگوییم‌هر‌گاه‌مجموع‌‌9(ستونی)را‌تصادفی‌س ری‌‌Aماتریس‌نامنفی.‌باشند

‌یک‌باشد ‌هم‌تصادفی‌ستونی‌باشندهای‌مربعی‌میماتریس‌تنها‌واضح‌است. ‌توانند‌هم‌تصادفی‌س ری‌و ماتریس‌.

این‌نمونه‌از‌.‌نامیم‌هر‌گاه‌هم‌تصادفی‌س ری‌و‌هم‌تصادفی‌ستونی‌باشدمی‌2را‌تصادفی‌دوگانه‌Dنامنفی‌و‌مربعی‌

‌-ها،‌توابع‌شورترکیبیاتی،‌بررسی‌نامساوی‌تجزیۀهای‌متعددی‌از‌جمله‌‌ها‌در‌زمینهها‌علاوه‌بر‌نظریه‌ماتریسماتریس

.‌حاوی‌اطلاعات‌جامعی‌در‌مورد‌این‌مباحث‌است[‌9]عنوا ‌مثال‌‌به.‌دارند‌نقش‌،‌احتمال‌و‌فرایندهای‌تصادفی3محدب

گشت‌ماتریسی‌است‌که‌‌یک‌ماتریس‌جای.‌هستند‌4گشت‌های‌جایهای‌تصادفی‌دوگانه‌ماتریسنوع‌خاصی‌از‌ماتریس

های‌تصادفی‌دوگانه‌ماتریس.‌ها‌صفر‌باشنددرایه‌ۀتو ‌آ ‌دقیقاً‌یک‌بار‌عدد‌یک‌ظاهر‌شده‌باشد‌و‌بقیدر‌هر‌س ر‌و‌س

‌.‌های‌مربعی‌هستندمحدب‌در‌فضای‌ماتریس‌ۀیک‌مجموع
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1. Row (column) stochastic 

2. Doubly stochastic 

3. Schur-convex  
4. Permutation 
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علاوه‌بر‌این‌.‌گشت‌هستند‌های‌جایهای‌تصادفی‌دوگانه‌پوش‌محدب‌ماتریسنشا ‌داد‌که‌‌ماتریس[‌2]‌بیرکهو 

‌جایماتریس ‌هبهگ‌های ‌نقاط ‌ماتریس‌9ایشت ‌هستندمجموعه ‌دوگانه ‌تصادفی ‌های ‌مس. ‌نامتناهی‌لهئاین ‌ابعاد ‌در

قبل‌‌ۀیک‌پرسش‌کلی‌در‌مورد‌چگونگی‌و‌درستی‌توسیع‌قضی‌سپس‌بیرکهو .‌شودمیهای‌مختلفی‌م رح‌‌صورت‌به

‌نامتناهی‌م رح‌ ‌ابعاد ‌‌2بیرکهو ‌‌999ۀلئاین‌پرسش‌به‌مس‌بعدها‌[.3]‌دکردر ‌شدمشهور ‌کنو ‌در‌‌مسئلهاین‌. تا

‌ ‌است‌شدهبررسی‌تنوعی‌م‌های‌‌صورت‌بهفضاهای‌مختلف‌و های‌از‌فضای‌خاصی‌از‌ماتریس‌[4]‌عنوا ‌مثال‌ایزبل‌به.

سپس‌نشا ‌داد‌در‌این‌فضا‌پوش‌‌هدکررا‌معرفی‌‌3پذیر‌کراندارجمع-های‌خ یمرتبه‌شمارای‌نامتناهی‌با‌نام‌ماتریس

‌گشت‌بر‌های‌جایمحدب‌ماتریس ‌با ‌ابر ‌واقع‌فقط‌یک‌زیرمجموعه‌‌تصادفی‌دوگانه‌هایماتریسمجموعه ‌در نیست‌و

و‌‌کرد‌معرفی‌خاصی‌توپوهوژی‌[5]‌کندال‌سپس.‌دکر‌را‌تعیین‌هاگشت‌مجموعه‌جای‌ایزبل‌پوش‌محدب.‌است‌آ ‌از‌اکید

های‌تصادفی‌دوگانه‌ماتریس‌ۀها‌دقیقاً‌برابر‌با‌مجموعه‌همگشت‌محدب‌جای‌پوش‌بستار‌توپوهوژی‌این‌تحت‌که‌داد‌نشا 

‌است ‌جای‌کندال‌هم. ‌که ‌داد ‌نقاط‌هبهگشت‌چنین‌نشا  ‌با ‌برابر ‌هستندای‌ماتریسها ‌های‌تصادفی‌دوگانه ‌بنابراین.

‌.دارد‌پذیر‌کراندار‌در‌بعد‌شمارای‌نامتناهیجمع‌-های‌خ یبیرکهو ‌جواب‌مثبتی‌در‌فضای‌ماتریس‌‌999مسئله

بیرکهو ‌را‌در‌فضای‌‌مسئله‌[6]‌عنوا ‌مثال‌سبورو‌و‌شهیدی‌به.‌های‌دیگری‌هم‌داردبیرکهو ‌توسیع‌ۀقضی‌اهبته‌

‌سهماتریس ‌شهیدی-های ‌و ‌گانیخدزی ‌هم‌[9]‌تصادفی، ‌و ‌مربعی، ‌عملگرهای ‌سفارو‌برای ‌[8]‌چنین برای‌‌[1]،

‌.اند‌دهکربررسی‌(‌هیبا‌اشتراک‌نات)پذیر‌از‌فضاهای‌احتمال‌گسسته‌ای‌شمارشچنین‌خانواده‌و‌هم‌چندبعدی‌عملگرهای

‌ در‌و‌عملگرهای‌خ ی‌و‌پیوسته‌حافظ‌این‌راب ه‌‌4سازیمنظور‌بررسی‌احاطه‌به‌[96]‌بیاتی‌و‌منجگانیبهرامی،

)فضاهای )pl I،جای‌‌ ‌و ‌تعریف‌کردندگشت‌عملگرهای‌تصادفی‌دوگانه ‌فضاها ‌از ‌این‌دسته ‌در ‌را ‌ها ‌عملگرها‌. این

تر‌در‌این‌زمینه‌و‌‌برای‌اطلاعات‌بیش‌.هستندگشت‌‌جایهای‌های‌تصادفی‌دوگانه‌و‌ماتریسماتریستعمیمی‌طبیعی‌از‌

چنین‌عملگرهایی‌.‌مراجعه‌کرد‌[93]،‌[92]،‌[99]،‌[96]منابع‌‌توا ‌بهنحوه‌توسیع‌آنها‌به‌عملگرهای‌زیرتصادفی‌می

‌بینیم‌میچنانچه‌در‌ادامه‌این‌بخش‌.‌دهندمی‌در‌اختیار‌قراررا‌بیرکهو ‌‌‌999مسئلهپرداختن‌به‌‌برایفضای‌مناسبی‌

)هر‌عملگر‌خ ی‌و‌پیوسته‌روی‌ )pl Iصورت‌به‌ینظیر‌ماتریس‌,[ ]ij i j Ia فضای‌مورد‌بحث‌در‌این‌‌بنابراین‌.دارد‌

کراندار‌است‌زیرا‌در‌واقع‌فضایی‌از‌پذیر‌جمع-های‌خ یچنین‌فضای‌ماتریس‌تر‌از‌فضاهای‌متناهی‌و‌هممقاهه‌گسترده

Iهای‌از‌مرتبهماتریس Iاست‌که‌Iناتهی‌دهخواه‌است‌ۀیک‌مجموع‌.‌

}اگر‌ ; }i i I دهیم‌ای‌از‌اعداد‌نامنفی‌باشد،‌قرار‌میگردایه‌‌

sup{ ;i i

i I i F

 
 

  متناهی‌است‌  },F I ‌‌ 

‌می ‌گردایه ‌این ‌مجموع ‌آ  ‌به ‌گوییمو ‌میبه. ‌سادگی ‌اگر ‌که ‌کرد ‌بررسی توا 
i

i I




 ‌ تعداد‌‌آ‌ ‌حداکثر گاه

‌شمارش ‌از پذیری
iهستند‌ ‌مثبت ‌اکیداً ‌ها ‌‌هم. ‌اگر }چنین ; }i i I و‌گردایه‌‌ ‌باشد ‌حقیقی ‌اعداد ‌از ای

{ ; 0}iI i I    ‌‌ }و ; , 0 }iI i I I     آ‌ ‌به‌، ‌‌شرطی‌گاه |که | 0i

i I

 می‌‌ دهیم‌قرار

. i i i

i I i I i I   

      ‌

                                                           
1. Extreme points 

2. Birkhoff's Problem 111 

3. Boundedly line- summable 
4. Majorization 



بیرکهو ‌در‌فضاهای‌گسسته‌از‌نوع‌ۀعملگرهای‌پوا‌دوگانه‌و‌بررسی‌قضی
p

l  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌363‌ 

1و‌‌باشد‌یک‌مجموعه‌ناتهی‌Iکنیمدر‌سراسر‌این‌مقاهه‌فرض‌می p  ‌.فضای‌( )pl Iهمه‌‌متشکل‌ازرا‌‌

‌ f:توابع I می‌‌ ‌آنهاتعریف ‌برای ‌که |‌کنیم ( ) |p

i I

f i


 ‌ ‌داد . ‌قرار ‌با ‌فضا ‌این

1

|| || ( | ( ) | )p p

p

i I

f f i


 هربرای‌‌چنین‌هم‌.شودبه‌یک‌فضای‌باناخ‌تبدیل‌می‌i I‌‌،:ie I ‌ ۀرا‌با‌ضاب‌

( )i ije j جا‌گیریم‌که‌در‌ایندر‌نظر‌می‌ijاست‌9دهتای‌کرونکر‌.‌

:عملگر‌ ( ) ( )p pT l I l Iازای‌هر‌را‌مثبت‌گوییم‌هرگاه‌به‌( )pf l I0که‌f ‌0داشته‌باشیم‌Tf .‌

‌پیوسته ‌و ‌خ ی ‌عملگر Tبرای : ( ) ( )p pl I l Iهر‌ i,و j Iمی‌‌ ‌قرار )دهیم )ij jt Te i‌ ‌ماتریس‌ ‌و

[T](‌متناهی‌یا‌نامتناهی) [ ]ijtرا‌ماتریس‌نظیر‌Tتوا ‌بررسی‌کرد‌که‌اگربه‌سادگی‌می.‌گوییممی‌( )pf l I‌

iو‌ I‌ گاه‌آ‌( )ij

j I

t f j


ست‌و‌در‌ضمنا‌همگرا‌( )( ) ( )ij

j I

Tf i t f j


‌.‌

عنوا ‌عملگرهایی‌روی‌‌توانند‌بهکه‌می)گشت‌را‌‌های‌جایدوگانه‌و‌ماتریسهای‌تصادفی‌تعریف‌بعد‌مفهوم‌ماتریس
nبه‌فضاهای‌از‌نوع‌(‌هحاظ‌شوند‌( )pl Iدهدتعمیم‌می‌.‌

:عملگرخ ی،‌‌پیوسته‌و‌مثبت‌‌،[02. ]0 تعریف ( ) ( )p pT l I l Iرا‌‌‌

‌نامیم‌هرگاه‌تصادفی‌دوگانه‌می(‌اهف

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
, ( ) 1,j

j I

i I Te i


   ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ , ( ) 1j

i I

j I Te i


    

:گوییم‌هرگاه‌نگاشت‌دوسوییگشت‌می‌جای(‌ب I I وجود‌داشته‌باشد‌که‌به‌ازای‌هدر‌‌j Iداشدته‌باشدیم‌‌‌‌

( )j jTe e‌.‌

)گشت‌یک‌عملگر‌طوهپا‌روی‌فضای‌توا ‌بررسی‌کرد‌که‌هر‌جایسادگی‌میبه )pl Iگشت‌‌چنین‌هر‌جای‌هم.‌است‌

‌.یک‌عملگر‌تصادفی‌دوگانه‌است

}فرض‌کنیم‌‌،[02. ]0ۀ قضی ; , }ijd i j Iد‌کهناز‌اعداد‌نامنفی‌باشای‌گردایه‌‌‌

, 1.ij

j I

i I d


   و‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ , 1ij

i I

j I d


  
 

pصورت‌عملگر‌تصادفی‌دوگانه‌یکتایدر‌این pD : l ( I ) l ( I )وجود‌دارد‌که‌‌.[ ] [ ]ijD d‌

‌.کنیمهای‌زیر‌استفاده‌میدر‌ادامه‌این‌مقاهه‌از‌نمادگذاری

{Dیک‌عملگر‌تصادفی‌دوگانه‌باشد‌.{ : ( ) ( );p pD l I l I DS  ‌

}               ‌Pیک‌جایگشت‌باشد‌.{ : ( ) ( );p pP l I l I P ‌

Aبرای‌Xچنین‌در‌فضای‌برداری‌هم Xترین‌مجموعه‌محدب‌شامل‌،‌کوچکAرا‌پوش‌محدب‌مجموعه‌‌A‌

)coنامیم‌و‌با‌می )Aدهیمنمایش‌می‌.‌

‌

‌

‌

                                                           
1. Kroneker's delta  
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)عملگرهای پوچ دوگانه در فضای  )pl I 

)فضای‌رویدر‌این‌بخش‌دسته‌خاصی‌از‌عملگرها‌ )pl Iای‌توا ‌نقاط‌هبهآنها‌می‌کنیم‌که‌بر‌مبنایرا‌معرفی‌می‌

‌.‌را‌توصیف‌کرد‌DSمجموعه‌

:عملگر‌‌.3 تعریف ( )   ) (p pT l I l Iنامیم‌هرگاه‌هر‌س ر‌و‌ستو ‌از‌ماتریس‌نظیر‌را‌یک‌عملگر‌پوا‌دوگانه‌می‌

Tبه‌‌‌ ‌یکنواخت‌در )1طور )l Iباشد‌‌ ‌داشته ‌قرار ‌از‌به. ‌ستو  ‌هر ‌و ‌س ر ‌هر ‌مجموع ‌باشد‌Tعلاوه ‌صفر ‌با .‌برابر

)مجموعه‌همه‌عملگرهای‌پوا‌دوگانه‌روی‌فضای )pl Iرا‌با‌‌
0Dدهیمنشا ‌می‌.‌

‌.پردازیمده،‌سپس‌به‌بررسی‌خواص‌مهمی‌از‌این‌عملگرها‌میکرجا‌ابتدا‌مثاهی‌از‌یک‌عملگر‌پوا‌دوگانه‌معرفی‌‌در‌این

1ازای‌هر‌فرض‌کنیم‌به‌.0 مثال 2 3( , , ,...) pf f f f l عملگر‌: p pT l l‌ ۀبا‌ضاب‌

1 2 1 3 2 4 3 5 4 6 5 7( , , , , , ,...)Tf f f f f f f f f f f f f           

 با‌توجه‌به‌روابط‌ .تعریف‌شده‌باشد

   1 1

1 2 2 1 2 2

1 1

|| || | | | | 2 | | | | 2 | | | |p p p p p p p p p

i i i i

i i

Tf f f f f f f f f
 

 

 

 

          

1

2 | | 2 || || ,p p p p

i

i

f f




   

Tو‌چو ‌استتعریف‌‌خوش‌Tخ ی‌است،‌با‌استفاده‌مجدد‌از‌این‌روابط‌داریم‌‌. || || 2 || ||Tf fبنابراین‌ T‌

‌.پیوسته‌است

داریم‌‌Tۀکمک‌ضاب ‌از‌طرفی‌به
1 1 2Te e e برای‌هر‌‌ 2kو   ‌ ،2( 1) ( )k

k k kT e e e  ‌ بنابراین‌.

‌عبارت‌است‌از‌‌Tنمایش‌ماتریسی

1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0
[ ] .

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

T

 
 

 
 

  
 

 
 
 

 

‌ ‌نرماما ‌-چو  ‌ثابت ‌مقدار ‌با ‌ماتریس‌برابر ‌این ‌در ‌ستو  ‌هر ‌و ‌س ر 2Mیک‌هر پس‌هم‌‌ ‌و‌‌ۀاست، س رها

1طور‌یکنواخت‌در‌به‌Tهای‌ستو  1( )l lدهد‌کهاین‌م لب‌نشا ‌می.‌گیرندقرار‌می‌Tیک‌عملگر‌پوا‌دوگانه‌‌

‌.است

‌برای‌یک‌عملگر ‌است‌که ‌به‌ذکر ‌‌لازم ‌پیوسته )رویخ ی‌و )pl I‌ ‌که‌مجموع‌‌ ‌دارد این‌امکا ‌ممکن‌وجود

های‌این‌که‌س رها‌یا‌ستو ‌های‌ماتریس‌نظیر‌آ ‌برابر‌با‌صفر‌باشد‌بدو ‌اینطور‌مجموع‌همه‌ستو س رها‌و‌همین

)1طور‌یکنواخت‌در‌‌هعملگر‌ب )l Iآوریمدر‌ادامه‌مثاهی‌از‌این‌نوع‌می.‌قرار‌داشته‌باشند‌.‌

1عملگر‌‌.0 مثال 1:T l l‌ ۀرا‌با‌ضاب‌‌

1 2 1 2 3 4 5 6 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 7 8 9 10 11 12( , , , , , , )Tf f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f f                       

1ازای‌هر‌‌به

1 2 3( , , , )f f f f l کنیم‌که‌ابتدا‌توجه‌می.‌گیریمدر‌نظر‌می‌‌
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p
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12|| || 2 | | 2 | | 2 | | 2 || || .Tf f f f f f f f f f f f f f               

‌یاین‌عملگر‌دارای‌ماتریس‌نظیر.‌تعریف،‌خ ی‌و‌پیوسته‌است‌خوش‌Tو‌با‌توجه‌به‌روابط‌قبل‌Tعملگر‌ۀبنابر‌ضاب 

‌:صورت‌است‌دینب

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

[ ] 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

T

 
 

 
  
 

   
   
 

   
 
 

 

چنین‌هر‌س ر‌و‌‌هم.‌هر‌س ر‌و‌ستو ‌صفر‌استهای‌‌درایهشود‌در‌ماتریس‌نظیر‌این‌عملگر‌مجموع‌که‌دیده‌می‌چنا 

 هر‌ستو ‌در‌فضای‌
1l1نواخت‌در‌‌طور‌یک‌این‌در‌حاهی‌است‌که‌س رهای‌این‌عملگر‌به.‌قرار‌دارد‌lگیرندقرارنمی‌.‌

‌.کنیم‌بررسی‌میدر‌ادامه‌این‌بخش‌خواصی‌از‌عملگرهای‌پوا‌دوگانه‌را‌

‌.3ۀ قضی
0Dزیرفضای‌یک)( ( )pl Iمجموعه‌عملگرهای‌خ ی‌و‌کراندار‌روی‌‌،( )pl Iعلاوه‌این‌زیرفضا‌به.‌است‌

‌.‌نسبت‌به‌ترکیب‌بسته‌است

‌می‌:اثبات ‌معلوم ‌یک‌بررسی‌ساده ‌با ‌که شود
0D‌ )(زیرفضای ( )pl I است‌ ‌نسبت‌نشا ‌می. ‌این‌زیرفضا دهیم

‌است‌به ‌بسته ‌عملگرها ‌ترکیب .‌ فرض‌کنیم
0. ,A B Dهم‌‌‌ ‌فرض‌کنیم ]چنین ] [ ]ijA a‌ ‌ ،[ ] [ ]ijB bو‌‌

.[ ] [ ]ijAB cدهیم‌نشا ‌می‌
0.AB Dبرای‌این‌منظور‌فرض‌کنیم‌‌و‌‌یک‌-هایی‌برای‌نرمترتیب‌کرا ‌به‌

]های‌س ر‌و‌ستو  ]Aو‌‌‌[ ]Bباشند‌‌.‌

i,ازای‌هر‌اما‌به j Iداریم‌‌. ij ik kj

k I

c a b


فوبینی‌‌ۀبنابراین‌باتوجه‌به‌قضی‌‌

| | | | | | | | | | | | | | .ij ik kj ik kj ik kj kj ik kj

i I i I k I i I k I k I i I k I i I k I

c a b a b a b b a b
         

              

 

.داریم‌چنین‌به‌طریق‌مشابه‌‌هم | |ij

j I

c


 ‌

]های‌بنابراین‌س ر‌و‌ستو  ] [ ]ijAB c1طور‌یکنواخت‌در‌به‌( )l Iکه‌‌از‌طر ‌دیگر‌با‌توجه‌به‌این.‌قرار‌دارند‌

فوبینی‌استفاده‌کرد‌و‌‌ۀتوا ‌از‌قضیپذیری‌از‌جملات‌غیرصفر‌هستند،‌پس‌میهای‌زیر‌حداکثر‌تعداد‌شمارش‌در‌سری

‌صورت‌داریمدر‌این

0.ij ik kj ik kj kj ik

i I i I k I k I i I k I i I

c a b a b b a
      

         

.به‌طریق‌مشابه 0ij

j I

c


پس‌‌
0AB Dشودو‌اثبات‌قضیه‌کامل‌می‌.‌

‌.تفاضل‌هر‌دو‌عملگر‌تصادفی‌دوگانه‌یک‌عملگر‌پوا‌دوگانه‌است‌.3 ۀقضی

فرض‌کنیم‌‌:اثبات
1 2,D D DSهای‌نظیر‌ترتیب‌دارای‌ماتریس‌به‌[ ]ijbو‌‌[ ]ijaگاه‌داریم‌آ .‌باشند‌‌
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‌ | | | | | | 2.ij ij ij ij ij ij

i I i I i I i I i I

a b a b a b
    

           

.همین‌ترتیب‌به | | 2ij ij

j I

a b


 ‌ ستو‌ ‌و های‌‌پس‌س رها
1 2D Dبه‌‌ ‌یکنواخت‌در )1طور )l Iمی‌‌ -قرار

‌گیرند ,‌داریم‌سادگی‌به‌چنین‌هم. ( ) 0ij ij

j I

i I a b


   و‌‌, ( ) 0ij ij

i I

j I a b


   .پس‌‌

1 2 0.D D D‌

:یک‌عملگر‌پوا‌دوگانه‌مانند‌‌توا ‌بررسی‌کرد‌که‌برایسادگی‌می‌به‌.0 تذکر ( ) ( )p pT l I l Iبا‌ماتریس‌نظیر‌‌

[ ] [ ]ijT t‌،[ ]jitیکتا‌مانند(‌خ ی‌و‌پیوسته)ماتریس‌نظیر‌یک‌عملگر‌: ( ) ( )t p pT l I l Iاین‌عملگر‌.‌است‌

یا‌)متناهی‌باشد‌‌Iاین‌مفهوم‌از‌ترانهاده‌در‌حاهتی‌که.‌دهیمنمایش‌می‌tTنامیم‌و‌‌بامی‌‌Tعملگر‌9یکتا‌را‌ترانهاده

dimطور‌معادل‌حاهتی‌که‌به ( )pl I ‌)سادگی‌داریم‌از‌این‌تعریف‌به.‌با‌مفهوم‌ترانهاده‌یک‌ماتریس‌م ابقت‌دارد

( )t tT Tواقع‌‌در.‌که‌عملگرهای‌پوا‌دوگانه‌نسبت‌به‌عمل‌ترانهاده‌بسته‌هستند‌این‌و‌
0T Dتنها‌اگر‌‌اگر‌و‌

0. tT D‌

 ها و عملگرهای تصادفی دوگانهگشت جای ۀرابط

‌ماتریس ‌مورد ‌در ‌را ‌بیرکهو  ‌قضیه ‌بخش‌ابتدا ‌این ‌مورد‌در ‌در ‌قضیه ‌این ‌درستی ‌بررسی ‌سپس‌به ‌آورده، ها

)عملگرهای‌تصادفی‌دوگانه‌در‌‌فضاهای‌ )pl Iخواهیم‌پرداخت‌‌.‌

‌هبه‌،[0] (بیرکهوف) .6ۀ قضی ‌ماتریسنقاط ‌مجموعه ‌دوگانهای ‌تصادفی ‌ماتریس‌های ‌مجموعه ‌با ‌برابر های‌دقیقاً

‌.های‌تصادفی‌دوگانه‌استگشت‌برابر‌با‌ماتریس‌های‌جایعلاوه‌پوش‌محدب‌ماتریس‌به.‌گشت‌هستند‌جای

)بیرکهو ‌در‌مورد‌فضاهای‌ۀاگر‌ادعای‌قضی )pl I‌ گاه‌باید‌داشته‌باشیم‌هم‌درست‌باشد،‌آ.co( )=P DSدر‌‌

)co.توانیم‌نشا ‌دهیمواقع‌تنها‌می‌در.‌دهیم‌این‌م لب‌درست‌نیستنشا ‌می‌9ۀ‌قضی )P DS‌

)در‌فضای‌.3 ۀقضی )pl Iداریم‌
 
.co( )P DSتنها‌زمانی‌برقرار‌است‌کهدر‌ضمن‌تساوی‌Iمتناهی‌باشد‌.‌

.گشت‌یک‌عملگر‌تصادفی‌دوگانه‌است‌پس‌چو ‌هر‌جای‌:اثبات P DSاما‌‌DSیک‌مجموعه‌محدب‌است‌.

)co.ینبنابرا )P DS‌

اگر‌قضیه،‌دوم‌قسمت‌اثبات‌برای
1{ , }nI i i‌ گاه‌نگاشت‌‌یک‌مجموعه‌متناهی‌باشد،‌آ: ( )p nl I 

ۀکه‌با‌ضاب 
1( ) ( ( ), , ( ))nf f i f i ازای‌هر‌به‌( )pf l Iتعریف‌شده‌است،‌یک‌نگاشت‌خ ی‌و‌دوسویی‌‌

:حال‌اگر‌.‌است ( ) ( )p pD l I l I‌ گاه‌چو ‌‌یک‌نگاشت‌خ ی‌باشد،‌آ1خ ی‌است‌ : n nD   ‌

‌به ‌ماتریس‌متناظر‌با‌‌‌Dد‌که‌ماتریس‌نظیر‌عملگرکرتوا ‌بررسی‌سادگی‌می‌هم‌یک‌نگاشت‌خ ی‌خواهد‌شد‌و با

‌ 1Dنگاشت  (استاندارد‌ ‌پایه ‌در ‌است( ‌یکسا  ‌‌به. ‌دیگر ].1عبارت ] [ ]D D  می‌‌ ‌نشا  ‌م لب دهداین

: ( ) ( )p pD l I l I‌‌ ‌تصادفی‌دوگانه ‌گشت‌جای)یک‌عملگر ‌ماتریس‌نظیر( ‌اگر ‌تنها ‌و ‌اگر 1Dاست،  یک‌

‌باشد(‌جایگشت)ماتریس‌تصادفی‌دوگانه‌ D.حال‌فرض‌کنیم‌. DSبه‌قضیه‌بیرکهو ‌میدر‌این‌‌ توا ‌صورت‌بنا

‌جاینگاشت ,1گشت‌های , : n n

kP P نامنفی‌‌ ‌اعداد و
1, , k شرط‌‌ ‌با

1

1
k

k

i




‌‌ ‌بهرا -یافت

                                                           
1. Transpose 
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p
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1که‌‌طوری

1

.
k

i i

i

D P  



1بنابراین‌‌

1

.
k

i i

i

D P  



‌‌ 1وهی‌چو

iP هایی‌روی‌گشت‌ها،‌همگی‌جای

( )pl I1هستند،‌پس‌‌

1

. co( )
k

i i

i

D P  



  Pشود‌که‌اگر‌تا‌اینجا‌معلوم‌می‌I‌‌،یک‌مجموعه‌متناهی‌باشد

)co.گاه‌آ  )P DSاز‌طرفی‌چو ‌همواره‌داریم‌‌co( )، DS Pپس‌‌. co( )DS P‌

.برعکس،‌فرض‌کنیم‌ co( )DS Pدهیم‌نشا ‌می‌Iبا‌برها ‌خلف‌فرض‌کنیم‌.‌یک‌مجموعه‌متناهی‌است‌I‌

.یابیم‌که‌را‌چنا ‌می‌Dدوگانه‌تصادفی‌عملگر‌تناقض،‌به‌رسید ‌برای‌در‌ادامه.‌نامتناهی‌باشد co( )D  DS P‌

‌فرض‌کنیم ‌منظور ‌این برای
1 2{ , , }A i i I نامتناهی‌‌ ‌شمارای ‌‌Iیک‌زیرمجموعه ‌باشد B.و I A ‌

i,ازای‌هر‌چنین‌به‌هم j Iدهیمقرار‌می‌‌

1

1

1
1

2

1
1

2

1
1

2

1

0

nn

mm

ij

nn

i, j A,i i , j i ,n

i, j A,i i , j i ,m

d

i, j A,i j i

i, j B,i j


   


    


 
    

  

  

 دهدیک‌بررسی‌نسبتاً‌ساده‌نشا ‌می

, 1ij

j I

i I d


   و‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ , 1.ij

i I

j I d


   ‌ 

Dعملگر‌‌‌2ۀبنابراین‌طبق‌قضی DSوجود‌دارد‌که‌‌.[ ] [ ]ijD dدهیم‌نشا ‌می‌‌. co( )D  Pزیرا‌اگدر‌‌‌

1 1 k kD P P   ‌ گاه‌در‌س ر‌‌آ
1i iاز‌ماتریس‌نظیر‌Dبینهایت‌درایه‌غیرصدفر‌وجدود‌دارد‌در‌حداهی‌‌‌‌‌

کدده‌در‌سددد ر‌‌
1i iاز‌مددداتریس‌نظیدددر‌

1 1 k kP P  حدددداکثر‌kپدددس‌.‌درایددده‌غیرصدددفر‌وجدددود‌دارد‌

1 1 k kD P P   ‌.دهداین‌تناقض‌نشا ‌می. co( )D  P
‌ این‌بحث‌را‌با‌یک‌مثال‌‌.کنیمبررسی‌می‌DSای‌مجموعه‌اکنو ‌قسمت‌دیگر‌قضیه‌بیرکهو ‌را‌در‌مورد‌نقاط‌هبه

‌.مورد‌نیاز‌است‌برای‌این‌منظور‌هم‌زیر‌.کنیمشروع‌می

Dفرض‌کنیم‌عملگر‌. 3 لم DSدارای‌ماتریس‌نظیر‌‌[ ]ijdصورتدر‌این.‌باشد‌Dگشت‌است‌اگر‌و‌‌یک‌جای‌

i,ازای‌هر‌تنها‌اگر‌به j I، 0ijd یا‌. 1ijd ‌

‌به‌:اثبات ‌فرض‌کنیم i,ازای‌هر‌ابتدا j I‌ ‌باشیم ‌داشته ، 0ijd ‌ .یا 1ijd برای‌
0j Iاین‌ ‌به ‌توجه ‌با ،

)D DSداریم‌‌
0

. 1ij

i I

d


‌‌ 0اما‌چوijd 1یا‌‌ijd پس‌دقیقاً‌یک‌،
0i Iکه‌طوریهست‌به‌

0
1

oi jd ‌

iو‌ضمناً‌برای‌بقیه‌ Iها‌داریم‌. 0
oijd ‌

:اکنو  I I ‌ ۀ‌را‌نگاشت‌با‌ضاب
0 0( )j i باتوجه‌به‌توضیحات‌قبل‌برای‌هدر‌.‌‌گیریمدر‌نظر‌می‌j I‌

)داریددم‌ ).D j je eدهددیم‌ابتدددا‌نشددا ‌مددی‌بددرای‌ایددن‌منظددور‌اگددر‌.‌سددتا‌یددک‌بدده‌یددک‌و‌پوشددا‌
0 1j jو‌

0 0 1( ) ( )i j j    گاه‌داریم‌‌،‌آ
0 0 0 0 1

1 2i j i j i j

j I

d d d


   دهدد‌این‌تناقض‌نشا ‌می.‌که‌تناقض‌است‌

Tیک‌به‌یک‌است‌.‌

 صورت‌در‌غیر‌این
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برای‌اثبات‌پوشایی،‌فرض‌کنیم‌
0.i Iکه‌با‌توجه‌به‌این‌

0
1i j

j I

d


ازای‌هدر‌‌بده‌کمک‌فرض‌‌و‌به‌,i j I، 

0ijd 1یا‌‌ijd ‌)‌ًتوا ‌دقیقاً‌یکمیمجددا
0j I‌‌ یافت‌که‌برای‌آ

0 0
. 1i jd بنابراین‌داریدم‌‌‌

0 0( )j i و‌‌

‌.ستا‌پوشا‌‌رو،‌از‌این

:اکنو ‌اگر‌ ( ) ( )p pP l I l I گشت‌متناظر‌با‌نگاشت‌دوسویی‌جای‌: I I ‌ گاه‌داریم‌باشد،‌آ:‌

‌
 ( ), ( ) ( ).j j jj I D e e P e    ‌

D.دهد‌این‌م لب‌نشا ‌می Pعبارت‌دیگر‌به‌Dگشت‌است‌یک‌جای‌.‌

‌.استاثبات‌عکس‌این‌قضیه‌ساده‌

‌.است‌DSای‌از‌مجموعه‌گشت‌یک‌نق ه‌هبه‌هر‌جای‌.3 ۀقضی

‌‌:اثبات ‌کنیم :فرض ( ) ( )p pP l I l Iجای‌‌ ‌باشد‌یک ‌گشت .‌ ‌اگر ‌خلف ‌برها  )Extبا )P  DS آ‌ گاه‌،

1 2,D D DSشرط‌‌‌ با
1 2D D‌‌ ‌‌(0,1)و ‌دارند‌که وجود

1 2. (1 )P D D   حال‌فرض‌کنیم‌

[ ] [ ]ijP p،
  1[ ] [ ]ijD a2و.[ ] [ ]ijD b‌‌ چو 

1 2D D‌ ‌پس ،,i j Iبه‌‌ ‌دارند که‌‌طوری‌وجود

. ij ija bتساوی‌کمک‌به‌بنابراین‌
1 2(1 )P D D   داریم‌. (1 )ij ij ijp a b   ‌‌ چو

, [0,1]ij ija b ‌‌ iو j i ja bدو‌‌ ‌این ‌از ‌یکی ‌حداقل ‌‌پس ‌چو  ‌و ‌است ‌مثبت ‌اکیداً پس‌‌(0,1)مقدار

. (1 ) 0ij ij ijp a b    مقدار‌به‌‌ ‌دو ‌از ‌یکی ‌حداقل ‌مشابه ij,طور ija bکوچک‌‌ ‌یک‌است‌اکیداً ‌از ‌تر پس.

. (1 ) (1 ) 1ij ij ijp a b       0بنابراین‌‌ 1ijp که‌با‌هم‌قبل‌در‌تناقض‌است‌.‌

‌.ناشماراست‌Iآوریم‌که‌در‌آ ‌مجموعه‌در‌ادامه‌مثاهی‌از‌یک‌عملگر‌تصادفی‌دوگانه‌می

:‌و‌[0,1]فرض‌کنیم‌.  3مثال  ( ) ( )p pD l l‌ ‌3ۀبا‌ضاب( )( ) ( ) (1 ) ( )D f x f x f x   ‌

‌‌به ‌هر )ازای )pf l‌‌ xو باشد‌‌ ‌شده ‌تعریف ‌که. ‌است ‌است‌Dواضح ‌پیوسته ‌و ‌خ ی ‌اگر‌. حال

1 2, :  به‌‌ ‌صورت‌ترتیب‌توابع‌دوسویی‌بهرا
1( )x x 3و‌‌

2 ( )x x ‌ گاه‌داریم‌تعریف‌کنیم،‌آ

1 2
. (1 )D P P    پس‌‌Dاست‌‌ ‌تصادفی‌دوگانه ‌یک‌عملگر ‌جای. ‌دو ‌ترکیب‌محدبی‌از .‌گشت‌است‌زیرا

.گاه‌‌،‌آ (0,1)ای‌اگرواضح‌است‌که‌طبق‌تعریف‌نقاط‌هبه Ext( )D  DS0اما‌اگر‌‌ 1یا‌ ‌ گاه‌بنا‌‌آ

.داریم‌‌‌‌1ۀبه‌قضی Ext( )D  DS‌

ای‌عملگرهای‌تصادفی‌دوگانه‌ها‌نقاط‌هبهگشت‌شود‌این‌است‌که‌آیا‌تنها‌فقط‌جایجا‌م رح‌می‌سواهی‌که‌در‌این

)روی‌ )pl Iعنوا ‌‌را‌به‌مسئلهبنابراین‌جواب‌کامل‌این‌.‌را‌بیابیم‌مسئلهایم‌جواب‌این‌هستند؟‌در‌واقع‌ما‌نتوانسته‌

را‌‌بر‌حسب‌عملگرهای‌پوا‌دوگانه‌توصیف‌‌DSای‌مجموعهنقاط‌هبهتوا ‌می‌اما‌حداقل.‌کنیمیک‌سوال‌باز‌م رح‌می

‌.دکر

Dفرض‌کنیم‌‌.02 ۀقضی DS‌.صورت‌شرایط‌زیر‌معادل‌است‌در‌این‌.‌

.(‌اهف Ext( )D  DS‌‌

یک‌عملگر‌پوا‌دوگانه‌غیرصفر‌مانند(‌ب
0T Dکه‌‌طوریهست‌به‌.D T DS‌‌



بیرکهو ‌در‌فضاهای‌گسسته‌از‌نوع‌ۀعملگرهای‌پوا‌دوگانه‌و‌بررسی‌قضی
p

l  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌330‌ 

نیست،‌DSای‌برای‌مجموعهیک‌نق ه‌هبه‌Dچو .‌برقرار‌باشد(‌ابتدا‌فرض‌کنیم‌شرط‌اهف‌:اثبات
1 2,D D DS‌

که‌)
1 2D D‌)کده‌‌توا ‌یافتمی

1 2

1
. ( )

2
D D D بندابراین‌‌‌

1 2.D D D D  ‌‌‌ دهدیم‌‌قدرار‌مدی‌‌اکندو

1 2.T D D D D   0واضح‌است‌که‌‌T ‌.داریم‌‌‌5ۀبا‌توجه‌به‌قضی
0.T Dچندین‌‌هم‌‌

2D T D ‌‌

و‌
1D T D که‌هر‌دو‌عملگرهایی‌تصادفی‌دوگانه‌هستند‌.‌

‌برعکس 0Tچو ‌: پس‌.D T D T  از‌طرفی‌طبق‌فرض‌هر‌کدام‌از‌عملگرهای‌D Tو‌D Tدر‌‌

علاوه‌بر‌این‌داریم.‌قرار‌دارندDSمجموعه 
1

( ) ( )
2

D D T D T   در‌نتیجهو‌‌. Ext( )D  DS‌

D:‌به‌این‌صورت‌است‌که96ۀ‌یک‌نتیجه‌سرراست‌از‌قضی DS است،‌اگر‌و‌‌DSای‌برای‌مجموعه‌یک‌نق ه‌هبه‌ 

ازای‌هر‌‌تنها‌اگر‌به
0T Dداشته‌باشیم‌‌D T DSیا‌‌.D T DS‌
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