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 چکیده
‌توصیف‌می‌دستگاهی‌از‌معادلات‌انتگرال های‌عددی‌مختلفی‌‌روش.‌کندتواند‌مسائل‌مختلفی‌در‌علوم‌و‌مهندسی‌را

در‌این‌مقاله،‌یک‌روش‌عددی‌بر‌اساس‌توابع‌.‌های‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌خطی‌و‌غیرخطی‌وجود‌داردبرای‌تقریب‌جواب

‌شده‌است‌‌همرشتاین‌ارائه‌-های‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلمتوسعه‌یافته‌برای‌تقریب‌جوابکلاهی‌ شده‌‌‌روش‌ارائه.

های‌معمول‌عددی‌‌راحتی‌با‌روش‌‌دهد‌که‌بهدستگاه‌معادلات‌انتگرال‌را‌به‌دستگاهی‌از‌معادلات‌جبری‌غیرخطی‌کاهش‌می

‌‌های‌مشابه‌ارائه‌ادی،‌چند‌مثال‌عددی‌همراه‌با‌مقایسه‌با‌سایر‌روشبرای‌اثبات‌درستی‌و‌کارایی‌روش‌پیشنه.‌شودحل‌می

‌.دهدهای‌موجود‌را‌نشان‌می‌سایر‌روش‌شده‌است‌که‌کارایی‌روش‌جدید‌و‌برتری‌آن‌نسبت‌به

 

‌.گرالهمرشتاین،‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته،‌ماتریس‌عملیاتی،‌دستگاه‌معادلات‌انت‌-معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌:های کلیدیواژه

 
‌مقدمه

توابع‌از‌های‌اخیر‌در‌سال[.‌9]شوند‌معادلات‌انتگرال‌غیرخطی‌در‌بسیاری‌از‌مسائل‌فیزیک‌و‌مهندسی‌ظاهر‌می

‌برای‌تخمین‌جوابهای‌متعامد‌یکه‌و‌موجکای‌مختلفی‌مانند‌پایهپایه ‌استها .‌های‌معادلات‌انتگرال‌استفاده‌شده

و‌روش‌موجک‌[‌2]‌ۀانتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌غیرخطی‌را‌با‌استفاده‌از‌روش‌تجزیآزار‌و‌همکارانش‌دستگاه‌معادلات‌‌بی

‌ ‌3]لژاندر ‌اندکرده‌حل[ ‌ساها‌9ساهو. ‌0]‌برنشتاین‌مکانیروش‌هم‌2و ‌انتگرال‌[ ‌معادلات ‌از ‌دستگاهی ‌برای‌حل را

نوع‌دوم‌‌خطی‌گرال‌فردهلمانت‌،‌معادلات[5]‌در‌نژاد‌و‌همکارانشمالک‌.انددهکر‌استفاده‌همرشتاین‌غیرخطی‌-فردهلم

همرشتاین‌با‌استفاده‌‌-معادلات‌انتگرال‌فردهلم[‌6]در‌.‌اندپالس‌حل‌کرده-با‌استفاده‌از‌ترکیب‌توابع‌لژاندر‌و‌بلاک‌را

‌بلاک ‌و ‌لژاندر ‌ترکیب‌توابع ‌همکارانش‌حل‌وسیلۀ‌بهپالس‌-از ‌و ‌است‌مالک‌نژاد ‌شده ‌بسیار‌‌هم. ‌ترکیب‌توابع چنین

،‌مالک‌نژاد‌و‌همکارانش‌ترکیب‌توابع‌متعامد‌یکه‌برنشتاین‌و‌[9]در‌.‌اند‌شده‌‌معادلات‌انتگرال‌استفادهدیگری‌برای‌حل‌

پالس‌-مسائل‌گوناگونی‌با‌استفاده‌از‌ترکیب‌توابع‌بلاک.‌اند‌برده‌کار‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌به‌برای‌حل‌پالس‌را-بلاک

‌چندجمله ‌‌و ‌همک‌وسیلۀ‌به‌[8]ای‌برنولی‌در ‌است‌‌ارانش‌حلرزاقی‌و ‌شده ‌هاشمی. ‌رستمی‌در ‌و ‌1]زاده معادلات‌[
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‌روش‌هم‌انتگرال ‌از ‌استفاده ‌با ‌را ‌ترکیبی ‌سینکهمرشتاین ‌کرده‌9محلی ‌اندحل .‌ ‌همکارانش‌در ‌و [‌99]عسگری

‌.اندهای‌عملیاتی‌برنشتاین‌حل‌کردهماتریس‌وسیلۀ‌بهغیرخطی‌تصادفی‌را‌‌معادلات‌انتگرال

اند‌که‌به‌چند‌مورد‌از‌شده‌های‌عددی‌مختلفی‌تاکنون‌حل‌،‌با‌استفاده‌از‌روشمعادلات‌انتگرالچنین‌دستگاه‌‌هم

بابلیان‌و‌مرداد‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌خطی‌و‌غیرخطی‌نوع‌دوم‌را‌با‌استفاده‌از‌توابع‌[‌99]در‌.‌کنیمها‌اشاره‌میآن

‌اند‌کلاهی‌حل‌کرده ‌‌هالماسی. ‌رودکی‌در ‌92]و ‌از[ ‌استفاده ‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌‌با توابع‌مثلثی‌به‌حل‌دستگاه

‌اندپرداخته ‌با‌استفاده‌از‌توابع‌بلاک[‌93]مالک‌نژاد،‌شاه‌رضایی‌و‌خاتمی‌در‌. -دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌نوع‌دوم‌را

‌اندپالس‌حل‌کرده .‌ ‌رای[‌90]در ‌بلاک‌2ساهو‌و ‌و ‌ترکیب‌توابع‌لژاندر ‌از ‌استفاده ‌مع-با ادلات‌پالس‌به‌حل‌دستگاه

با‌استفاده‌از‌روش‌موجک‌لژاندر‌دستگاه‌معادله‌انتگرال‌را‌[‌95]در‌‌0و‌الایداروس‌3زدان.‌اندانتگرال‌همرشتاین‌پرداخته

‌ .اندحل‌کرده ‌انتگرال[96]در ‌معادلات ‌برای‌حل‌دستگاه ‌را ‌برنشتاین ‌همکارانش‌ماتریس‌عملیاتی ‌و ‌مالک‌نژاد ،-‌

،‌به‌حل‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌با‌استفاده‌از‌توابع‌[99]رودکی‌و‌الماسیه‌در‌.‌اند‌برده‌کار‌ولترا‌به‌-دیفرانسیل‌فردهلم

‌پرداختهپایه ‌اندای‌دلتا ‌‌حسام. ‌شهبازی‌در ‌فردهلم[98]الدینی‌و ‌انتگرال ‌معادلات ‌دستگاه ‌از‌‌-، ‌استفاده ‌با ‌را ولترا

،‌روش‌[91]و‌همکارانش‌در‌‌5حسن.‌اندهپالس‌و‌برنشتاین‌حل‌کرد‌-های‌برنشتاین‌و‌ترکیب‌توابع‌بلاکایچندجمله

‌به‌-روش‌هسته‌تکراری‌را‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌در‌6آیتکن ‌اند‌برده‌کار‌ولترا ،‌نظری‌و‌[29]در‌.

رحیم‌.‌اندای‌شعاعی‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌غیرخطی‌ارائه‌دادههمکارانش‌روشی‌بر‌اساس‌توابع‌پایه

‌حل‌کردهخانی‌ ‌استفاده‌از‌ماتریس‌عملیاتی‌موجک‌برنولی‌معادلات‌دیفرانسیل‌تأخیری‌کسری‌را اند‌و‌همکارانش‌با

[23]‌،[22]‌،[29.]‌

‌:کنیمدستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌نوع‌دوم‌را‌بررسی‌میاین‌در‌این‌مقاله،‌
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جا،‌این‌که‌در
ifو‌,i jK )توابع‌معلوم‌و  )jy xتوابع‌مجهول‌برای‌‌, 1,2,...,i j l  .هستند‌ 

‌روش ‌معادلات‌انتگرال‌غیرخطی‌فردهلم‌در ‌برای‌حل‌دستگاه ‌یافته ‌توابع‌کلاهی‌توسعه ‌از همرشتاین‌‌-پیشنهادی،

‌می ‌شوداستفاده ‌می. ‌معادلات‌جبری‌کاهش‌پیدا ‌دستگاهی‌از ‌معادلات‌انتگرال‌به ‌این‌روش‌دستگاه ‌این‌در ‌و کند

‌روش‌عددی‌نیوتن‌حل‌می ‌از ‌استفاده ‌معادلات‌جبری‌با ‌از ‌شوددستگاه ‌نتایج‌متناظر‌. ‌این‌روش‌با نتایج‌حاصل‌از

‌.شوند‌های‌دیگر‌مقایسه‌می‌حاصل‌از‌روش

در‌.‌شود،‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌و‌جزئیات‌آن‌شرح‌داده‌می2در‌بخش‌:‌شرح‌است‌دینبطرح‌کلی‌این‌مقاله‌

همرشتاین‌استفاده‌‌-از‌مجموعه‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌برای‌تقریب‌جواب‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌،3بخش‌

‌ه‌استشدبررسی‌‌0آنالیز‌همگرایی‌روش‌در‌بخش‌.‌شودمی ‌تعداد‌عمی5در‌بخش‌. ‌ات‌لازم‌محاسبه‌شده‌است، در‌.
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گیری‌در‌‌شده‌و‌در‌انتها‌با‌یک‌نتیجه‌شده‌پرداخته‌‌های‌عددی‌مختلف‌با‌استفاده‌از‌روش‌ارائه،‌به‌حل‌مثال6بخش‌

‌.رسانیممقاله‌را‌به‌پایان‌می‌9بخش‌

 هاتوابع کلاهی توسعه یافته و خواص آن

‌مجموع: تعریف )ۀیک 1)m‌ ‌از ‌یافتهتایی ‌توسعه ‌کلاهی )‌9توابع MHFs )‌‌ )شامل 1)mهستند‌‌ که‌ تابع

‌[:20]شوند‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینب
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1 Modification of Hat Functions 
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 0 1( ) ( ), ( ),..., ( ) ,
T

mH x h x h x h x x D                  (0)          

‌[:29]توان‌بسط‌داد‌می‌MHFsرا‌با‌استفاده‌از‌توابع‌‌Dدرfهر‌تابع‌دلخواه‌

( ) ( ) ( )T Tf x F H x H x F   

‌:جا‌در‌این

 0 1, ,...,
T

mF f f f  

‌و

( ),if f ih 0,1,..., .i m  

‌‌طور‌مشابه‌هر‌تابع‌دلخواه‌دو‌به ‌‌kمتغیره، Dدر Dاز‌‌ ‌استفاده ‌با صورت‌بسط‌‌‌دینتوانیم‌بمی‌MHFsتوابع را

‌:دهیم

( , ) ( ) ( )Tk x y H x KH y  

)جا‌‌در‌این )H xو‌(y)Hبردارهای‌( 1)m-تایی‌از‌توابعMHFsهستند‌و‌‌Kماتریسی‌‌   1 1m m  از‌‌

‌.ها‌است‌آن

‌ ‌با ‌2)متناظر i,...,0,1،بسط‌و( m‌
0

( ) ,
x

ih y dyۀوسیل‌‌به‌MHF،انتگرال‌بردار‌( )H xدر‌‌تعریف‌‌ ‌رابطۀ‌شده

‌:شودبیان‌می‌(5)‌صورتتوان‌بهرا‌می(‌0)
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جا‌‌که‌در‌این
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جا‌در‌این
2P  یک‌ماتریس    1 1m m  صورت‌است‌‌دینب:‌
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)و‌بسط(‌2)متناظر‌با‌ ) ( )TH x H x ‌:آوریمدست‌می‌ها‌بهMHFۀوسیل‌‌به 

 ( ) ( ) ( )T TH x H x diag H x  

‌:بنابراین‌داریم

( ) ( ) ( )TH x H x F FH x                                                    (9)  

‌این ‌بردار‌Fجا‌در )یک 1)mو‌ ‌قطری‌Fتایی ‌ماتریس یک   1 1m m  است‌‌ ‌اگر‌هم. یک‌‌Aچنین،

ماتریس   1 1m m   ‌:باشد،‌داریم‌ 

ˆ( ) ( ) ( )T TH x AH x H x                                                (8)  

)برداری‌‌̂جا‌‌در‌این 1)mتایی‌با‌اعضای‌روی‌قطر‌اصلی‌از‌ماتریساست‌.‌

 

 حل دستگاه معادلات انتگرال فردهلم غیرخطی
‌-به‌حل‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم (MHFs)در‌این‌بخش،‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌

 .پردازیم‌میشده‌است،‌‌‌تعریف(‌9)همرشتاین‌نوع‌دوم‌که‌در‌

‌:صورت‌دینهمرشتاین‌ب‌-منظور‌حل‌دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌به
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 
1

, , ,
0

1 1

( ) ( ) ( , ) , ( ) ,
l l

i j j i i j i j j

j j

g y x f x K x t F t y t dt
 

                            (1)  

‌:شوددر‌نظر‌گرفته‌می‌صورت‌دین،‌تقریب‌و‌خواص‌این‌توابع‌بMHFبا‌استفاده‌از‌توابع‌

( ) ( ) ( )T Tf x F H x H x F                                                (99)  

( , ) ( ) (y)Tk x y H x KH                                         (99)  
1

2
0

( ) ( )TH x H x dx P                                                          (92)  

( ) ( ) ( )TH x H x F FH x                                                  (93)  
ˆ( ) ( )T TH x AH x H                                                     (90)  

‌:شوندبسط‌داده‌می‌fو‌‌jyتوابع(‌99)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط

( ) ( )

( ) ( )

T

j j

T

y x H x y

f x H x F

 



                                       (95)  

i,کرنل(‌99)چنین‌با‌استفاده‌از‌رابطه‌‌هم jkشودبسط‌داده‌می‌:‌

, ,( , ) ( ) ( )T

i j i jk x t H x k H t                               (96)  

‌تعریف‌مجهول‌کمکی‌ ,با ( )i jR tتابع‌غیرخطی‌‌ ،, ( , )i jF x yنظر‌گرفته‌‌(99)صورت‌‌به‌‌ ‌مجهول‌کمکی‌در ‌با برابر

‌:شودصورت‌بسط‌داده‌می‌‌دینب(‌99)ۀ‌شود‌و‌سپس‌با‌استفاده‌از‌رابط‌می

 , , ,, ( ) ( ) ( )T

i j i j i jF t y t R t H t R                               (99)  

‌:توان‌نوشتمی،‌به‌‌و‌تبدیل‌(‌1)‌ۀدر‌رابط(‌95)،‌(96)،‌(99)‌گذاری‌روابط‌با‌جای
1

, , ,
0

1 1

1

, ,
0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

l l
T T T T

i j j i j i j

j j

l
T T T

i j i j

j

g H x y H x F H x k H t H t R dt

H x F H x k H t H t R dt

 



 

 

 

 

                         (98)  

‌:شودصورت‌تبدیل‌می‌‌دینب(‌99)‌ۀرابط(‌92)‌ۀبا‌استفاده‌از‌رابط

, , 2 ,

1 1

( ) ( ) ( ) .
l l

T T T

i j j i j i j

j j

g H x y H x F H x k P R
 

    

‌،(6)در‌2Pمنفرد‌بودن‌ماتریس‌توجه‌به‌نابا‌

, , 2 ,

1 1

l l

i j j i j i j

j j

g y F k P R
 

                                     (91)  

,...,1در‌نقاط(‌99)‌ۀباهم‌محلی‌کردن‌رابط 1r m ‌
2 1

,
2( 1)

r

r
t

m





‌:داریم‌ 

 , ,( ) , ( )T T

i j i j r r jH t R F t H t y , 1,..., 1r m  ‌ , 1,...,i j l ‌                     (29)  

مجموع‌‌در(‌29)و‌(‌91)‌ۀدر‌این‌صورت‌با‌استفاده‌از‌رابط  2 1l l m از‌طرفی‌به‌تعداد‌.‌آیدوجود‌می‌معادله‌به‌

lبردار‌‌jyکه‌هرکدام‌‌ 1mمجهول‌دارند‌و‌نیز‌‌ۀمؤلف‌
2lبردار‌,i jRکه‌هر‌یک‌‌ 1mمجهول‌دارند‌‌ۀمؤلف‌



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌121همرشتاین‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌-حل‌عددی‌دستگاه‌معادلات‌انتگرالی‌فردهلم

مجموع‌در  2 1l l m که‌شامل‌(‌29)و‌(‌91)بنابراین‌با‌حل‌دستگاه‌‌دارد،مجهول‌وجود‌‌  2 1l l m ‌

‌.آید‌میدست‌‌به(‌9)‌ۀشده‌در‌رابط‌‌معادله‌و‌مجهول‌است،‌جواب‌دستگاه‌معادله‌انتگرال‌تعریف

‌

 آنالیز همگرایی

دارای‌مرتبه‌همگرایی‌‌MHFsکنیم‌روش‌کنیم‌و‌ثابت‌میشده‌را‌بررسی‌می‌در‌این‌بخش‌همگرایی‌روش‌ارائه

 3O hگیریمرا‌در‌نظر‌می(‌9)شده‌در‌‌‌دستگاه‌معادله‌انتگرال‌تعریف .است‌: 

   
1

, , ,
0

1 1

( ) ( ) ( , ) , ( ) , 0,1
l l

i j j i i j i j j

j j

g y x f x K x t F t y t dt D
 

    , 1,2,..., .i l  

‌:بازنویسی‌کرد‌صورت‌دینتوان‌این‌دستگاه‌را‌بمی

        
1

0
, ,gy x f x K x t F t y t    

 :جا‌داریم‌که‌در‌این

 ,        , 1,2,..., .g g i j i j l   

که‌ ,g i jها‌اعداد‌ثابتی‌هستند‌و‌

     

       

   

1 2

1 2

,

( ), ,....,

, ,...,

, ,         , 1, 2, , .

T

l

T

l

i j

y x y x y x y x

f x f x f x f x

K x t K x t i j l

   

   

   

 

‌:کنیمچنین‌تعریف‌می‌هم

1,2,...,
max i

i l
u u


                                               (29)  

‌:جا‌که‌در‌این

       1 2, ,..., lu x u x u x u x                                  (22)  

‌و

,
1,2,...,

0

max
l

i j
i l

j

u u




                                     (23)  

‌:جا‌در‌این

,i ju u     , 1,2,...,i j l                        (20)  

,فرض‌کنید‌ .1 ۀقضی 1,2,...,jx jh j m و‌,i mu ‌کنیمتعریف‌می.‌است‌MHFsوسیلۀ‌‌به‌iuبسط‌توابع‌ 

[20]:‌

           ,

0

m

i m i j i

j

u x u x h x


 , 1,2,...,i n  

‌:فرض‌کنیم

   , ,( )i m i i me x u x u x  , ,x D  
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‌:گاه‌آن

 3

, .i me O h  

)فرض‌کنید: 2لم  )u xباشدد‌و‌‌(‌22)شده‌در‌‌ تعریف‌ۀرابط‌( )mu xتقریدب‌‌‌( )u xبدا‌اسدتفاده‌از‌‌‌MHFsباشدد‌و‌‌‌

( ) ( ) ( )u me x u x u x گاه‌آن‌:‌

 3

ue O h . 

‌:داریم(‌29)‌ۀاز‌رابط‌:اثبات

,
1,2,...,
maxu i i m

i n
e u u


   

3:‌داریم‌(9)‌و‌از

,i i m iu u C h


 ‌.فرض‌کنید‌rCریدامقبیشینۀ‌‌‌,iC i،‌1,2,...,i nگاه‌باشد،‌آن‌: 

3.u re C h (25‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)  

,قرار‌دهید‌ [20].1 ۀقضی 0,1,...,k kx y kh k m  و‌ , , ,

0 0

( , ) , ( ) ( )
m m

i j m i j k l k l

k l

u x y u x y h x h y
 

‌

,که‌ ,i j muبسط‌‌MHFsتابع‌‌,i juگاه‌است،‌آن‌:‌

 3

, , .i j me O h  

‌:جا‌که‌در‌این

, , , , ,( , ) ( ) ( , )i j m i j i j me x y u x u x y  , ( , ) ,x y D D   

)‌فرض‌کنید .1لم  , )mu x yتقریب‌‌MHFsاز‌‌( , )u x yباشد‌و‌( , ) ( , ) ( , )u me x y u x y u x y گاه‌آن‌:‌
3( ).ue O h  

‌:داریم(‌22)از‌: اثبات

, , ,
1,2,..,

0

max
n

u i j i j m
i n

j

e u u




   

3گیریم‌که‌نتیجه‌می‌‌3ۀاز‌قضی

, , , ,i j i j m i ju u C h ‌.فرض‌کنید:‌

, ,
1,2,..,

0 0

max
n n

r j i j
i n

j j

C C


 

   

‌:بنابراین

3

,

0

n

u r j

j

e C h


 
  
 
                                               (26)  

 .شودمی‌نتیجهبالا‌لم‌‌ۀکه‌از‌رابط

 3 .ue O h  

‌:اکنون‌مفروضات‌زیر‌را‌در‌نظر‌می‌گیریم

 M1وسیلۀ‌به(‌9)‌ۀفرض‌کنید‌خطای‌تقریب‌جواب‌معادل‌MHFs ‌:تعریف‌شده‌است‌صورت‌دینب‌ 

.m mE y y   

 M2برای‌توابع‌دلخواهفرض‌کنید‌y و‌‌pبر‌‌D،‌ , ( )F t y tشیتز‌صدق‌کنددر‌شرط‌لیب‌.‌



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌121همرشتاین‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌-حل‌عددی‌دستگاه‌معادلات‌انتگرالی‌فردهلم

   0, (0) 0, (0)F y F q L y q    

 M 3‌  10, (0)F y N‌

  1K M  M4  

 M5داریم‌2و‌لم‌‌9متناظر‌با‌لم‌‌:‌
3

1

' 3

1

f f

k k

E e C h

E e C h

 

 
 

 M ‌:فرض‌کنید‌6

1 1LM   

مفروضاتچنین‌در‌‌هم.‌هستند(‌9)‌ۀمعادل‌واقعیو‌‌تقریبیهای‌ترتیب‌جواب‌به‌yو‌myفرض‌کنید‌‌.1 ۀقضی

( ) ( )M M1 ‌:گاه‌داریم‌آن.‌کنندصدق‌می‌6
3 ' 3

1 1 1

11
m

C h C h N
E

LM





 

جا‌‌که‌در‌این
1Cاست(‌25)شده‌در‌‌‌ضریب‌تعریف‌.‌

 :داریم(‌9)‌ۀمتناظر‌با‌معادل: اثبات

    
1

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( )m m m my x y x f x f x K x t F t y t K x t F t y t dt      

‌:بنابراین

   ( ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( )M f m mE e x K x t F t y t K x t F t y t                     (29)  

)های‌و‌فرض(‌3)‌ۀبا‌استفاده‌از‌قضی ) ( )M M2 ‌:داریم‌4

   

   

1 1 1 1

max( ( , ) , ( ) ( , ) , ( )

                                               ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) )

3 3                                                     

m m
t

m

E y y f f K x t F t y t K x t F t y tm m

K x t F t y t K x t F t y tm m m

C h C h N LM E

     

 

  

       (28)  

‌:بنابراین
3 ' 3

1 1 1

11
M

C h C h N
E

LM





  

)فرض‌کنید‌ .1لم  )my xو‌( )y xوباشند‌(‌9)‌ۀتقریبی‌و‌دقیق‌معادلهای‌ترتیب‌جواب‌به‌‌

1, 2, ,( ), ( ),..., ( )
T

m m m l my y x y x y x     

‌:گاه‌آن

 3

, , .i m i i me y y O h    

3داریم‌(‌0-3)‌ۀاز‌قضی: اثبات

mE Chگیریمنتیجه‌می(‌29)و‌متناظر‌با‌‌:‌
3

,i m me E Ch  . 

‌ .و‌اثبات‌کامل‌است
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 تعداد عملیات لازم ۀمحاسب

دست‌‌کار‌برده‌شده‌روش‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌برای‌حل‌دستگاه‌به‌هدف‌این‌بخش،‌محاسبه‌تعداد‌عملیات‌به

‌معادل ‌در ‌29)‌ۀآمده ‌است( .‌ ‌ابتدا ‌برای‌معادل‌همۀبرای‌آسانی ‌91)‌ۀعملیات‌لازم ‌می( ‌محاسبه ‌کنیمرا ‌آسانی‌. به

‌و(‌99)‌ابطوکار‌برده‌شده‌در‌ر‌تعداد‌عملیات‌به.‌دست‌آمده‌گسترش‌دهیم‌دستگاه‌به‌توانیم‌این‌محاسبات‌را‌برای‌می

(90‌ ‌(95)‌و( ، 1mدر‌ (99)‌رابطۀ‌، 
3

1mدر‌ ‌92)‌روابط‌، (93)‌و( 
2

1m،است‌‌ ‌این‌. ‌از ‌استفاده با

،(91)‌ۀرابطمحاسبات‌تعداد‌عملیات‌استفاده‌شده‌در‌ 
4

1mدارای‌(‌29)دستگاه‌.‌است‌  2 1l l m معادله‌‌

است‌که‌هرکدام‌از‌این‌معادلات‌نیاز‌به 
4

1m(29)بنابراین‌تعداد‌عملیات‌لازم‌برای‌حل‌دستگاه‌.‌عملیات‌است‌،

  
52 1l l m است‌.‌

‌عددینتایج 

 .شود‌های‌دیگر‌مقایسه‌می‌شده‌است‌و‌نتایج‌حاصل‌از‌این‌روش‌با‌روش‌در‌این‌بخش‌به‌حل‌چند‌مثال‌عددی‌پرداخته

‌[:90]همرشتاین‌‌-دستگاه‌معادله‌انتگرال‌فردهلم:‌9مثال‌

1 1
2 2 2 2

1 1 2
0 0

1 1
2 2 2 2

1 1 2
0 0

23
( ) ( ) ( )

35

11
( ) ( ) ( )

12

y x x xt y t dt x ty t dt

y x x x ty t dt y t dt


  


   


 

 
 

‌ ‌کنیمبررسی‌میرا .
2

1 2( ) , ( )y x x y x x است‌‌ ‌این‌روش‌برای‌‌نتایج .جواب‌دقیق‌مسئله و‌‌m=32حاصل‌از

92=m8برای‌ پالس‌-و‌روش‌لژاندر‌و‌بلاک‌=n،0=m0و‌‌=n،3=mشود‌در‌مشاهده‌می.‌آورده‌شده‌است‌9در‌جدول‌‌

‌جواب‌شرایط‌یک ‌یافته ‌میسان‌روش‌توابع‌کلاهی‌توسعه ‌نشان‌می‌های‌بهتری‌تولید ‌کارایی‌روش‌را ‌که .‌دهدکند

ها‌در‌پالس‌هست‌که‌نتایج‌آن-شده‌و‌روش‌لژاندر‌و‌بلاک‌حاصل‌از‌روش‌ارائه‌شامل‌مقادیر‌قدر‌مطلق‌خطای‌2جدول‌

.‌دهدتری‌را‌نشان‌می‌سان‌روش‌توابع‌کلاهی‌کاهش‌خطای‌بیش‌دیگر‌مقایسه‌شده‌که‌در‌شرایط‌یک‌این‌جدول‌با‌یک

که‌مشاهده‌است‌‌mشامل‌قدر‌مطلق‌خطای‌حاصل‌از‌روش‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌برای‌مقادیر‌مختلف‌‌3جدول‌

‌.آیددست‌می‌یافته‌و‌تقریب‌بهتری‌برای‌جواب‌به‌‌خطای‌حاصل‌کاهش‌mشود‌با‌افزایش‌مقدار‌می

‌[:0]کنیم‌همرشتاین‌زیر‌را‌بررسی‌می‌-دستگاه‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم :2مثال‌

1 1
2 2 3 2 2

1 1 2
0 0

1 1
2 3 2 3 4

1 1 2
0 0

17 7
( ) 1 ( ) ( )

20 6

17 31
( ) 1 ( ) ( )

12 10

y x x x xt y t dt x ty t dt

y x x x x xty t dt x ty t dt


    


      


 

 
 

‌
2

1 2( ) 1, ( ) 1y x x y x x   است‌‌ ‌برای‌‌0جدول‌ .جواب‌دقیق‌مسئله ‌روش‌را ‌‌m=32نتایج‌از و‌‌m=92و

‌نشان‌می‌n،3=m=0و‌‌n،0=m=8برای‌ پالس‌-روش‌لژاندر‌و‌بلاک سان‌روش‌‌شود‌در‌شرایط‌یکدهد‌مشاهده‌میرا

‌کندهای‌بهتری‌تولید‌میتوابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌جواب ‌مطلق‌خطای‌حاصل‌از‌روش‌‌5جدول‌. شامل‌مقادیر‌قدر

تری‌پیدا‌کرده‌‌سان‌خطای‌روش‌توابع‌کلاهی‌کاهش‌بیش‌پالس‌است‌که‌در‌شرایط‌یک-شده‌و‌روش‌لژاندر‌و‌بلاک‌ارائه

‌است ‌این‌روش‌به. ‌مطلق‌خطای‌حاصل‌از ‌است‌6در‌جدول‌‌mازای‌مقادیر‌مختلف‌‌‌قدر ‌آمده ‌می. ‌با‌مشاهده شود

‌.آیددست‌می‌یافته‌و‌تقریب‌بهتری‌برای‌جواب‌به‌حاصل‌کاهش‌‌خطای‌mافزایش‌مقدار‌



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌111همرشتاین‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌-حل‌عددی‌دستگاه‌معادلات‌انتگرالی‌فردهلم

‌[:99،99]‌ۀدر‌این‌مثال‌به‌حل‌معادل :3مثال‌
1

1 1
(t 2)

1 1 2
0 0

1
1 1

2 1 2
0 0

1
( ) 2 (t) (t)

1

1
( ) (t) (t)

1

x
x x t x

x
x x xt t x

e
y x e e y dt e y dt

x

e
y x e e e y dt e y dt

x


 


 

 
    


     

 

 

 

 

1،پردازیم‌می 2( ) , ( )x xy x e y x e نتایج‌حاصل‌از‌روش‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌‌‌9جدول.‌جواب‌دقیق‌مسئله‌است‌

 .شودهای‌تقریبی‌مناسب‌میشده‌منجر‌به‌جواب‌دهد‌که‌روش‌ارائهنشان‌می‌m=32ازای‌‌یافته‌را‌به

دهد‌در‌شرایط‌شود‌که‌نشان‌میمقایسه‌می‌TFو‌روش‌‌BPFنتایج‌حاصل‌از‌این‌روش‌را‌با‌نتایج‌روش‌‌8در‌جدول‌ 

‌.تر‌است‌سان‌خطای‌روش‌توابع‌کلاهی‌کم‌یک

شود‌با‌افزایش‌مقدار‌مشاهده‌می.‌دهدنشان‌می‌mختلف‌قدر‌مطلق‌خطای‌حاصل‌از‌روش‌را‌برای‌مقادیر‌م‌1جدول‌

mآیددست‌می‌یافته‌و‌تقریب‌بهتری‌برای‌جواب‌به‌خطای‌حاصل‌از‌این‌روش‌کاهش‌.‌

 1پالس مثال  -های تقریبی حاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته و لژاندر و بلاکجواب .1جدول 

جواب  جواب دقیق 1 2( ), ( )y x y xآمده حاصل از  دست به

 [12]پالس -روش توابع لژاندر و بلاک

 1=n 1=m 1=n 

1=m 

جواب  1 2( ), ( )y x y x آمده حاصل از  دست به

 روش توابع کلاهی توسعه یافته

     12=m 12=m 

x 

(11/1 ،2/1) (90/9‌،2/9)‌(90/9‌،911189/9)‌(90/9‌،2/9)‌(90/9‌،299996/9)‌2/9‌

(11/1 ،1/1) (96/9‌،0/9)‌(96/9‌،311195/9)‌(96/9‌،0/9)‌(96/9‌،099993/9)‌0/9‌

(11/1 ،1/1) (36/9‌،6/9)‌(36/9‌،511162/9)‌(36/9‌،6/9)‌(36/9‌،699996/9)‌6/9‌

(11/1 ،1/1) (60/9‌،8/9)‌(60/9‌،91115/9)‌(60/9‌،899999/9)‌(60/9‌،899926/9)‌8/9‌

 1پالس مثال  -قدر مطلق خطای حاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته و لژاندر و بلاک .2جدول 

خطای مطلق  1 2( ), ( )y x y x حاصل از روش لژاندر و

 [12]پالس _بلاک

1=n1=          m               1=n 1=m 

خطای مطلق  1 2( ), ( )y x y xحاصل از روش توابع کلاهی توسعه 

 یافته

m=  12 m=12 

x 

(1-E2803/3‌،8-

E89660/3)‌

(8-E98539/9‌،5-E25995/9)‌(92-E99911/1‌،9-E29929/9)‌(1-E09198/3،3-E38353/6)‌2/9‌

(8-E3939/9،8-E69329/9)‌(8-E90908/0‌،5-E5993/2)‌(99-E8808/3‌،9-E50950/2)‌(8-E31963/9‌،5-E29699/9)‌0/9‌

(8-E15589/2،9-E9091/9)‌(9-E96683/9‌،5-E95905/3)‌(99-E90991/8‌،9-E89989/3)‌(8-E93998/3‌،5-E19599/9)‌6/9‌

(8-E2508/5،9-E52263/9)‌(9-E81651/9‌،5-E9996/5)‌(99-E55312/9‌،9-E98998/5)‌(8-E56653/5‌،5-E55302/2)‌8/9‌

 mقدر مطلق خطای روش توابع کلاهی توسعه یافته برای مقادیر مختلف  .1جدول 

11=m 21=m 11=m 11=m x 

(11-E11111/1،1-E11111/1) (99-E05099/5‌،9-E9995/0)‌(99-E290/6‌،6-E92622/2)‌(8-E93685/9،5-E39106/9)‌2/9‌

(11-E12111/1،1-E21111/1) (99-E98969/2‌،9-E923/8)‌(1-E0896/2‌،6-E95205/0)‌(8-E90902/0،5-E63813/2)‌0/9‌

(11E21111/1 ،1-E11211/1) (99-E19896/0‌،6-E29305/9)‌(1-E5836/5‌،6-E99869/6)‌(8-E33961/1،5-E15831/3)‌6/9‌

(11-E21111/2،1-E11111/1) (99-E92666/8‌،6-E6906/9)‌(1-E12631/1‌،6-E99081/8)‌(9-E65819/9،5-E29986/5)‌8/9‌

 



‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌9318پاییز‌و‌زمستان‌‌،2،‌شماره‌5جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌112
 (دانشگاه‌خوارزمینشریه‌علوم‌)

 2مثال پالس  -بلاکهای تقریبی حاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته و لژاندر و جواب. 1جدول

جواب  جواب دقیق 1 2( ), ( )y x y xآمده حاصل از  دست به

 [12]پالس -روش توابع لژاندر و بلاک

1=n 1=          m 1=n 1=m 

جواب  1 2( ), ( )y x y x آمده حاصل از روش  دست به

 توابع کلاهی توسعه یافته

12=m                  12=m 

x 

(11/1 ،2/1) (90/9‌،2/9)‌(93118/9‌،116/9)‌(90/9‌،2/9)‌(90999/9‌،29992/9)‌2/9‌

(11/1 ،1/1) (96/9‌،0/9)‌(95118/9‌،31113/9)‌(96/9‌،0/9)‌(96999/9‌،09990/9)‌0/9‌

(11/1 ،1/1) (36/9‌،6/9)‌(36993/9‌،51112/9)‌(36/9‌،6/9)‌(35118/9‌،69990/9)‌6/9‌

(11/1 ،1/1) (60/9‌،8/9)‌(60996/9‌،91112/9)‌(60/9‌،8/9)‌(63112/9‌،89990/9)‌8/9‌

 2پالس مثال  -مطلق خطای حاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته و لژاندر و بلاک . 1جدول 

خطای مطلق  1 2( ), ( )y x y xپالس -حاصل از روش لژاندر و بلاک

[12] 

1=n1=m                         1=n 1=m 

خطای مطلق  1 2( ), ( )y x y xحاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته 

 

12                                  m=  12 m= 

x 

(9-E00050/3،9-E69193/6)‌(5-E99999/2‌،5-E99536/0)‌(9-E91999/2‌،9-E2586/0)‌(5-E90689/9‌،5-E9919/2)‌2/9‌

(9-E39099/3،6-E99211/9)‌(5-E60968/9‌،5-E98282/6)‌(9-E93386/9‌،9-E92598/9)‌(6-E63508/8‌،5-E59961/3)‌0/9‌

(9-E09931/0،6-E32326/9)‌(5-E02853/3‌،5-E93238/8)‌(9-E59899/3‌،9-E32261/8)‌(5-E96561/9‌،5-E90995/0)‌6/9‌

(6-E29659/2،6-E32292/9)‌(0-E56359/9‌،5-E85095/9)‌(6-E69996/9‌،9-E90366/8)‌(5-E9580/8‌،5-E9593/0)‌8/9‌

 mقدر مطلق خطای روش توابع کلاهی توسعه یافته برای مقادیر مختلف . 1جدول 

11=m 21=m 11=m 11=m x 
(9-E99520/2‌،9-

E59922/5)‌

(9-E51691/6‌،6-E30995/9)‌(6-E39669/3‌،6-E95590/6)‌(5-E90915/2‌،5-E3519/0)‌2/9‌

(9-E20329/2‌،9-

E91900/1)‌

(9-E0622/5‌،6-E2960/2)‌(6-E95996/2‌،5-E99639/9)‌(5-E969/9‌،5-E29361/9)‌0/9‌

(9-E55391/0‌،6-

E99999/9)‌

(6-E99996/9‌،6-E62593/2)‌(6-E69299/5‌،5-E32231/9)‌(5-E63690/3‌،5-E53911/8)‌6/9‌

(6-E9859/2‌،6-E95381/9)‌(6-E98080/5‌،6-E56195/2)‌(5-E56219/2‌،5-E21396/9)‌(0-E65852/9‌،5-E30059/8)‌8/9‌

 1نتایج حاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته مثال  .1 جدول
 جواب دقیق

2جواب  ( )y x  حاصل از

 روش توابع کلاهی توسعه یافته

12=m 

 جواب دقیق
)1جواب  )y x  حاصل از روش

 توابع کلاهی توسعه یافته

12=m 

x 

1 9‌9‌9‌9‌

111111/1 190836/9‌99599/9‌99599/9‌9/9‌

111111/1 898932/9‌2290/9‌2290/9‌2/9‌

111111/1 909896/9‌30186/9‌30186/9‌3/9‌

11112/1 69932/9‌01982/9‌01982/9‌0/9‌

111111/1 69653/9‌60892/9‌60892/9‌5/9‌

111112/1 508899/9‌82292/9‌82292/9‌6/9‌

111111/1 016586/9‌99395/2‌99395/2‌9/9‌

111121/1 001328/9‌22555/2‌22555/2‌8/9‌

11111/1 09659/9‌0516/2‌0516/2‌1/9‌

111111/1 369891/9‌99828/2‌99828/2‌9‌

 

 

 



 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌111همرشتاین‌با‌استفاده‌از‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌-حل‌عددی‌دستگاه‌معادلات‌انتگرالی‌فردهلم

 1مثال  TFو روش  BFPخطای حاصل روش توابع کلاهی توسعه یافته و روش  .1جدول 

قدر مطلق خطای 

 1 2( ), y ( )y x x حاصل از روش

TF [11] 

12=m 

قدر مطلق خطای 1 2( ), y ( )y x x 

 BPF [11]حاصل از روش 

12=m 

قدر مطلق خطای  1 2( ), y ( )y x x 

 حاصل از روش توابع کلاهی توسعه یافته

12=m 

x 

(0-E611/6‌،3-E959/9)‌(2-E539/9‌،2-E909/9)‌(9-E3105/3‌،9-E0336/6)‌9‌

(0-E399/9‌،3-E959/9)‌(3-E269/8‌،2-E920/2)‌(6-E22318/9‌،6-E95896/9)‌9/9‌

(0-E039/9‌،3-E912/9)‌(3-E399/2‌،3-E569/3)‌(6-E20562/9‌،6-E6195/9)‌2/9‌

(0-E939/9‌،3-E285/9)‌(3-E999/2‌،3-E139/0)‌(6-E91299/9‌،6-E39309/3)‌3/9‌

(0-E080/6‌،3-E006/9)‌(3-E599/6‌،2-E096/9)‌(9-E30869/3‌،9-E02562/6)‌0/9‌

(0-E501/5‌،3-E610/9)‌(3-E689/1‌،2-E592/2)‌(9-E99529/3‌،9-E9911/8)‌5/9‌

(0-E009/5‌،3-E611/9)‌(3-E159/0‌،2-E611/9)‌(9-E35155/8‌،6-E61952/2)‌6/9‌

(0-E199/0‌،3-E961/9)‌(3-E319/9‌،3-E969/6)‌(9-E6139/6‌،6-E99802/3)‌9/9‌

(0-E9230/0‌،3-E129/9)‌(0-E899/9‌،3-E509/6)‌(6-E969/9‌،6-E39603/5)‌8/9‌

(0-E986/2‌،3-E911/2)‌(3-E939/0‌،2-E391/2)‌(9-E2998/9‌،6-E30566/9)‌1/9‌

 mقدر مطلق خطای روش توابع کلاهی توسعه یافته برای مقادیر مختلف  .1جدول 
11=m 21=m 11=m 11=m x 

(9-E31000/0،9-E32891/8)‌(6-E993/9‌،6-E93358/2)‌(6-E03052/5‌،5-E92183/9)‌(5-E56625/3‌،5-E95502/6)‌9‌

(9-E35989/0،9-E86996/8)‌(6-E90196/3‌،6-E95939/3)‌(5-E11260/9‌،5-E9091/2)‌(5-E53961/3‌،5-E98936/9)‌9/9‌

(9-E28980/0،9-E02091/1)‌(9-E36515/8‌،9-E00299/5)‌(5-E99696/9‌،5-E99998/2)‌(5-E9018/3‌،5-E60093/9)‌2/9‌

(9-E29335/0،6-E99953/9)‌(6-E9529/2‌،6-E55985/5)‌(9-E36561/5‌،6-E93692/9)‌(5-E0992/3‌،5-E9231/8)‌3/9‌

(9-E9999/0‌،6-E96392/9)‌(6-E96359/9‌،6-E39092/1)‌(6-E99593/5‌،5-E98303/9)‌(5-E3293/3‌،5-E6238/8)‌0/9‌

(9-E18998/3‌،6-E9266/9)‌(9-E92963/1‌،6-E95912/2)‌(6-E12391/0‌،5-E31395/9)‌(5-E23901/3‌،5-E93161/1)‌5/9‌

(9-E85980/3،6-E91900/9)‌(6-E5536/9‌،6-E68992/5)‌(5-E35838/9‌،5-E20918/0)‌(5-E9200/3‌،5-E66586/1)‌6/9‌

(9-E99580/3،6-E25652/9)‌(9-E35999/2‌،6-E62398/9)‌(6-E59965/8‌،5-E99266/3)‌(5-E99099/3‌،0-E99109/9)‌9/9‌

(9-E58081/3،6-E32960/9)‌(6-E12299/9‌،6-E30066/8)‌(9-E53963/1‌،6-E22265/9)‌(5-E19683/2‌،0-E99962/9)‌8/9‌

(9-E06199/3،6-E38229/9)‌(6-E96522/2‌،5-E05596/9)‌(6-E8812/9‌،5-E20029/2)‌(5-E89993/2‌،0-E92996/9)‌1/9‌

(9-E38550/3،6-E03123/9)‌(9-E26598/8‌،6-E59026/3)‌(6-E98395/0‌،5-E98999/9)‌(5-E90992/2‌،0-E96821/9)‌9‌

 

 گیرینتیجه

همرشتاین‌‌-در‌این‌مقاله،‌یک‌روش‌عددی‌بر‌اساس‌توابع‌کلاهی‌توسعه‌یافته‌برای‌حل‌دستگاه‌معادلات‌فردهلم

‌است‌‌ارائه ‌شده ‌بیان‌شد. ‌یافته ‌جزئیات‌توابع‌کلاهی‌توسعه ‌ابتدا ‌در ‌معادلات‌انتگرال‌‌سپس‌روش. ‌برای‌دستگاه را

‌با‌‌-فردهلم ‌که ‌کرد ‌معادلات‌جبری‌غیرخطی‌کاهش‌پیدا ‌به‌دستگاهی‌از ‌این‌دستگاه همرشتاین‌اعمال‌کردیم‌که

های‌‌جواب.‌شده‌پرداخته‌شد‌در‌ادامه‌به‌حل‌چند‌مثال‌با‌روش‌ارائه.‌حل‌است‌راحتی‌قابل‌های‌عددی‌معمول‌به‌روش

های‌موجود‌برای‌حل‌عددی‌دستگاه‌‌های‌دیگر‌روش‌توابع‌کلاهی‌با‌جواب‌وسیلۀ‌بهادی‌دست‌آمده‌از‌روش‌پیشنه‌به

مقایسه‌نتایج‌حاصل‌از‌این‌روش‌با‌جواب‌دقیق‌مسائل‌و‌جواب‌سایر‌.‌همرشتاین‌مقایسه‌شد-معادلات‌انتگرالی‌فردهلم
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