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 چکیده

‌کنیم‌ MMGفرض دیفرانسیل‌‌ ‌عمل ‌لی‌‌یک ‌گروه ‌دیفرانسیل‌Gپذیر ‌خمینۀ و‌‌Mپذیر‌بر
G

M
‌

بعد‌.‌فضای‌مداری‌حاصل‌با‌توپولوژی‌خارج‌قسمتی‌است
G

M
‌Mاگر.‌شودنامیده‌می‌Mبر‌‌Gنقص‌همگنی‌عمل‌‌

گاه‌از‌نقص‌همگنی‌یک‌‌باشد،‌آن‌Gفشرده‌‌پذیر‌است‌و‌تحت‌عمل‌گروه‌لی‌همبند‌ویک‌خمینه‌دیفرانسیل
G

M
با‌یکی‌‌

‌فضاهای‌ ‌است‌همانریخت‌Rیا‌‌1S،‌)1,0[،‌]1,0[از ‌فرض‌می. ‌مقاله ‌این ‌فضای‌هذلولوی‌در ‌که تحت‌‌nHکنیم

)(از‌‌Gعمل‌زیرگروه‌بسته‌و‌همبند nHIso2کنیم‌‌فضای‌مداری‌آن‌با‌‌گاه‌ثابت‌می‌آن.‌نقص‌همگنی‌دو‌دارد‌Rیا‌‌

R),0[است‌همانریخت‌‌ ‌با‌‌چنین‌ثابت‌می‌هم. ‌مدارها ‌همۀ ‌ ‌و‌‌2nRکنیم ‌صحیح ‌اعداد ‌یا وابرریخت‌هستند،

‌چنان‌eو‌‌mنامنفی‌ ‌دارند ‌با‌‌وجود ‌مدارها ‌بعضی‌از ‌با‌‌eRکه ‌مدارها ‌سایر ‌که‌‌mRBو ‌‌Bوابرریخت‌هستند

‌.یک‌کره‌یا‌یک‌ابررویه‌همگن‌از‌کره‌و‌یا‌یک‌مارپیچ‌در‌فضای‌اقلیدسی‌است

 

‌.خمینه،‌فضای‌هذلولوی،‌نقص‌همگنی،‌فضای‌مداری،‌طولپایی: واژه های کلیدی

 

 مقدمه

MMGفرض‌کنیم دیفرانسیل‌‌ ‌لی‌یک‌عمل ‌گروه ‌خمینه‌Gپذیر و‌Mپذیر‌دیفرانسیل‌9بر
G

M
فضای‌‌

‌است‌2مداری ‌قسمتی ‌خارج ‌توپولوژی ‌با ‌حاصل بعد‌.
G

M
‌همگنی‌ ‌می‌Mبر‌Gعمل‌‌3نقص ‌شود‌نامیده بررسی‌.

‌-Gاشیاء.‌دارد‌Mروی‌ پایایی‌-Gفضاهای‌مداری‌کاربردهای‌زیادی‌در‌نظریه‌توابع‌پایا‌و‌مسائل‌گوناگون‌مربوط‌به

‌ۀبراین،‌اگر‌بعد‌فضای‌مداری‌به‌انداز‌بنا.‌اشیاء‌مشابه‌روی‌فضای‌مداری‌نسبت‌داده‌شوندتوانند‌به‌‌می‌Mپایا‌روی

‌ ‌کوچک‌باشد‌Mبر‌Gنقص‌همگنی‌عمل)کافی‌کوچک‌باشد ‌اشیاء‌‌می( ‌مسائل‌درباره ‌بسیاری‌از پایا‌‌‌-Gتوانیم

‌مسائل‌آسان‌Mروی ‌به تری‌روی‌را
G

M
‌تبدیل‌کنیم‌ ‌ریاضی. ‌این‌انگیزه، دانان‌خواص‌توپولوژیکی‌فضای‌مداری‌‌با
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1. Manifold 
2. Orbit space 

3. Cohomogeneity 

4. G-invariance 
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

‌عمل ‌خمینه‌های‌گروه‌حاصل‌از ‌‌های‌لی‌بر ‌را ‌اند‌کرده‌بررسیها ‌قضی‌ۀیک‌قضی. ‌این‌زمینه، ‌است‌که‌‌ۀمهم‌در زیر

‌:دکرثابت‌(‌[14])9157در‌سال‌‌9موسترت

‌باشد،‌‌Gفشرده‌‌و‌همبندو‌تحت‌عمل‌گروه‌لی‌‌باشدپذیر‌‌دیفرانسیل‌ۀیک‌خمین‌Mاگر از‌نقص‌همگنی‌یک‌

‌گاه‌ن‌‌آ
G

M
‌.‌است‌2 همانریخت‌‌Rیا‌‌1S،‌)1,0[،‌]1,0[با‌یکی‌از‌فضاهای‌‌

‌‌Mعلاوه‌بر‌آن‌اگر‌.‌ها‌تعمیم‌داده‌شده‌است‌های‌لی‌غیرفشرده‌بر‌خمینه‌های‌طولپای‌گروه‌این‌قضیه‌برای‌عمل

3های‌از‌گروه‌طولپایی‌همبندیک‌زیرگروه‌بسته‌و‌‌Gریمانی‌داشته‌و‌‌یکیک‌متر
Mباشد‌که‌با‌نقص‌همگنی‌یک‌بر‌‌

Mوجود‌دارند‌عمل‌می‌‌ ‌نتایج‌جالب‌زیادی‌درباره‌فضای‌مداری‌و‌مدارها ‌[14]‌کند، ،[17]‌ ثابت‌‌[17]‌در‌،[18]،

باشد‌که‌Mهای‌و‌بسته‌ازطولپایی‌همبندیک‌زیرگروه‌‌Gیک‌خمینه‌ریمانی‌با‌انحنای‌منفی‌و‌‌Mشده‌است‌که‌اگر

گاه‌فضای‌مداری‌با‌‌کند،‌آن‌با‌نقص‌همگنی‌یک‌عمل‌می‌Mبر 1,0قضیه‌‌از‌استفادهبراین‌با‌‌بنا‌نیست،‌همانریخت‌‌

‌با ‌برآن‌.است‌همانریخت‌Rیا1S،)1,0[موسترت، ‌M اگر‌علاوه ‌با‌همبند ‌مداری ‌فضای ‌باشد، ‌Rیا‌‌)1,0[ساده

در‌راستای‌توسیع‌قضیه‌موسترت‌این‌.‌تعمیم‌داده‌شد‌های‌ریمانی‌تخت‌به‌خمینه‌[14]‌این‌قضیه‌در.‌است‌همانریخت

‌نظر‌توپولوژیک‌چیست‌Mآید‌که‌وقتی‌سوال‌پیش‌می ‌فضای‌مداری‌از ‌دارد، ‌نقص‌همگنی‌دو های‌لی‌‌عمل‌گروه.

واضح‌است‌که‌در‌‌‌[.16]‌اند‌بندی‌شده‌ها‌رده‌فشرده‌با‌نقص‌همگنی‌دو‌بر‌فضاهای‌اقلیدسی‌قطبی‌هستند‌و‌این‌عمل

یک‌Gثابت‌شده‌است‌که‌اگر‌‌[13]‌چنین‌در‌هم.‌است‌همانریخت‌این‌حالت‌فضای‌مداری‌با‌صفحه‌یا‌نیم‌صفحه‌

گاه‌‌کند‌آن‌با‌نقص‌همگنی‌دو‌عمل‌می‌nRباشد‌که‌بر‌(‌فشرده‌یا‌غیر‌فشرده)‌همبندهای‌‌زیرگروه‌از‌گروه‌طولپایی

‌نیم‌صفحه‌ ‌است‌همانریخت‌فضای‌مداری‌با‌صفحه‌یا ‌نقص‌همگنی‌دو‌بر‌کره‌‌بندی‌فضای‌مداری‌عمل‌رده. های‌با

های‌با‌نقص‌همگنی‌‌بندی‌فضای‌مداری‌عمل‌برای‌تکمیل‌رده.‌[20]،‌[19]،‌[6]‌نیز‌توصیف‌شده‌است‌nSاستاندارد‌

‌انحنای‌ثابت،‌حل‌مس‌همبنددو‌بر‌فضاهای‌ ‌انحنای‌منفی‌ثابت‌‌همبنده‌برای‌فضاهای‌ئلساده‌و‌با ‌با فضاهای‌)ساده

‌باقی‌است(‌هذلولوی ‌فرض‌[14]-[8]‌های‌با‌نقص‌همگنی‌دو‌در‌ادامه‌کارهای‌نویسنده‌اول‌این‌مقاله‌درباره‌عمل. ،

‌‌می ‌فضای‌هذلولوی‌تحت‌عمل‌یک‌زیرگروه ‌طولپایی‌همبندکنیم‌ ‌گروه ‌از ‌بسته ‌آن‌و ‌دارد، ‌نقص‌همگنی‌دو گاه‌‌ها

‌ ‌قضیه ‌در ‌کنیم‌بندی‌می‌الف‌رده‌1فضای‌مداری‌را ‌‌هم. ‌قضیه ‌در ‌را ‌مدارها ‌ب‌1چنین‌یک‌توصیف‌توپولوژیکی‌از

‌.آوریم‌دست‌می‌هب

‌

 نتایج

ای‌ریمانی‌‌زیرخمینه‌صورت‌صورت‌است‌که‌به‌دین،‌بnH‌،2nکه‌یک‌مدل‌از‌فضای‌هذلولوی‌شود‌یادآوری‌می

1 از‌فضای‌لورنتزی

1

nRشود‌در‌نظر‌گرفته‌می‌:‌
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1. Mostert 
2 Homeomophic  

3. Isometric 

4. Lorentzian 
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‌طولپایی )1,(با‌‌nHهایگروه nOنگاشت‌‌ ‌تحدید ‌که ‌است ‌متعامد‌برابر ‌و ‌خطی 1های

1

nRبه‌nHاست‌ ‌ۀلفؤم.

)1,(همانی‌ nOبا‌‌‌ 0)1,(را nSOمی‌‌ ‌‌بیانnH)(.دهیم‌نشان ‌nHدر‌های‌مجانبی‌ارزی‌ژئودزیک‌های‌هم‌ردهگر

‌است ‌هر‌. )(برای nHzو‌‌nHpیک‌ابررویه‌Qشامل‌‌‌ ‌که ‌دارد ‌هم‌است‌pوجود ‌بر های‌‌ژئودزیک‌ۀو

(.‌ببینید‌[5]‌تعاریف‌و‌جزییات‌را‌در)‌شود‌‌نامیده‌می‌zبا‌مرکز‌9یک‌ابرکره‌Q.‌عمود‌استzردۀمجانبی‌موجود‌در‌

‌ریمانی‌القایی‌از‌‌ه‌ابرکر ‌متر ‌با ‌هستند‌1nRبا‌‌nHها ‌طولپا ‌‌اگر‌. zهای‌مجانبی‌ژئودزیک‌ردۀیک‌ژئودزیک‌در

RHfتابع‌‌باشد، n :صورت‌‌هب‌کهttpdpf t   ))(,(lim)( بوشمن‌تعریف‌می‌‌ ‌تابع وابسته‌‌2شود،

‌.‌شود‌نامیده‌می‌zبه‌

‌7تبصره  ‌آ.. ‌مرکز‌Qفرض‌کنیم‌( ‌با ‌ابرکره )(یک nHzباشد‌ ‌نقطه‌. ‌هر ‌یکتای‌nHpبرای یک‌نقطه

)( pQدر‌‌Qترین‌به‌‌وجود‌دارد‌که‌نزدیک‌ pدر‌Qاست‌. 

)( یک‌تابع‌بوشمن‌وابسته‌بهfاگر(‌ب nHzگاه‌نگاشت‌باشد،‌آن QRH n :صورت‌هکه‌ب‌

))(),(()( ppfp Q ی‌استهمانریخت‌شود،‌یک‌‌تعریف‌می‌.‌

‌.3.‌ و‌‌3‌.2های‌‌،گزاره[5] .اثبات

1بر‌‌Gکنیم‌که‌عمل‌گروه‌‌یادآوری‌می‌‌‌‌‌

1

nR1ناپذیر‌است‌هرگاه‌هیچ‌زیرفضای‌سره‌از‌‌تحویل‌

1

nRرا‌حفظ‌نکند‌‌.

سانگردی‌جهتی‌‌نامیده‌می‌شود‌و‌جهت‌هم‌3سانگرد‌چنین‌یک‌بردار‌غیرصفر‌که‌بر‌خودش‌عمود‌است‌بردار‌هم‌هم

‌.شود‌سانگرد‌مشخص‌می‌بردار‌هم‌بااست‌که‌

1طور‌طولپایی‌بر‌‌هاست‌که‌ب‌همبندیک‌گروه‌لی‌‌Gفرض‌کنیم‌.2لم 

1

nRکند‌و‌فرض‌کنیم‌عدد‌مثبت‌‌عمل‌می‌

np چنان‌‌ ‌دارد 1که‌وجود

1

1

1 )(   pp RRGعمل‌‌ ر‌Gو 1ب

1

pRاستتحویل‌‌ ‌ناپذیر ‌‌آن. صورت‌‌هب‌Gگاه

)()(),1( 1

10

pnp RIsoRIsoKpSOG  شود‌تجزیه‌می‌.‌

‌.[1]‌در‌‌2‌.2نتیجه‌مستقیم‌از‌اثبات‌لم‌. اثبات

)1,(از‌‌همبندیک‌زیرگروه‌بسته‌و‌‌Gاگر‌ . 3لم  nOهای‌زیر‌درست‌است‌گاه‌یکی‌از‌گزاره‌باشد،‌آن‌:‌

9.Gیک‌نقطه‌ثابت‌در‌‌nHدارد‌.‌

2.Gیک‌نقطه‌ثابت‌در‌‌)(nHدارد‌.‌

‌مثبت‌‌.3 npعدد 1‌‌ ‌زیرگروه ‌بست‌همبندو ز‌Kۀو )(ا pnRIso دارد‌‌ صورت‌‌هب‌Gچنانکه وجود

)()(),1( 1

10

pnp RIsoRIsoKpSOG  شود‌تجزیه‌می‌.‌

.‌کند‌سانگردی‌را‌حفظ‌نمی‌غیرفشرده‌است‌و‌هیچ‌جهت‌هم‌Gگاه‌‌آن.‌درست‌نیستند(‌2)و‌(‌9)فرض‌کنیم‌ .اثبات

‌قضی‌بنا ‌از ‌استفاده ‌ی‌‌G،[2]‌در‌‌5.‌9ۀبراین‌با 1از‌‌Eیک‌زیرفضا

1

nRحفظ‌می‌کند‌‌ ‌را 1با‌Eچون.

1

pRطولپا‌‌

                                                           
1. Horosphere 

2. Bussman 

3. Isotropic  
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 (خوارزمینشریه‌علوم‌دانشگاه‌)

0)1,(با‌‌Eبر‌‌Gاست‌و‌تحدید‌عمل‌ pSOدرست‌(‌3)گیریم‌که‌‌،‌‌نتیجه‌می2است،‌با‌استفاده‌از‌لم‌‌9ریخت‌یک‌

‌.است

‌همبنداست‌که‌تحت‌عمل‌یک‌گروه‌لی‌فشرده‌و‌‌nساده‌با‌بعد‌‌همبندیک‌خمینه‌ریمانی‌‌Mفرض‌کنیم. 4تبصره 

Gهمبندگاه‌یک‌زیرگروه‌فشرده‌و‌‌آن.‌نقص‌همگنی‌دو‌دارد‌‌Hاز‌)(nOکه‌وجود‌دارد‌چنان‌
H

R

G

M n

.‌

‌.[3]‌در‌‌8‌.5نتیجه‌مستقیم‌از‌قضیه .اثبات

 گاه‌ها‌نقص‌همگنی‌یک‌داشته‌باشد‌آن‌از‌طولپایی‌‌Gهمبندتحت‌عمل‌زیرگروه‌بسته‌و‌‌nRاگر‌‌[14] .5تبصره 

‌9.
H

R n

]0,(یاRبا است‌همانریخت‌.‌

‌:های‌زیر‌درست‌است‌یکی‌از‌عبارت‌.‌2

‌.طولپا‌هستند‌1nRهمه‌مدارها‌با‌(‌آ

)(1که‌هر‌مدار‌اصلی‌با‌طوری‌هوجود‌دارد‌ب‌kیک‌عدد‌مثبت‌و‌ثابت‌(‌ب  knk RcS‌‌،است‌ ‌و‌0cطولپا ،

‌.وجود‌دارد1knRیک‌مدار‌تکین‌طولپا‌با‌

‌:گاه‌از‌نقص‌همگنی‌دو‌باشد،‌آن‌‌Gهمبند‌،‌تحت‌عمل‌زیرگروه‌بسته‌وnR‌،2nاگر‌. 6تبصره 

9.
G

R n

‌.[13]‌است‌همانریخت‌‌]R),0یا‌‌2Rبا‌‌

2‌ ‌با‌. ‌نامنفی‌‌2nRهمه‌مدارها ‌اعداد‌صحیح‌و ‌یا ‌هستند ‌ب‌,ekطولپا ‌دارند ‌مدارهای‌‌طوری‌هوجود ‌بعضی‌از که

یک‌مارپیچ‌در‌یک‌فضای‌‌Bهستند،‌که‌‌2وابرریخت‌kRBبا‌(‌مدارهای‌اصلی)و‌سایر‌مدارها‌‌eRتکین‌با‌

‌.6‌.3اثبات‌لم‌‌[14]‌اقلیدسی‌‌یا‌یک‌ابررویه‌دلخواه‌از‌کره‌است

‌1تبصره  ‌آ‌[5]. ‌کنیم‌( ‌مرکز‌ابرکره‌2Qو‌1Qفرض ‌با )(هایی nHz،11 Qp ‌،22 Qp و‌‌fتابع‌‌

‌گاه‌آن.‌است‌zبوشمن‌وابسته‌به‌

)()(),(),(),( 21122121 pfpfQpdQpdQQd    

)(های‌وابسته‌به‌نقطه‌‌مجانبی‌ژئودزیک‌ردۀمتعلق‌به‌‌اگر‌(‌ب nHzهای‌با‌مرکز‌گاه‌همه‌ابرکره‌باشد،‌آن‌z‌

ز‌ابررویه ‌ترا ‌هستندfهای ‌مفروض‌. ‌ابرکره ‌یک ز‌Qبرای ‌مرک ‌ژئودزیکzبا ‌یک ،که‌‌‌ ‌دارد وجود

)0(1 fQفرض‌کنیم‌‌zIاز‌‌‌ )(زیرگروهی nHIsoبرگ‌‌ ‌که ‌مرکز‌‌ابرکره‌‌3بندی‌است ‌با ‌نگه‌‌zها ‌پایا را

‌دارد‌می ‌هر‌. ‌علامت‌zIgبرای ‌بین‌‌فاصله ‌با‌‌gQو‌‌Qدار ‌می‌gT)(را ‌‌نشان ‌اگر‌)دهیم ‌است ‌مثبت که

0)( gQf0منفی‌است‌اگر‌‌و‌)( gQf‌ ‌این‌صورت‌نگاشت‌(. RITدر z :گروه‌جمعی‌اعداد‌‌‌ با

‌.است‌همانریخت‌حقیقی
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